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^* Illustre  Ci  fçavant  Auteur  de  cet  Ouvrage 
était  fur  le  point  de  le  donner  au  Public  ,  lorfLju'il 
mourut  âgé  feulement  de  quarante-trois  ans  :  ce  fut  ait 
commencement  de  1704.  Le  Manufcrit  était  fins 
Préface  ,  que  ce  fui  Auteur  pouvait  bien  faire  :  c'ep: 
pour  cela  qu'il  ne  s'en  trouve  point  ici.  Mais  le  titrs 
fufjira  fans  doute  aux  Connoijfeurs  ,  pour  voir  de 
quelle  conféquence  en  Géométrie  tft  la  matière  de  ce 
Livre  ;  &  la  grande  réputation  de  AI.  le  Marquis  d& 
V Hôpital  en  ce  genre ,  répond  aujjî  ajfe:^  ,  ce  mejcmble, 
de  r habileté  avec  laquelle  j'ai  appris  que  cette  matière 
y  ejî  traitée.  C*ef  ce  qui  m'a  déterminé  à  réimprimer 
ce  Livre  tel  qu'il  était  ,  fur  la  première  édition  de 
M.  Baudot ,  en  1707  ,  fans  autre  J'oin  que  de  faire 
en  forte  qu'il  le  fût  le  plus  corrcBement  pojjîble  ,  en 
cherchant  quelque  habile  Géomètre  ,  qui  voulût  bien 
veiller  à  Pimprejfion.    C'ejî  auJJî  ce  que  la  conf  dération- 


AVERTISSEMENT. 

des  Sçavans  pour  l'Auteur  ,  (S"  Vcjîime  pour  l'Ou- 
vrage ^  mont  fait  lieureufcmcnt  trouver.  J'ofe  efpérer 
que  les  Mathématiciens  6'  J'urtout  les  jeunes  Géo- 
mètres ,  qui  doivent  le  regarder  comme  devant  leup 
faciliter  Ventrée  à  la  fublime  Analyfe  des  Infiniment 
petits  de  l'Auteur  ,  mefçaurontgré  d'avoir  réimprimé 
ce  Livre ,  dont  les  Exemplaires  étaient  devenus  rares 
dans  le  commerce. 
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TRAITÉ  ANALYTIQUE 

DES    SECTIONS  CONIQUES, 

Et  de  leur  ufage  peur  la  PJfolution  des  Équations  dans 
les  Froblcmcs ,  tant  détermines  iju'indeter/nincs. 


L  ï  V  R.^    PREMIER, 

Z)c  la  Parabole. 

Définitions.  / 

î. 

Ya  NT  placé  fur  un  plan  une  Régie  Fig.  i. 
BC  ,âc  une  Equcrre  GDO ,  en  forte 
que  l'un  de  fes  côtés  DGCok  couche 
le  long  de  cette  régie  ,  on  prendra 
!.in  fil  FjM  O  égal  en  longueur  k 
l'autre  côté  D  O  de  cette  équerre , 
duquel  l'on  attachera  un  bout  à  l'ex- 
trémité O  de  ce  côté  DO  ,&c  l'autre 
bout  en  un  point  quelconque  F  pris  fur  ce  plan  du  mê- 
me côté  de  l'équerre  par  rapport  à  la  régie.   Maintenauc 

A 
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fi  l'oi  fait  gliffer  :e  côté  DG  de  l'équerre  le  long  de  la 
ré<  Q  BC,  6c  qu'en  mime  tems  l'on  fe  ferve  d  un  Ityle 
rfpo.ir  tenir  toujours  le  fil  tendu,  &  fii  partie  MO  toute 
ioi  te  iSc  comme  collde  contre  le  côté  OD  de  Tcquerre  ; 
la  courbe  AMX  que  le  ityle  M  décrit  dans  ce  mouve- 
ment ,  cft  une  portion  de  Parabole.  _ 

Si  l'on  renverfe  l'équerre  de  l'autre  côté  du  point  hxe 
F  ,  on  décrira  en  la  même  façon  l'autre  portion  Ai^l^ 
de  la  même  Parabole  -,  de  forte  que  la  ligne  XAZ.  ne 
fera  qu'une  même  courbe  qu'on  appelle  Parabole. 

2. 

la  ligne  BC  dans  laquelle  le  bord  inférieur  de  la  rè- 
gle immobile  i?C  touche  le  plan  &  le  coté  DG  de  1  e- 
querre  GDO  ,  d\  appellée  Dircclriu. 

3- 
Le  point  fixe  F  du  plan  ,  eft  nommé  le  Foyer  de  la 

Parabole. 

4- 
Si  l'on  mené  du  point  fixe  F ,  fur  la  direarice  BC  une 
perpendiculaire  FE  qui  rencontre  la  parabole  au  point 
A-,  la  ligne  AF  indéfiniment  prolongée  du  côte  de  r  ,, 
eft  appellée  V  Axe  de  la  parabole. 

La  ligne  p  quadruple  de  AF ,  eft  appellée  Paramctrc 

de  l'axe. 

G. 
Toutes  les  lignes  comme  MP  menées  des  points  de  la 
parabole   perpendiculairement  à  l'axe  ,    font    appellées 
Ordonnées  a  l'axe. 

7. 
Toutes  les  lignes  comme  MO  menées  des  points  de 
la  parabole  parallèlement  à  l'axe  ,  en  font  les  Diamètres. 

8. 
Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  la  parabole  qu'en 
un  point ,  &  qui  étant  continuée  de  part  &  d'autre ,  n'en- 
tre point  dedans  ,  mais  tombe  au  dehors ,  ell  appellée 
Tangente  en  ce  point. 
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Corollaire     I. 

1.  Il  fuit  de  la  déiinition  de  la  Parabole  ,  que  fi  l'on 
tire  par  un  de  fcs  points  quelconques  M  au  foyer  F  une 
ligne  droite  AlF ,  &  fur  la  directrice  BC  une  perpendi- 
culaire M£)  ;  les  droites  MF,  AID  ,  feront  toujours 
égales  entre  elles.  Car  fi  l'on  retranche  du  coté  OD  de 
l'équerre  &  du  fil  OMF  qui  ^  lui  eft  égal  ,  la  partie  com-  *  ^-f-  i- 
mune  OM,  il  cli  vifiblc  que  les  parties  relances  AID  y 

AIF,  feront  tcu'ours  égales  entre  elles. 

Corollairr  ir. 

2.  L)ê-la  il  efl:  évident ,  que  fi  l'on  mené  une  ligne 
droite  quelconque  KK  parallèle  à  la  diredrice  BC  ,  & 
que  d'un  point  quelconque  Ai  de  la  parabole,  on  tire 
fur  cette  ligne  la  perpendiculaire  AiK,  &  au  foyer  la 
droite  AIF  ;  la  différence  ou  la  fbm.me  KD  des  deux 
droites  MF ,  MK ,  fera  toujours  la  même  :  favoir  la  dif- 
férence lorfque  le  point  Ai  tombe  au-defTous  de  KK,  & 
la  fomme  lorfqu'il  tombe  au-delFus. 

Corollaire  III. 

3.  1 L  efl:  évident  que  FE  eft  divifée  en  deux  parties  éga- 
les par  la  parabole  au  point  A.  Car  fuppolant  que  le 
point  M  tombe  au  point  A ,  la  ligne  MF  tombe  fur  AF, 
&  la  ligne  MD  fur  AE  ,  qui  feront  par  conféquent  éga- 
les entre  elles  ;  puifque  MF  eit  toujours  *  égale  h.  MD  ,  *  An,  i, 
en  quelque  endroit  de  la  parabole  que  tombe  le  point  Al, 

Corollaire  IV. 

4.  L)e-la  on  voit  comment  on  peut  décrire  une  para- 
bole XAZ ,  l'axe  AF  dont  le  pointa  eft  l'origine  étant 
donné  ,  avec  fon  paramètre  p.  Car  ayant  pris  fur  l'axe 
AP  de  part  &  d'autre  du  point  A  les  parties  AF ,  AE 
égales  chacune  au  quart  de  fon  paramètre/» ,  &  mené  par 
le  point  E  la  perpendiculaire  indéHnie  BC  fur  FE  ;  fi 
l'on  couche  le  bord  inférieur  d'une  régie  fur  cette  ligne 

A  ij 
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i)  C  qui  fcrt  de  dire£l:rice ,  &  que  par  le  moyen  d'une 
cquene  ODG,  &  d'un  fil  F  MO  égal  au  côté  OD,  &  at- 
taché par  l'un  de  fcs  bouts  au  foyer  F,  &  par  l'autre 
bout  à  l'extrémité  O  de  ce  même  coté  ,  l'on  décrive  une 
Parabole  XAZ  comme  l'on  a  enfeigné  dans  la  définition 
première  ,  il  eft  vifible  qu'elle  fera  celle  qu'on  demande. 
Il  n'eft  pas  moins  vifible  que  plus  le  côté  OD  de 
Dcf.  1.  Téquerre  &  le  fil  OMF  (qui  "^  lui  doit  être  égal  )  fera 
long,  plus  auffi  la  portion  de  la  parabole  qu'on  décrira 
fera  grande  ;  de  forte  qu'on  la  peut  augmenter  autant  que 
l'on  voudra ,  en  augmentant  également  le  côté  OD  de 
l'équerre  &  le  fil  OMF. 

Corollaire      V. 

^.  Si  d'un  point  quelconque  Ai  de  la  Parabole  l'on^ 

mené  une  ordonnée  MP  à  l'axe,  &  au  foyer  F  la  droite 

MF\  il  eft  clair  que  cette  ligne  MF  =  AF^^AF , 

Art.  }.      puifque  MF=^  MD  =  AP  H-  AÉ,  &  que  ^  AF=^  AE. 

PROPOSITION    I, 

1  heorcme^ 

I  G.   i^  6".   j__E  çuarré d'une  ordonnée  quelconque  M  P  à  Faxe 

AP,  eji  égal  :iu  rcciangle  du  paramètre  p,par  la  partie  AP 
de  l'axe  prlj'c  aitre  Jbn  origine  A  i'  la  rencontre  P  dt. 
Vordonnée. 

Il  faut  prouver  que  MP   =  p  X  A  P. 

Ayant  nommé  la  dxsnnée^F,  /;;.  •  &  lei  indéterminées» 

■■  An.  5 .      A?,  X  i  FM,  j  ,•  on  a ura  MF=  ^~  m  -i-x ,  ôc  PF^^  x —  m 

ou  m  —  X ,  félon  que  le  point  p  fe  trouve  au-defi!ous  ou  au- 

dcfiTus  du  foyer  F.  Or  le  triangle  redaiTgle  M  P  F  donne 

en  l'un  &  l'autre  cas  J\l F    (  mm  -h  zm  x -j-  jc  x)  =  MP 

{yy)  -H  PF  {nim — xmx-^xx)  ;  d'où  l'on  tire  a  mx  =y  V- 
l>onc  puifque  félon  la  <,''  définition  />  =  4/72  ,  on  aura. 
auifi  yY=px.  Ce  qu'il  f allait  démontrer». 
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Corollaire  premier  et  Fondamental. 

7.  I  L  eft  donc  évident  que  fi  l'on  nomme  p  le  para- 
mètre de  l'axe  ^P  ;  chacune  de  fes  parties  ^F,  x  ^  &  F i^.  2, 
chacune  de  fes  ordonnées  correfpondantes  PM ,  j;  on 
aura  toujours  yy=px.  Or  comme  cette  propriété  convient 
à  tous  les  points  de  la  parabole ,  &  en  détermine  la  po- 
fition  par  rapport  à  fon  axe  AP  ;  il  s'enfuit  que  l'équa- 
tion yy=px  exprime  parfaitement  la  nature  de  la  para- 
bole par  rapport  à  fon  axe. 

Corollaire     II. 

8.01  l'on  mené  deux  ordonnées  quelconques  AfP,  Fig.  2, 
NQ^  à  l'axe  AP ,  leurs  quarrés  feront  entr'eux  comme 
les  parties  ^P  6c  A Q  de  l'axe  ,  prifes  entre  fon  origine  A 
&  les  rencontres  P  &  Q  de  ces  mêmes  ordonnées.  Car.  ^  *  Jr^-  <^ 

PM\qN^'::pxAP.pxAq::AP.Aq.  7' 

Corollaire     III, 

9.  o  I  l'on  mené  par  un  point  quelconque  P  de  l'axe 
AP  une  parallèle  MPM  a  fès  ordonnées  ;  elle  rencon- 
trera la  parabole  en  deux  points  AI  ai  AI  également  éloi- 
gnés de  part  6i  d'autre  du  point  P ,  &  non  en  davan- 
tage. Car  afin  que  les  points  M  &  M  foient  à  la  parabole, 

il  faut  ^  que  les  quarrés  de  chaqu  j  PM  (y)  prife  de  part  *  j,.^.  ^^ 
6c  d'autre  du  point  P ,  foient  égaux  chacun  au  même 
redaiagle/jx. 

Corollaire     IV. 

10.  1  l  fuit  de  ce  que  ^  yy=px ,  que  plus  AP  (x)  eft  *  Jrt.  7,. 
grande ,  plus  aufîi  l'ordonnée  PAd  (y)  prife  de  part  & 
d'autre  de  l'axe  AP  augmente,  6c  cela  à  l'infinr;  &  qu'au 
contraire  plus  AP  (x)  diminue  ,   plus  auffi  l'ordonnée 

Pikf  (j)  devient  petite  :  de  force  que  AP  (x)  étant  nulle 
ou  zéro,  chaque  FAI  (y)  prife  de  part  &  d'autre  de  l'axe 
AP  devient  auifi  nulle  ;  c'eft-à-dire  que  le  point  P  tom.- 
bantcn^^ies  deux  points  de  rencontre  M  &l  Al  Cq  réu- 


<j  LivRK     Premier. 

nifTent  en  ce  point.   D'où  il  eft  clair: 

1°.  Que  fi  l'on  mené  par  l'origine  A  de  l'axe  une  ligne 
LL  parallèle  à  fes  ordonnées  ,  elle  fera  tangente  en  A. 

i".  Que  la  Parabole  s'éloigne  de  parc  &  d'autre  de 
plus  en  plus  à  l'infini  de  fon  axe  AP  h.  commencer  par 
îbn  originel;  &  qu'ainfi  toute  parallèle  comme  LM  a. 
l'axe  AP,nc  rencontre  la  parabole  qu'en  un  feul  point  M, 
&  pafTc  au-dedans ,  puifque  fa  diftance  de  l'axe  demeure 
par-tout  la  même. 

Corollaire     V. 

II.  Si  d'un  point  quelconque  M àc  la  parabole  l'on 
tire  une  parallèle  jVlL  k  l'axe  AF ,  laquelle  rencontre  en 
L  la  parallèle  AL  à  fes  ordonnées  ;  il  e(l  clair  en  menant 
l'ordonnée  MF,  que  AL=^FM(y) ,  &  que  ML=AP 

*■  ^rt.  7.      (^)  =  ~  »  puifque  -*'-  px  =yy.  D'où  il  fuit  que  les  droites 

ML  (^)  ,  MI'(-^)  prifes  de  part  &  d'autre  de  l'axe 

AF  font  égales  entr'elles  ,  lorfque  les  points  L  ,  L  font 
également  éloignés  du  point  A  ;  &  partant  que  fi  une 
ligne  quelconque  J\dM  terminée  par  la  parabole  eft  cou- 
pée en  deux  parties  égales  par  l'axe  en  F ,  elle  fera  paral- 
lèle à  la  ligne  I^L  ,  c'eft-a-dire  qu'elle  fera  ordonnée  de 
part  &  d'autre  à  l'axe.  Car  ayant  mené  les  parallèles  ML , 
AiL  à  l'axe  AF,  il  eft  évident  que  LL  fera  divifée  par  le 
milieu  en  A ,  puifque  MM  l'eft  en  F.  Les  droites  ML  , 
JML ,  feront  donc  égales  entr'elles  comme  on  vient  de  le 
prouver  •  &  par  conféquent  la  ligne  MM  fera  parallèle 
à  LL. 

Corollaire     VI. 

12.  Il  fuit  de  ce  que  toutes  les  perpendiculaires 
MFMdL  l'axe  AF,  terminées  de  part  &  d'autre  par  la  pa- 
*- Art  t).  rabole  ,  font  "^  coupées  par  le  milieu  en  P;  que  l'axe  divife 
la  parabole  en  deux  portions  entièrement  égaies  &  fem- 
blablement  pofées  de  part  &  d'autre.  Car  li  le  plan  fur 
lequel  elle  eft  tracée  ,  écoic  plié  le  long  de  l'axe  enforte 
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que  les.  deux  parties  fe  joignifTent ,  il  cft  vifible  que  les 
deux  portions  de  la  parabole  tomberoienc  exadement 
l'une  fur  l'autre. 

PROPOSITION!  I. 

Tiléorême. 

i^.  Si  Von  mcnc  par  l'origine  A  de  Vaxc  AP  une  ^ 
ligne  droite  quelconque  AM  dans  l'un  ou  l'autre  des  an-        '  ^' 
gles  PAL ,  PAL ,  faits  par  Faxe  AP  &  par  la  ligne  LL 
parallèle  à  J'es  ordonnées  j  je  dis  qu'elle  ira  rencontrer 
la  parabole  MAM  en  un  autre  point  M. 

Ayant  pris  fur  AL  de  part  ou  d'autre  du  point  A  la 
partie  ^G  égale  au  paramètre /;  de  l'axe,  &  tiré  GF paral- 
lèle k  l'axe  AP,  &  qui  rencontre  la  ligne  AM  (  prolongée 
s'il  eft  nécefTaire)  au  point  F;  on  prendra  fur  la  ligne -^L 
du  même  côté  où  tombe  la  ligne  A  AI  par  rapport  à  l'axe 
AP,  la  partie  ^L  égale  GF;  &  ayant  tiré  LiM  parallèle 
à  l'axe ,  je  dis  que  le  point  M  où  cette  ligne  rencontre  la 
droite  AM,  fera  à  la  parabole  MAM. 

Car  menant  MF  parallèle  à  AL  ,  les  triangles  fembla- 
bles  FGA,APM ,  donneront  FG  ou  AL  ou  FM.  G  A:: 

AP.  FM.  Et  partant  7M"  =  G  A  (p)  x  FA.   La  ligne 

FM  (cra  donc  ^  une  ordonnée  k  l'axe  AF.  Ce  qu'il  fal-  *  j^-t-^  _, 

loit  démontrer. 

Corollaire     I. 

14.  L/R-LA  on  voie  comment  l'axe -^^P  d'une  para- 
bole MA  Al  étant  donné  avec  paramètre  p  ,  ôc  ayant 
mené  par  l'origine  A  de  l'axe  dans  l'un  ou  l'autre  des  an- 
gles PAL ,  PAL ,  faits  par  l'axe  AF  &  par  la  ligne  LL 
parallèle  à  fes  ordonnées ,  une  ligne  droite  quelconque 
AM -^  on  voit  ,  dis-je,  ce  qu'il  faut  faire  pour  trouver 
fur  cette  ligne  le  point  AI  où  elle  rencontre  la  para- 
bole AIAAL 
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Corollaire     II. 

*  ^/r.  10  î        ï<,-  Il  cfl:  évident:  ^  qu'il  n'y  a  que  h  ligne  LAL 

13.  parallèle  aux  ordonnées  à  l'axe  AP ,  qui  puifl'e  erre  tan- 
gente de  la  parabole  M  A  M  avi  point  A  origine  de  l'axe  ; 
puifqu'il  n'y  a  que  cette  feule  ligne  qui  paffant  par  le 
point  A ,  &  étant  continuée  de  part  ix  d'autre  ,  ne  ren^ 
contre  la  parabole  en  aucun  autre  point ,  6c  n'entre  paç 
dedans. 

DÉFINITIONS. 

9- 
yiG.  4  5<:  5.  Si  l'on  mené  par  un  point  quelconque  Tif  de  î.'.  para- 
bole un  diamètre  MO ,  une  ordonnée  MP  à  l'axe  AiF ,  Se 
une  ligne  droite  MT  qui  coupç  fur  l'axe  A  F  prolongé 
au-delà  de  Ton  origine  A,  la  partie  ^i  J'égale  à  A  i^  toutes 
les  lignes  droites ,  comme  NO ,  menées  des  points  de  la 
parabole  parallèlement  à  MT,  &  terminées  par  le  dia- 
mètre MO  j  font  appellées  Ordonnées  a  ce  diamètre. 

10. 
vSi  l'on  prend  la  ligne  q  troiî'icme  proportionnelle  \xATy 
Ml^i  cette  ligne  q  fera  nommée  le  i  aramctrc  du  dia- 
inetrc  MO. 

Corollaire     I. 

ï^.  Si  l'on  nomme  l'indéterminée  AF  o\iAT,x-^\\ 

cft  clair  que  ÂÏT'  =  ^x,puifque^  2X^')-  MT-.-.MT.q. 

Corollaire     II. 

17.  A  Caufe  du  triangle  re£langle  MPT,  le  quarré 

*  Jrt.  7.       MT'  (cjx)  =  FT^'  (^xx)  -h  MP'  *  (px  )  ;  d'où  ,  en 

divifmt  par  x  ,  l'on  tire  y  =  4X  H-p. 

C'eft-à-dire  que  le  paramètre  q  d'un  diamètre  quelcon- 
que ÂîO ,  furpalîé  le  paramètre /7  de  l'axe  du  quadruple 
de  AP  (.r). 

Corollaire     ÎII. 

18.  S  I  l'on  tire  du  point  M  au  foyer  F  la  droite  MF, 

*  An.  5.       on  aura  MF  ^  =  AP  -+-  AF.    Or  félon  la  définition  %". 


DelaParabole.  9 

h  paramètre  de  l'axe  étant  p  ==  ^AF ,  le  paramètre  du 
diamètre  MG  fera  '''  q^ 4^AF ^  /i^AF.  Donc  le  para-  ♦  An.  17, 
mètre  q  d'un  diamètre  quelconque  MO ,  vaut  quacre  fois 
la  ligne  MF  tirée  de  fon  origine  M  au  foyer  F. 


PROPOSITION     IIL 

Théorème. 

19.  L/ E  quarré  d'une  ordonnée  quelconque  ON  iiu 
diamètre  MO  ,  e/I  égal  au  rectangle  du  paramètre  q  ,  par 
la  partie  MO  de  ce  diamètre  ,  prij'e  entre  fon  origine  M 
Ê'  la  rencontre  O  de  l'ordonnée. 


FiG.  4  ^ 


)" 


Il  faut  prouver  que  ON   =  q  x  M  O. 

Ayant  mené  l'ordonnée  iVÇ>  à  l'axe  AP  ,  laquelle 
rencontre  le  diamètre  MO  au  point  R  ,  &  tiré  OH  pa- 
rallèle à  MP ,  on  nommera  les  données  AP  on  AT ^ 
X  ;  FM  ou  il  Q  ,  j  ;  &  les  indéterminées  OR  ou  H  Q, 
a  ;  MO  ou  Pif  ,  b  ;  les  triangles  femblables  TPM, 
ORN  ,   donneront   cette  proportion  TP  (ix).  PM 

(j):'.OR  {a).  RN=  ^  .  Cela  pofé. 

FuiCqu^ifg.^.)  Nq=Rq(y)--RN(^)  ^ouRN 

(ty;)-RQ(y),&cAQ=AH(x-^h)-HQ(a), 

lorfque  le  point  N  tombe  du  côté  de  Faxe  AP  par  rap- 
port au  diamètre  AfO;  &  qu'au  contraire  (fig.  $•)  NQ_ 

=  RQ(y)-[-RN(^^^,ôcAq  =  AH(x^b)-+- 

HQ  (^),  lorfqu'il  tombe  du   côté  oppofé  ;    on   aura 

QN^  =  yy±"-f-^'^^i,&cAq  =  x-i-b±a,ùyok 

—  dans  le  premier  cas ,  &  -h  dans  le  fécond.  Or  ^  AP  *  ^re.  i. 

{x).Aqix^b±a)::PM\yy).qy^=yy-h^-f 

-+-  f^J .    On  formera  do/ic  en  comparant  enfemble  ce« 

B 


la  Livre     Premier. 

deux  valeurs  de  ÔN\  l'cgalirc  J'j-4- ^-^^H- -^-^=jj+ 
ayy       aayy_    ^,^x^  ^^  ciFacant  de  part  &  d'autre  yy  -t-  ^^  , 

divifant  par  yy ,  «Se  multipliant  par4xx  ,  Ton  cirera  OK 
{^cid)  =  4^x.  Mais  les  triangles  fcmblables  MPI',  jVR.Oy 

'  Ar:   i6.     donnent F^"  {^xx).Uii  {/^bx)  :  :  'mT''  "(-  (qx).  ÔN^ 
x^bq  -^  q  X  MO  [b).   Ce  qu'il  fallok,  &c. 

Corollaire    Général. 

20.  1  L  eft  viflblc  que  ce  qu'on  a  démontré  dans  la 
propo{îcion  première  par  rapport  à  l'axe  yl  P  ^  a  fes- 
ordonnées  PM  ,  6c  à  fon  paramètre  p  ,  s'étend  par  le 
moyen  de  cette  dernière  prcpolition  à  un  diamètre  quel- 
conque MO,  à  Tes  ordonnées  ON ,  &c  à  fon  paramètre  q. 
Or  comnie  les  articles  7,  8,9,  10,11,  12,  ,1  5,i4«S:  15^ 
fe  rirent  de  la  première  propofition  ,  &  fublîttent  égale- 
înent ,  foit  que  les  angles  AP M  fuient  droits  ,  ou  bien 
qu'ils  ne  le  foieut  pas  ;  il  s'enfuit  que  fi  l'on  imagine  dans 
ces  articles  que  la  ligne  AP,  au  lieu  d'être  l'axe  ,  foit  un 
diamètre  quelconque,  qui  ait  pour  ordonnées  les  droites 
PM,  Q^N ,  &  pour  paramètre  la  ligne  p ,  ils  feront  en- 
core vrais  dans  cette  fupporition  ;  car  leur  démonltration 
demeurera  la  même  ,  il  ne  faut  pour  s'en  convaincre 
entièrement ,.  que  les  relire ,  en  mettant  par-tout  où  fe 
srouve  le  mot  (Xaxx ,  celui  de  diamètre,- 

Corollaire     I  î. 

Tic.  4- Se  c.  !«;,  C^OMME  les  articles  ro  &  i'^  fubiiftcnt  avec  îa 

même  force  ,  lorfque  la  ligne  AP  au  lieu  d'être  l'axe , 
eft  un  diamètre  quelconque,  tel  que  MO  ;  il  s'enfuit 
que  la  ligne  MT  parallèle  aux.  ordonnées  ON  à  ce 
diamètre  ,  eft  r?nge!ire  en  M ,  &  qu'il  n'y  a  que  cette 
feule  ligne  qui  puilié  toucher  la  parabole  en  ce  point. 

D'où  l'on  voit  que  d'un  point  donné  fur  une  parabole ,. 
en  ne  p;ut  mener  qu'une  feule  tangente.^ 


D    E      L    A    P   A    R    A    B    O    L    lî.  H 

Corollaire      III. 

22.  Ue-la  iî  eu  évident  fclon  la  définition  9  que 
û  l'on  mené  par  un  point  quelconque  iW  d'une  para- 
bole ,  une  ordonnée  AiP  à  l'axe  ^iP  ,  &.  une  ligne  droite 
J\dT  qui  coupe  fur  l'axe  prolongé  du  côté  do  Ion  ori- 
gine ^  ,  la  partie  wT^ 2^  égale  à^P;  cette  ligne  AIT  fera. 
tangente  en  M.  Et  réciproquement  que  fi  la  ligne  MT 
eft  tangente  en  M  ,  &  qu'on  mené  l'ordonnée  MP  à 
l'axe  ;  'es  parties  AT,  AP ,  de  l'axe  feront  égales  en- 
tr'elJes. 

Corollaire     IV. 

23.  Si  l'on  imagine  dans  les  définitions  9  &  10,  & 
dans  la  dernière  propofition  ,  que  la  ligne  AP  au  lieu 
d'être  l'axe  ,  foit  un  diamètre  quelconque,  qui  ait  pour 
ordonnées   les  droites  PM ,    QN  ;  on  verra  que    cette    pi^.  s, 
propofition  fera  encore  vraie  ,  puifqu'elle  fe  démontrera 

de  la  même  manière  qu'auparavant ,  comme  il  eft  évident 
par  la  feule  infpedion  de  la  fig.  6  où  les  triangles 
femblables  donnent  les  mêmes  proportions  que  dans  le 
cas  de  l'axe. 

D'où  il  fuit  1°.  Que  le  Corollaire  précédent  doit  en- 
core avoir  lieu  ,  lorfque  la  ligne  AP  au  lieu  d'être  l'axe  , 
eft  un  diamètre  quelconque.  2°.  Que  le  diamètre  MO 
peut  être  l'axe  dans  cette  fuppofition  ;  &  qu'ainfi  on 
peut  regarder  l'axe  comme  un  diamètre  qui  fait  avec  fcs 
ordonnées  des  andes  droits. 


a 


PROPOSITION     IV. 

Théorème. 

24.  Si  p^^r  un  point  quelconque  M  d^une parabole ,    Fig.  7. 
Von  mené  une  ordonnée  MP  à  taxe ,   <5'  une  perpendi- 
culaire MG  à  la  tangente  MT  qui  pajfc  par  le  point  M  ,* 
je  dis  que  la  partie  PG  de  l'axe  Jèra  toujours  égale  à 
la  moitié  de  [on  paramétre  p. 

Jl  faut  prouver  que  PG  «=  7  p. 

Bij 


* 
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Car  à  caufe  des  angles  droits  TPM,  TMG ,  on  aura- 

TP  {XX).  FM  (y)  ::  FM  (y).  PG^^'^  =  '^p  ,  en> 
'*  Jn.  7.        mettant  à  la  place  de  yy  fa  valeur  ^  px. 

PROPOSITION     V. 

Théorème. 

Fi  G.  7.  2<.  01  par  un  point  quelconque  M  d'une  parabole  f, 

l'on  mené  au  foyer  F  la  droite  MF  ,  un  diamètre  MO,  i&' 
une  tangente  TMS  y  les  angles  FMT  ,  OMS  , j^.'i/^  par 
la  tangente  TMS  d'un  côté  avec  la  droite  MT ,  &.  de  l'au- 
tre avec  le  diamètre  MO  ,  feront  égaux  entr'eux. 

Car  menant  l'axe  ^4P  qui  rencontre  en  T  la  tangente 

Art.  1 1 .      J'MS ,  &  l'ordonnée  MF  à  l'axe  •  on  aura  f^  TA^  AF 

*  An..  5,       ou  TF=  AF  -\-  AF  ou  *  MF.  Le  triangle  TFM  fera 

donc  ifofceMe  \  &   par  conféquent  l'angle    FTM ,  ou 

fon   égal    OMS  ,   fera  égal  a  l'angle  FMT.    Ce  qu'il: 

fallait  démontrer. 

Corollaire. 

x6.  l)e-la  il  efl:  clair  que  la  tangente  Î^A/S"  prolon- 
gée indéfiniment  de  part  *Sc  d'autre  du  point  touchant  iVf, 
lailTe  la  parabole  toute  entière  du  côté  de  fon  foyer  F. 
Et  comme  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de 
la  parabole  que  tombe  !e  point  touchant  M ,  il  s'enfuie 
que  cette  ligne  courbe  eft  concave  dans  toute  fon  éten-- 
du€  autour  de  fon  foyer  F^ 

PROPOSITION     VI.. 

Problème. 

JiG.%  Se  c).         27.  Un  âiamctre  AP  avec  la  tangente   LAL  qui 

pajjcparjbn  origine  k^i!- fon. paramètre  étant  donnés  ; 

trouver  un  diametre.^Q^   qui.faffe  de  part  ou  d'autre. 

avec  fcs  ordonnées  ,  un  angle  égal  à  l'angle  donné  K.j^ 

Jpn  origine  B,  ^fon  paramètre. 


i. 


De     laParabole.  r^f 

Ayant  mené  par  l'origine  A  du  diamètre  donné  la 
ligne  AL  qui  fafle  avec  ce  diamètre  de  part  ou  d'autre, 
l'angle  VAE  égal  à  l'angle  donné  K  ,  &  trouvé  ^  fur  *^rr.  14  & 
cette  ligne  (prolongée  de  l'autre  côté  dé  A  lorfqu'elle  10. 
ne  tombe  point  dans  l'ua  ou  l'autre  des  angles  PA  L  j 
PAL)  le  point  JVI  où  elle  rencontre  la  parabole,  on 
mènera  par  le  point  du  milieu  Q  de  la  ligne  AM ,  une 
parallèle  Q  JD  au  diamètre  A  P  ,  qui  rencontre  la  tan- 
gente AL  au  point  J5  ;  &  on  divifera  Q^D  par  le  milieu 
en  B.  Je  dis  que  la  ligne  5  Q  cft  le  diamètre  qu'on  cherche, 
qu'il  a  pour  origine  le  point  B  ,  &  pour  paramètre  une 
troifieme  proportionnelle  à -BQ  ,  &  Q^A. 

Car  1°.  La  ligne  A  M  étant  divifée  en  deux  parties  éga- 
les au  point  Q  par  le  diamètre  B  Ç) ,  elle  fera  ordonnée  ^  *  ^^t.  w  ^ 
de  part  &  d'autre  à  ce  diamètre  ;  &  comme  les  lignes  B  Q,      ^'^• 
AP  font  parallèles  entr'elles,  l'angle  B  QA  que  fait  le 
diamètre  BQ  avec  fcn  ordonnée  Q^A  fera  égal  à  l'angle 
PA  M  égal  à  l'angle  donné  K  ou  a  fon  complément  à 
deux  droits.    2°.  Le  point  du  milieu  B  de  la  ligne  QD 
fera  l'origine  ^  de  ce  diamètre,  puifque^Q  en  eft  une  *  /^n.  n  & 
ordonnée.   3°.  Le  paramètre  du  diamètre- -BQ  eft  ^  la       ^5- 
troifieme  proportionnelle  à  ^Q  ,  QA  ^''^-  i> 

Lorfque  l'angle  donné  K  n'eft  pas  droit ,  il  eft  clair  F  i  g.  S. 
qu'on  peut  mener  de  part  &  d'autre  du  diamètre  AP 
deux  différentes  lignes  AE  qui  faftent  avec  ce  diamètre 
des  angles  égaux  a  l'angle  donné  K  j    &  qu'ainfi  on 
pourra  toujours    avoir   deux    folutions    différentes  ,     en 
cbfervant  que  fi  l'une  des  deux  lignes  AE  tomboitfurla 
tangente  ^\ZL  ^   le  diamètre  donné  ^P   fatisferoit  lui- 
même  à  la  queftion.  Mais' lorfque  cet  angle  A' eft  droit , 
comme  l'on  ne  peut  mener  qu'une  feule  ligne  AE  qui  Fig.  9. 
faffe  avec  le  diamètre  ^  P   un  angle  droit  ,   il  s'enfuir 
qu  on  ne  peur  avoir  alors  qu'une  folution  •  &  qu'ainfi  *  *  ^rt.  25. 
îé  diamètre  cherché  fera  l'axe. 

Il  eft  à  remarquer  que  les  deux  diamètres  BQ,  BQ,  pjç._   ^^ 
qui  fatisfont  au  Problême  lorfque  l'angle  donné  K  n'eft 
cas  droit ,  font  femblablement  pofés  de  parc  6c  d'autre 
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idc  l'axe  A  P ,  Se  que  leurs  paramètres  font  égau^  :  ce 
qui  fe  voit  p:3r  la  conflruiilion  même ,  en  fupporant  que 
le  diamètre  donné  AP  foit  l'axe  ,  &  en  menant  deux 
différentes  lignes  AE  y  AE  de  part  &:  d'autre.  Car  les 
tri  ngles  redangles  ALM  ,  ALM ,  Ôc  ADQ,  ^DQ 
étant  vifibiement  égaux  &  femblables  entr'eux,  les  lignes 
y^D  ,AD-D{^,Dq  leurs  moitiés  BQ,  BQ;ik  les 
*  .ylrt.  19.  ordonnées  Q_A ,  Ç)A  feront  égales  entr'elles  ;  ^  6c  par 
conféquent  les  paramètres  le  feront  aufîi. 

Corollaire. 

2,8.  I  L  eft  donc  évident ,  1°,  qu'il  n'y  a  qu'un  feul 
diamètre  qui  faffe  avec  fes  ordonnées  des  angles  droits  ;  & 
qu'ainit  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  feul  axe.  x°.  Qu'on  peut 
toujours  trouver  deux  différens  diamètres  ,  qui  falTent 
avec  leurs  ordonnées  des  angles  égaux  à  un  angle  donné  , 
iorfque  cet  angle  n'eft  pas  droit  ;  que  ces  deux  diamètres 
feront  femblablement  pofés  de  part  &  d'autre  de  l'axe ,  & 
qu'ils  auront  des  paramètres  égaux. 

PROPOSITION    VIL 

Problême. 

29.  L/n  diamètre  étant  donné  avec  la  tangente  qui 
pajfc  par  Jon  origine ,  tsfon  paramètre  i  décrire  la  pa- 
rabole par  un  mouvement  continu. 

Première    INIaniere. 

Si  le  diamètre  donné  étoit  l'axe,  on  la  décriroit  félon 
Fi  G.  II.  l'article  4'=  ;  mais  lorfqu'il  ne  l'ell  pas  ,  foit  MO  le  dia- 
mètre donné  ,  &  TMS  la  tangente  qui  pafTe  par  fon 
origine  M.   Cela  pofé  : 

On  prendra  fur  le  diamètre  MO  prolongé  au  -  delà 
de  fon  origine  M ,  la  partie  MD  égale  au  quart  de  fon 
paramètre  ;  &  on  tirera  une  perpendiculaire  indéfinie 
DE  à  MD.  On  mènera  MF  qui  falfe  avec  la  tangente 
TMS  un  angle  i^MT  égal  à  l'angle  OMS -^  &  ayant 
pris  MF  égale  à  MD  ,  on  décrira  félon  la  définition 
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De     la     Parabole  î^ 

première  ,  une  parabole  qui  ait  pour  dire6lrice  la  ligne 
DE  ,  ôc  pour  foyer  le  point  F.  Je  dis  qu'elle  fera  celle 
qu'on  demande. 

Car  ,  1°.  La  ligne  MG  étant  perpendiculaire  à  la  direc- 
trice Z^^" ,  fera  panillclc  à  l'axe;  &  par  confequent  un 
diamètre  félon  la  dcfinirion  y".  2°.  La  ligne  TMS  fera  ^  *  ^rt.  i  j,. 
tangente   en  JVL.     3°.  Le  paramètre  du   diamètre  MO 
fera  "^  quadruple  de  MF.  *  Arc.  i  S, 

Seconde     Manier  h, 

Soiry^P  le   diamètre   donné,    &  LAL  la  tangente  F' g.  ir, 
qui  paiTe  par  fon  origine  A.  Cela  pofé. 

Avant  pris  fur  le  diamètre  AP  prolongé  au-delci  de  fon 
origine  A  la  partie  AG  égale  à  ion  paramètre  ,  «Se  mené 
une  droite  indéfinie  DGD  qui  fade  avec  AG  l'angle 
AGD  égal  à  l'angle  GAL  pris  du  même  côté  ;  on  fera 
mouvoir  une  ligne  droite  indéfinie  DM  le  long  de  GD 
toujours  parallèlement  à  AG ,  en  entraînant  par  fon  ex- 
trémité D  le  côté  DA  de  l'angle  DAM  égal  à  l'angle 
GAL  ,  &  mobile  par  fon  fommet  autour  du  point  fixe 
A.  Je  dis  que  Tinterfedion  continuelle  M  de  la  ligne 
DAI  &  du  coté  AM ,  décrira  dans  ce  mouvement  la 
parabole  qu'on  demande. 

Car  menant  MF  parallèle  à  AL ,  les  lignes  MF ,  GD 
feront  égales  entr'ellcs  ;  puifque  l'angle  AFM  ou  GAL 
étant  égal  à  l'angle  AGD  ,  elles  feront  également  incli- 
nées entre  les  parallèles  GP,DM.  Or  les  triangles  ^^G£>, 
MF  A  font  femblables  :  car  l'angle  MF  A  ou  GAL  efl 
égal  a  l'angle  -^G'D  ;  ôc  l'angle  F  MA  ou  MAL  égal  à 
l'angle  GAD  ,  puifque  retranchant  des  angles  égaux 
GAL  y  DAM,  le  même  angle  DAL  ,  les  reftes  doivent 
être  égaux.  On  aura  donc  AG.  GD  ou  FM  :  :  FM.  AF, 

&  partant  G  A  x  AF  =  TM^  ;  d'où  il  efl  clair  que  FM 
eft  ^  une  ordonnée  au  diamètre  ^P  qui  a  pour  origine  le  •*  Art.  19  iS* 
pointa,  pour  tangente  la  ligne  LAL  ,  &  pour  paramè-       ii. 
ne  la  ligne  ^G    Ce  çuil  falloit ,  &c. 

Si  le  diamètre  AP  étoit  l'axe ^  alors  les  lignes  GD  j  Fig.  ij* 
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^L,  feroienc  parallèles,  &  la  dimonftration  deviendi-oic 
plus  facile  ;  car  l'on  vok  tout  d'un  coup  que  GD  cft 
égale  à  FM ,  &  que  les  triangles  rect  tngles  AGD , 
MF  A  font  femblablcs  ;  d'où  il  fuit  AG.  GD  ou  FM:; 

]FM.AP.  Donc AGxAP^JM',  &c. 

PROPOSITION     VII  I. 

problême. 

30.  kJ  n  diamètre  AP  étant  donné  avec  fbn  para* 
mètre  ,  &  la  tangente  Ah  qui  pajfe  par  l'origine  A  de 
ce  diamètre  ;  trouver  autant  de  dijferens  points  que  Von 
voudra  de  la  parabole,  ou  {ce  qui  eji  la  niéme  chojè) 
la  décrire  par  plufieurs  points. 

Première    Manière, 

f^G.  14.  Ayant  pris  fur  le  diamètre  AP  prolongé  au-delà  de 

fon  origine  A  ,  la  partie  AG  égale  à  fon  paramètre , 
divifé  AG  en  deux  parties  égales  au  point  D  ,  &  mené 
une  ligne  droite  indéfinie  AF  perpendiculaire  à  AG  ; 
on  décrira  d'un  point  C  pris  partout  où  l'on  voudra  fur 
DA  prolongée  indéfiniment  du  côté  de  A  ,  comme 
centre ,  &  du  rayon  CG  ^  un  arc  de  cercle  FF  qui  cou- 
pera le  diamètre  AP  &  fa  perpendiculaire  AF  en  deux 
points  P ,  F.  On  mènera  par  le  point  F  une  parallèle 
MF  M  à  la  tangente  AL,  fur  laquelle  on  prendra  de 
part  &  d'autre  les  parties  FM ,  FM,  égales  chacune  à 
A  F.  On  trouvera  de  la  même  manière  autant  de  cou- 
ple de  points  iVf  que  l'on  voudra  ;  par  lefquels  on  fera 
pafTer  une  ligne  courbe  MAM  qui  fera  la  parabole  qu'on 
demande. 

Car  tous  les  arcs  FF  paflant  par  le  même  point  G , 
&C  ayaot  leurs  centres  fur  la  ligne  GA  prolongée  ,  s'il 
e(t  néceifaire  du  côté  de  A  ,  auront  pour  diamètres  les 
lignes  GF  ;  &  par  conféquent  la  propriété  de  ces  cercles 
donnera  toujours  ^F  =  GAxAF.    Mais  chaque  FM 

*  Hyp.  eft  ■^  égalç  à  fa  correfpondante  AF,  &  de  plus  parallèle 

k 


il. 
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h.  \q.  tangente  AL  qui  pafle  par  l'origine  A  du  diamètre 

AP  ;  elle  fera  donc  ^  ordonnée  à  ce  diamètre.    C'elt  *  Art.  i  ^  & 

pourquoi  la  Parabole  qu'on  demande  ,  doit  palfer  par 

tous  les  points  M  ,    trouvés  comme   l'on   vient   d'en- 

fcigncr. 

Il  eft  vifible  qu'on  peut  fe  tromper  en  traçant  les  par- 
ties de  la  parabole  ,  qui  joignent  les  points  trouvés  ; 
mais  on  voit  en  même  temps  que  l'erreur  ne  peut  être 
fenfîble  ,  lorfque  ces  points  font  fort  près  les  uns  des 
autres.  Ceux  qui  ont  befoin  de  décrire  fouvent  des  Sec- 
tions Coniques,  préfèrent  ordinairement  cette  méthode, 
•de  les  décrire  par  plufieurs  points  ;  parce  que  les  machi- 
nes dont  on  fe  fert  pour  les  décrire  par  un  mouvement 
continu  ,  étant  compofées  ,  font  fouvent  fautives  ,  & 
peu  exactes  dans  la  pratique. 

Seconde     Manière. 


Ayant  mené  par  un  point  quelconque  L  de  la  tan- 
gente ^L ,  une  parallèle  indéHnie  LE  au  diamètre  ^'ii^  ; 
on  prendra  fur  cette  ligne  &  fur  le  diamètre  AP  pro- 
longé au-delà  de  fon  origine  A,  les  parties  LE  ,  E E  , 
EE  ,  &c.  AF,  FF,  FF,  &c.  toutes  égales  entr'elles ,  & 
de  telle  grandeur  qu'on  voudra.  On  marquera  fur  LE , 
Je  point  M ,  enforte  que  LM  (o\t  troificme  proportion- 
nelle au  paramètre  donné  du  diamètre  AP ,  6c  a  la  par- 
tie ^L  de  la  tangente.  On  tirera  enfin  des  points  A,  M, 
les  lignes  AE ,  AE ,  AE,  &c.  MF,  MF,  MF,  &c  ;  je 
dis  que  les  points  d'interfeélion  N,  N,  N,  &c.  de  cha- 
que AE ,  avec  la  correfpondante  MF ,  feront  tous  à  la 
parabole  qu'on  demande. 

Car  menant  par  le  point  marqué  M ,  &  par  l'un  des 
points  trouvés  N,  les  lignes  MP,  NQ,  parallèles  à  la 
tangente  AL  ,  &  nommant  AP  ,  x  ;  PM  ou  AL  ,  y  j 
AQ,u^  QN,  i  i  les  triangles  femblables  NQA,  ALE, 
&  MPF ,  NQ^F ,  donneront  ces  deux  proportions  Q^N 

(j).  Q^  («)  :;  AL  (j).  LE  ou  ^F=  ^.  &  MP 


I  G.     I 


*  j4rt.  1 9 

zi. 

*  Jrt. 

10. 
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(j).  PP'ouP^-h^F(x-h  Y)  ::iV(2({).  Qi^ou 
Q  ^  -f-  y^  F  Tw  -+-  —  y  D'où  en  multipliant  les  Extrê- 
mes &  les  Moyens  ,  l'on  forme  l'égalité  "J  -h  '~  =s 

x:^  -\-  uy  \  &  effaçant  de  part  &  d'autre  uy ,  &  multi- 
pliant par  {  ,  il  vient  uyy  z=.x:^[,  qui  fe  réduit  à  cette 

proportion  AP  (x).  A(l{u)::  MP  {y y).  FqV  {{). 
Or  par  la  conftruction,  le  quarré  de  ^I,  ou  de  PAT, 
eft  égal  au  rectangle  de  la  partie  AP  du  diamètre  donné, 
£.  par  fon  paramètre.  Cette  ligne  PM  fera  donc  *  une 
ordonnée  au  diamètre  AP  ;  6c  par  conféquent  QN  en 
8  &  fera  ^  une  autre.  Ainfi  le  point  N  fera  l'un  des  points  de 
la  parabole  qui  tombent  d'un  côté  du  diamètre  AP: 
pour  les  avoir  de  l'autre  ,  il  n'y  a  qu'à  prendre  fur  les 
droites  indéfinies  LE,AF,  les  parties  égales  LE ,  EE , 
&c.  AF,  FF,  &c.de  l'autre  côté  des  points,  L,  A. 

Si  au  lieu  du  paramètre  du  diamètre  A  P  que  l'on 
fupoofe  ici  donné ,  l'on  avoit  un  des  points  M  de  la  pa- 
rabole ;  ce  qui  arrive  fouvent  :  il  n'y  auroit  qu'à  mener 
par  ce  point,  une  parallèle  indéfinie  LE ,  au  diamètre 
AP  ,&^  achever  le  refle  comme  ci-delTus. 


^^ 


De     l'  Ellipse, 


19 


LIVRE     SECOND. 

DE      V  E  L  L  1  P  S  E. 

DÉFINITIONS. 
I. 

AYant  attaché  fur  un  plan  les  deux  bouts  d'un  fil  Fig.  16, 
FMfy  en  deux  points  F,  f,  dont  la  diftance  Fffoit 
moindre  que  la  longueur  du  fil ,  on  fe  fervîra  d'un  {lile  Af, 
pour  tenir  ce  fil  toujours  tendu  ;  &  conduifant  ce  ftile 
autour  de  ces  deux  points  ,  enforte  qu'il  revienne  au 
même  point  d'où  il  étoit  parti  :  ce  fi:ile  décrira  dans  ce 
mouvement,  une  ligne  courbe,  qui  fera  nommée  EUipfe. 

2. 
Les  deux  points  fixes  F ,  f,  font  nommés  les  deux 
Foyers. 

.  3- 

La  ligne  A  a  ,  qui  pafle  par  les  deux  Foyers  F,  /",  & 

qui  efl:  terminée  de  part  &c  d'autre  par  l'Ellipfe,  efl:  ap- 
pellée  le  premier  ou  le  grand  ^xe, 

.     .  .      4- 
Le  point  C,  qui  divife  par  le  milieu  le  premier  Axe 
[A  a  y  eft  nommé  le  Centre  de  l'Ellipfe. 

La  ligne  B  h ,  menée  par  le  Centre  C ,  perpendicu- 
lairement au  premier  Axe  ^a  ,  ôc  terminée  de  part  & 
d'autre  par  l'Ellipfe,  eft  appellée  ]eJècond  ou  \q  petit  Axe. 

G. 

Les  deux  Axes  A.a  ^  B  h  ,  font  appelles  enfemble , 
Conjugues  :  de  forte  que  le  premier  Axe  ^a,  eft  dit  con- 
jugué au  fécond  Bh  i  &.  réciproquement  le  fécond  Bb , 
conjugué  au  premier -^a. 

7- 
Les  lignes  TkfP,  MK,  menées  des  points  M  de  l'El- 
lipfe parallèlement  à  l'un  des  Axes ,  6c  terminées  par 

Cij 
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l'autre  ,  font  appellces  Ordonnées  à  ctt  autre  Axe  r  ainfi 
MP  eft  Ordonnée  h  l'Axe  Aa,&i  MK  h  l'Axe  Bb. 

8. 
La  troifîeme  proportionnelle  aux  deux  Axes,  eft  ap- 
peliée  Paramètre  de  celui  qui  eft  le  premier  terme  de 
la  proportion.  Ainfi  fi  l'on  fait  comme  le  premier  Axe 
,  ^a,  eft  au  fécond  Axe  Bb ,  de  même  le  fécond  Bby 
à  une  troifieme  proportionnelle  p  •  cette  ligne  p  fera  le 
Paramètre  du  premier  Axe. 

9- 
Toutes  les  lignes  droites  qui  palTent  par  le  centre  C, 

&  qui  font  terminées  de  part  &  d'autre   par   l'EUipfe  , 

font  appellces  Diamètres. 

I  o. 

Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  l'EUipfe  qu'en  un 

feul  point  ,    &  qui  étant  continuée  de  part  &   d'autre  », 

n'entre  point  dedans ,  mais  tombe  au  dehors  ,  eft  appel- 

lée  Tangente  en  ce  point. 

Remarque. 

Fis.   i-j.  ^r.   o  I  l'on  conçoit  que  les  deux  foyers  F,f,  &  le  cen- 

tre C  fe  réunifTent  en  un  feul  point  ;  il  eft  vifible  que 
l'EUipfe  fe  changera  alors  en  un  Cercle  qui  aura  pour 
rayon  la  droite  CTkf ,  égale  à  la  moitié  de  la  corde 
CMC,  attachée  par  ces  deux  bouts  au  point  C ,  qui  en 
fera  le  centre.  On  pourra  donc  confîdérer  un  cercle 
comme  une  efpèce  particulière  d'EUipfe ,  dans  laquelle 
la  diflance  des  foyers  eft  nulle  ■  de  forte  que  tout  ce 
qu'on  démontrera  dans  la  fuite  de  l'EUipfe ,  telle  que 
puiife  être  la  diftance  de  ces  deux  foyers ,,  fe  peut  aufîi 
appliquer  au  cercle  ,  en  fuppofant  que  cette  diftance 
devienne  nulle. 

Corollaire     L. 

TïG.  la.  jj.  Il  fiiir  de  la  définition  première,  que  fi  l'on  mené 

d'un  point  quelconque  M  de  l'EUipfe ,  aux  deux  foyers 
F ,f,  les  droites  MF ,  Mf;  kur  fomme  fera  toujours 
la  même.. 
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Corollaire       II. 

33.  LiORSQUEle  point  M  tombe  en  ^ ,  il  efl:  vi£- 
TdIc  que  JVI F  devient  yi  F ,  <5c  que  ikf/  devient  ^f: 
de  même  lorfqiie  le  point  M  tombe  en  a  ,  il  eft  encore 
vifible  que  M-F  devient  a  F,  &c  que  M/ devient  a/.  On  * 
aura  donc  AF -irAj,  ou  2AF-]-Ff=aF-\-af,  ou 
zaf-^fF-^  &  partant  v^  F  =  û/  D'où  il  fuit  : 

i"^.  Que  la  fomme  des  deux  droites  MF ,  Mf,  eft 
toujours  égale  au  premier  axe  Aa ,  puifque  Mf-^  MF' 
=  Af^  A  F=.  Af-^fa. 

2°.  Que  la  diftance  Ffàes  foyers ,  eft  divifée  en  deux 
parties  égales  par  le  centre  C,  puifque  CA  —  A  F  ou 
CF=sCa  —  af  ou.  Cf.  ^ 

Corollaire     JI L 

34.  o  I  de  l'extrémité  B  du  fécond  axe  Bh  ,  l'on  mené 
aux  deux  foyers  F,  f,  les  droites  BF ,  Bf;  il  efl  clair 
que  les  triangles  reûangles  B  CF,  BCf,  feront  égaux  ; 
&  qu'ainfi  Fhypothénufe  5F,  eft  égale  à  l'autre  hypo- 
thénufe  Bf  :  &  par  conféquenr  B  F ,  ou  Bf=  CA  ou 

Ca ,  puifque  ^  B  F  -\-  Bf=A  a.    On  trouve  de  même  *  Jn.  3^ 
que  F  b  ou  bf=  C  A  ou  Ca.  D'où  l'on  voit  : 

1°.  Que  le  fécond  axe  -Bè,  eft  divifé  en  deux  parties 
égales  par  le  centre  C;  car  \ts  triangles  rectangles  FCB ^ 
FCb  feront  égaux  ,  puifqu'ils  ont  des  hypothénufes 
égales  F  B ,  Fb  ,  &  le  coté  FC  commun. 

2°.  Que  le  fécond  axe  i?  ^  ,  eft  toujours  moindre  que 
le  premier  A  a  ;  puifque  fa  moitié  B  C  étant  l'un  des 
côtés  du  triangle  redangle  BCF,  fera  moindre  que  fon 
hypothénufe  B  F,  qui  eft  égale  à  la  moitié  CA  du  pre- 
mier axe  A  a. 

3°.  Que  ft  Ton  décrit  de  l'une  des  extrémités  B  du 
petit  ou  fécond  axe  B  b  comme  centre  ,  &  du  rayon 
B  F  égal  à  CA  ,  moitié  du  premier  ou  grand  axe  A  a  ,. 
un  cercle  ;  il  coupera  ce  grand  axe  en  deux  points  F ,  fg 
qui  feront  les  deux  foyers  de  l'Ellipfe. 
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Corollaire     IV. 

5  «5.  Lj  E  s  mêmes  chofes  étant  pofées ,  fi  Ton  nomme 
CJl  ou  BF,  ti  CF,  m  ;  le  triangle  redani^^le  BCF,  don- 
nera BC  =tt — mm.  Or  AF=:t — m  ,  &  Fa  .^t-^^mf 
ôc  partant  AFy.Fa=tt — mm.  D'où  il  eii  évident  que 
]e  quarré  de  la  moitié  CB  du.  petit  axe  Bb  ,  eil  égal  au 
redangle  de-^Fpar-F-a  parties  du  grand  axe  A  a  ,  prifes 
entre  l'un  des  foyers  F ,  ôc  fes  deux  extrémités  A, a. 

Corollaire      V. 

*  An.  54.  3^-   1 1  fera  facile  à  préfent  de  décrire  une  Éllipfe  dont 

les  deux  axes  Aa^  B b  ,  font  donnés.  Car  ayant  trouvé  ^ 
fur  le  premier  ou  grand  ^xe  ^^z ,  les  foyers  F,  /",  on  at- 
tachera dans  ces  points ,  les  extrémités  d'un  fil  F Mf, 
dont  la  longueur  égalera  celle  de  cet  axe  ;  &  ayant  dé- 
crit par  le  moyen  de  ce  fil ,  une  Ellipfe  comme  l'on  a  en- 
feigné  dans  la  définition  première,  il  eft  évident  qu'elle 
fera  celle  qu'on  demande. 

PROPOSITION    T. 

Théorème. 

F I  G,  \6.  37.  S  I  Von  mené  VordonnéeMV au  premier  ou  grand 

axe  Aa  ,  (S'  qu'on  prenne  fur  cet  axe  la  partie  AD  égale 
àU.'F^jedis  c]ueCK.C¥::CV.CT>. 

Ayant  nommé ,  comme  auparavant ,  les  données  CA ,  /•; 
CF,  m  ,•  &  de  plus  les  indéterminées  CP ,  x  ;  PM ,  j,* 
&  l'inconnue  CD  ,  {;  il  peut  arriver  deux  dififérens  cas. 

Premier  cas.  Lorfque  le  point  P  tombe  au-defius  du 
centre  C.  Comme  FF  eft  toujours  moindre  que  Pf:,  il 
s'enfuit  que  A/ F  ou  AD  fera  moindre  que  Mf  ou  a  D  ; 
c'eft  pourquoi  AD  om  MF  =  f  —  ^ ,  aD  ou  Mf=  t 
•+-|',  FP^:=zm — X  onx  —  m  (félon  que  le  point  F  tombe 
au  -  defibus  ou  au  -  delFus  du  foyer  F)  ,  Pf^  x  -^m. 
Or  les  triangles  redangles  MPF,  MPf,  donnent  tt  — ► 
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if  {H-  {{=yj-H772m  —  zmx  -hxx,&ff-4-2r:^-l- 
7T=yj  -\-  mm  -\-  imx  -\-  xx.  Donc  fi  l'on  retranche 
par  ordre  chaque  membre  de  la  première  égalité  de 
ceux  de  la  féconde  ,  on  aura  ^t:^  =  ji^mx  ^  d'où  l'on 

tireCZ)(^)  =  ^. 

Second  cas.  Lorfque  le  point  P  tombe  au-defTous  du 
centre  C,  comme  FF  ell  toujours  plus  grande  quePf, 
il  s'enfuie  que  MF  ou  A  D  ,  fera  plus  grande  que  Mf 
ou  aD  :  c'eft  pourquoi  AD  on  MF=  t  -{-  :^,  a  D  on 
Mf=t —  ;^ ,  FF=  x-\-m,  Pf=  X  —  m  ou  m  —  x  (  fé- 
lon que  le  point  P  tombe  au-deffous  ou  au-delTus  di* 
foyer  y).  Or  les  triangles  rectangles  MP  F ,  MPfàox\- 
nent  fr-j-2f{-i-{{  =  JJ -f- mm-^- 2mx -+- XX  ,  & 
ît  —  2t:^-{-:^:^=yy  -\-mm  —  zmx-\'X  x.  Donc  fi  l'on 
retranche  par  ordre  chaque  membre  de  la  féconde  égalité 
de  ceux  de  la  première  ,  on  aura  ^t:^==  ^mx  \  d'où  l'on 

tire  encore  CD  (:^)  =  ~.  Par  conféquent  en  l'un  &c 
l'aute  cas,  on  aura  CA  (t).  CF(^m)  ::  CP  (x). 
C£>  (^).  Ce  qu'il  fallmt  démontnn 

Corollaire. 

38.  1  L  efl:  donc  évident  que  fi  l'on  nomme  îes  données- 
CA  ou  Ca ,  t;  CF  on  Cj\  m  ;  &  l'indéterminée  CP ,  x -y 

on  aura  toujours  MF=  t—'~,àc  Mf=  r-H  —  ,  lorf- 
que le  point  P  tombe  au-defilis  du  centre  C  :  &  qu'ait 
contraire  on  aura  MF=t -^~,&c  Mf=t — —  ,  lorf- 
qu'il  tombe  au-defiTous. 

PROPOSITION    II. 

Théorème. 

39.  J_jB  quarrc  d'une  ordonnée  quelconque  MP  àl'ax£ 
Aa,  eji  au  reSangle  de  AP  par"?  a  ,  parties  de  cet  axe, 
comme  le  quarré  de  Jbn  conjugué  Bh  j  eji  au  quarré  de 
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Il  faut  prouver  que  Fï\î'.  A  P  x  P  a  :  :  Fb'.  ÂT. 
LiCs  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  l'article  précé- 
dent,  fi  l'on  met  dans  l'égalité  tt  -^  x  tz -h  {7  =  y  y 

*  Jtt,  i^.      '-h  m  m -+22  m  X  -^  XX  que  l'on  a  trouvée  ^  parle  moyen 

du  triangle  rectangle  MPF ,  à  la  place  de  ;[  fa  valeur 

— ^ ,  on  formera  toujours  celle-ci  ttyy  =  t^ — •  ttx  x  ^-. 
mmtt-\-mmxx  ,  laquelle  étant  réduite  à  une  propor- 

*  Jrt.  3  5.      "<^"  »  ^"^^^^  i^^'  (  Jj).  ^P  X  Pa  (  f  r  —  X  X  )  :  :  ^C'^. 

(ff — mm).  CA  (et)  :  :  Bb.  Aa  .   Ce  qu'il  fallait,  (S'c, 

Corollaire     I. 

40.  01  l'on  mené  une  ordonnée  Al  K  à  l'autre  axe 
B b  ,  lequel  j'appelle  2  c,  il  eft  clair  que  iMK=-  CP  (x)  , 

»  Jn,  35,.     &  que  CK  =  PM  (y).    Or  ^  PM\yy).  APx  Pa 

(tt  —  xx)  ::  Bb  (j^cc).  A  a  (^tt).    Et  partant  4CC 
X x  =  ^cctt — j^ttyy-j  ce  qui  donne  cette  proportion 

MK{xx).BKxKb  (cc-^yy)  ::~Aa  ^tt).^~b 

C'eft^à-dire  que  le  quarré  d'une  ordonnée  quelcon- 
que MK  à  l'axe  B  b  ,  cil  au  rectangle  de  B  K  par  Kb 
parties  de  cet  axe ,  comme  le  quarré  de  fon  conjugué 
u4  a ,  eft  au  quarré  de  l'axe  B  b. 

Corollaire     Fondamental. 

fiG.  18.  41.  01  l'on  nomme  l'un  ou  l'autre  axe  Aa  ,  2/;  fon 

19.  conjugué  Bby  2c  j.  fon  paramètre  p  ;  chacune  de  fes  or- 
données PM^  y  •  chacune  de  fes  parties  CP  prifes  en- 
tre- le  centre  &  les   rencontres   des  ordonnées  ,  x  ;   on 

*  Jrc.  }(}.     aura  ^  toujours  P/V/  (y y).  AP  x  Pa(tt — xx)::Bb 

(^cc).Aa  (^tt)  ::  p.  Aa  (zt).   Puifque  félon  la  défi- 
nition du  Paramètre  ,  A  a  (it).  Bb  (zc)  ::  E  b  (ic). 

p=~.  D'où  en  multipliant  d'abord  les  extrêmes  & 

Jes  moyens  de  la  proportion  y  y.  tt —  xx  :-.  ^cc.  /\.tt ,  & 

enfuies 
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cnfuire  de  l'autre  yy.  tt  —  xx  ::  p.  2  f.  L'on  tire  yy=^-  c c 

ce  XX         o  1  p  XX         /->.  ^  ■   t      r 

,  OC  yy  s=  -  pt — - —  .  Or  comme  cette  propriété 

convient  également  à  tous  les  points  de  rEilipTe  ,  & 
qu'elle  en  détermine  la  pofition  par  rapport  aux  deux 
axes  conjugués  ^u,  Bh-^  il  s'enfuit  que  l'équation  y  y 

==cc ~  ,  ou  yj  =  7 /Jf — —-,  exprime  parfaitement 

la  nature  de  rEllipfe  par  rapport  à  fes  axes. 

Corollaire     III. 

42.  S  I  l'on  mené  deux  ordonnées  quelconques  MP , 
NQ^,  à  l'axera;  leurs  quarrés  feront  cntr'eux  comme 
les  redangles  APx  Pa ,  A  Ç)x  Qa  ,  des  parties  de  cet 
axe  ,  faites  par  la  rencontre  de  ces  mêmes  ordonnées  ; 

car  ^ ~É'b\'Z~a  :  : TM .  APxPa::  QN\  AQxQa.  Et  *  Jrt.  35; 

partant  PM. IJ'N  ::  AP  xPa.  AQ^x  Qa. 

C-OROLEAIRE   IV- 

33.  01  l'on  mené  par  un  point  quelconque  P  de  l'un 
.<les  axes  conjugués  Aa,  une  parallèle  MM  à  l'autre 
axe  B  b  ;  elle  rencontrera  l'Ellipfe  en  deux  points  M,  M  y 
également  éloi|^nés  de  part  &  d'autre  du  point  P ,  &  non 
en  davantage.  Car  afin  que  les  points  AI ,  AI ,  foient  à  l'El- 
lipfe ,  il  faut  ■^  que  les  quarrés  de  PAI (  y)  prife  de  part  *  ^n.  41. 
&  d'autre  de  l'axe  Aa,  foient  égaux  chacun  à  la  même 

•    /  ccxx 

quantité  ce . 

Corollaire     V. 

44.  Il   uit  de  ce  que  *  yy  =  cc — -jp  ,  que  plus  CP  *  j^i^  ^,^ 

(x)  prife  de  part  &  d'autre  du  centre  C  augmente, 
plus  chaque  ordonnée  PAd  (y)  prife  de  part  &  d'autre  de 
l'un  ou  de  l'autre  axcAa ,  diminue  ;  de  forte  que  CP  (x) 
étant  égale  à  CA  ou  Ca  (r) ,  chaque  PM  (y)  devient 
alors  nulle  ou  zéro  :  ik  qu'au  contraire  plus  CP  (x)  de- 
vient petite,  plus  auiîi  chaque  ordonnée  PAI  (y)  prife 

D 
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de  part  ôc  d'autre  de  l'axe  u4a  augmente  ;  de  forte  que 
CF(x)  devenant  zéro  ,  chaque  FAI  (y),  qui  efl  alors 
C  B  ou  Cb  (c)  ,  fera  la  plus  grande  des  ordonnées.  D'où 
il  cil:  clair  : 

1°.  Que  fi  l'on  mené  par  les  extrémités  J?  ,  ^ ,  de  l'un 
des  axes  conjugués ,  des  parallèles  à  l'autre  ;  elles  feront 
tangentes  en  ces  points. 

z^.  Que  l'Ellipfe  s'éloigne  de  part  &c  d'autre  de  plus 
en  plus  de  l'un  ou  de  l'autre  axe  yla,  en  commençant  par 
l'extrémité  ^ ,  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  fon  conjugué 
Bb  ;  après  quoi  elle  va  toujours  en  s'approchant  du  même 
axe  yia  ,  jufqu'à  ce  qu'elle  le  rencontre  en  fon  autra 
extrémité  a. 

Corollaire     VI. 

'Jn.  4t^  4').  Il-  fuit  encore  de  ce  que  ^  yy  =  cc — —^  ,  que 

fi  l'on  prend  les  points  P,  P ,  également  éloignés  de  part 
&  d'autre  du  centre  C;  les  ordonnées  FiM,  FM,  feront 
égales.  D'où  il  cft  évident  que  fi  une  ligne  quelconque 
MM,  terminée  par  l'Ellipfe,  efl:  coupée  en  deux  égale- 
ment par  l'un  des  axes  conjugués  B  b  en  un  point  K  au- 
tre que  le  centre;  elle  fera  parallèle  à  l'autre  A  a.  Car 
menant  les  parallèles  MF ,  MF,  à  l'axe  Bb  ,h  ligne  PP 
fera  divifée  par  le  milieu  en  C ,  puifque  MM  l'efl:  en  K  -, 
&  partant  les  ordonnées  FM,  FM,  feront  égales.  La 
droite  MM  fera  donc  parallèle  à  l'axe  A  a. 

Corollaire     VII. 

4<^.  Si  l'on  conçoit  que  le  plan  fur  lequel  l'Ellipfe 
eft  tracée  ,  foit  plié  le  long  d'un  des  axes  B  b  ,  %n  forte 
que  Tes  deux  parties  fe  joignent  ;  il  efl:  clair  que  les  deux 
demi-Ellipfes  BAb,  i?a^,  tomberont  exactement  l'une  fur 
l'autre  ;  fçavoir  ,  les  points  A,  M,&cc.  fur  a^  M,  &c.  puif- 
'  Jrt:..  45.  qiJ^  *~'soutes  les  perpendiculaires  Aa^MM,  (Sec.  à  cet  axe, 
font  coupées  par  le  milieu  aux  points  C,  K,ccc.  D'où  il  eft: 
vifible  que  l'Ellipfe  efl  coupée  par  les  deux  axes  en  quatre. 
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portions  parfaicemenc  égales  &  uniformes  ,  qui  ne  dilTé- 
rent  entr'elles  que  par  leur  fituacion. 

PROPOSITION     III. 

1  neoreme. 

47.  Si  l^on  mené  par  l'une  des  extrémités  A  de  l'un  F^g.  i<*. 
des  axes  A  a  ,  une  ligne  droite  quelconque  A  M  dans  l'un 
des  angles  aAL ,  aA-h^  faits  par  cet  axe  ,  &  par  la  ligne 
.LAL  parallèle  a  fon  conjugué  Bh  ;  je  dis  quelle  ren- 
contrera l'Ellipfe  en  un  autre  point  M. 

Ayant  pris  fur  A  L  de  part  ou  d'autre  du  point  A  , 
la  partie  A  G  égale  au  paramètre  p  de  l'axe  Aa,  &c  tiré 
G  F  parallèle  à  cet  axe,  &  qui  rencontre  la  ligne  A  M 
{  prolongée  ,  s'il  eft  néceflaire  )  au  point  -F,  on  prendra 
fur  la  ligne  A  L  du.  même  côté  où  tombe  la  ligne  A  M. 
par  rapport  à  l'axe  ^a,  la  partiel  L  égale  à  G  F,  & 
ayant  tiré  par  l'autre  extrémité  a  de  l'axera  la  droite 
aL\  \q  dis  que  le  point  M  où  elle  coupe  la  ligne  AM,  eft 
à  l'Ellipfe  MA  M. 

Car  menant  MP  parallèle  à  AL  ,  &  nommant  les  con- 
nues Aa ,  2  f  ;  A  G ,  p  ]  GF  ou  A  L ,  a  ;  ôc  les  inconnues 
CP,  X  ;  PM,  y  ;  les  triangles  femblables  A  G  F,  MPA , 
écLAa,  MPa ,  donneront  AG  (p)  GF  {a)  ::  MP  (  j). 

v4^(f±^)=--.  Et  AL  (a).  Aa(it)::  PM(y).aP 

{tL^x)  =  ^ .     Et  par  conféquent   on    aura   toujours 


a 

if  1 


APxPa  itt  —  xx)=~^-^,  foit  que  le  point  P  tombe 

au-deflus  ou  au-deflbus  du  centre  C;  d'où  l'on  tire  jj  = 

~pt — — ^.  La  ligne  PM  fera  donc  ^  une  ordonnée  à  +c  ^,.j,  4,, 

l'axe  A  a  ;  &  partant  le  point  M  fera  à  l'Ellipfe  MA  M. 
Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Corollaire     I. 

48.  Ue-la  on  voit   comment  un  axe  A  a  d'une 
Eîlipfe  MAM  étant  donné  avec  fon  paramètre/?  ,  & 

Dij 
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ayant  mené  par  l'une  des  extrémités^  de  cet  axe,  unre 
ligne  droite  quelconque  ^  Al  dans  l'un  ou  l'autre  des 
angles  aAL,  aAL,  faits  par  cet  axe ,  &  par  la  ligne 
LAL  parallèle  à  fon  conjugué  B  b  -,  on  voit ,  dis-je,  ce 
qu'il  faut  faire  pour  trouver  fur  cette  ligne  le  point  AI 
■  où  elle  rencontre  l'Ellipfe  MA  M. 

Corollaire  II. 

49.  Il  eft  évident  qu'il  n^  a  que  la  ligne  LAL  paraî- 
lèle  à  l'axe  Bb ,  qui  puilîe  êti-e  tangente  de  l'Ellipfe  MAM 
au  pointa,  l'une  des  extrémités  de  fon  conjugué  Aa-^ 
puifqu'il  n'y  a  que  cette  feule  ligne  ,  qui  pafîant  par  1.3 
point  A ,  &c  étant  continuée  de  part  &:  d'autre ,  ne  la  renr- 
contre  en  aucun  point ,.  ôc  n'entre  pas  dedans. 

PROPOSITION     IV. 

TLécrême. 


f  iG.  iG.  ^o.    1  ous  les  diamètres  comme  ^ICm  , /ont  coupes 

en  deux  également  par  le  centre  0,6"  ils  ne  rencontrent 
VEllipfc  qu^en  deux  points  M  ,  m; 

Ayant  mené  l'ordonnée  MP ,  &  pris  Cp  égale  à  CP , 
fl  l'on  mené  la  perpendiculaire  pm  terminée  en  m  par  la 
droite  M  Cm-,  i\.  eft  évident  que  les  triangles  CPM^ 
Cp  m  font  fcmblables  &  égaux  ,  &.  qu'ainfi  CM  cfl  égale 

*  Jrc.  45..  a  Cm  ,  &  PMap  m.  Or  comme  ^  les  ordonnées  qui  fonc 
également  éloignées  de  part  &.  d'autre  du  centre  C ,  font 
égales  entr'elles,&  quePilf  efl:  une  ordonnée,  il  s'en- 
fuit quspm  fera  aulTi  une  ordonnée  •  &  par  conféquent 
que  le  point  m  eft  à  l'Ellipfe. 

De  plus.  il.  eft  vifible  que  fi  l'on,  imagine  une  parallèle 
à  l'axe  B  h  ,  qui  fe  meuve  de  C  vers  A  ;.  la  partie  de  cette 
parallèle  renfermée  dans  l'angle  ACM,  ira  toujours  en. 
augmentant  à  mcfure  que  C P  croit  ,  &  qu'au  con- 
traire la  partie  de  ccttQ  parallèle  renfermée  entre  le 
q^tast  d'Ellipfe  A  MB  Ôc  i'ax-e  CA,  c'eft-à-dire ,  l'ordon,-. 
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née  P  M  ^  ira  toujours  en  diminuant  ;  d'où  il  fuit  que  *  j4rt.  44. 
la  ligne  droite  CM,  qui  pafTe  par  le  centre ,  ne  rencontre 
rEllipfe  qu'en  un  point  jM  dn  même  côté  de  l'axe  ;  & 
il  en  eft  de  même  pour  le  point  m  pris  de  l'autre  côté. 
Donc ,  &c. 

Définitions. 

II. 

Si  l'on  mené  par  un  point  quelconque  i^T de  rEllipfe,  ^'°'  ^''■>  ^^» 
un  diamètre  M.Cm ,  une  ordonnée  M.P  ]x  l'un  ou  l'autre 
axe  Aa  ,  &  une  ligne  droite  JVLT ,  en  forte  que  C2^  foie 
troifieme  proportionnelle  à  CP  ,  CA\  le  diamètre  SCs 
parallèle  à  MT ,  eft  appellée  Diamètre  conjugué  au  dia- 
mètre Mm  •  &  réciproquement  le  diamètre  Mm  eft  die 
conjugué  au  diamètre  S  s  :  de  forte  que  les  deux  enfem- 
ble  Ibnt  appelles  Diamètres  conjugués. 

12.  ^ 

Toutes  les  lignes  droites  menées  des  points  de  l'Ellipfé 
parallèlement  à  l'un  de  ces  deux  diamètres  ,  &  termi- 
nées par  l'autre ,  font  appellées  Ordonnées  a  cet  autre, 
Ainfi  NO  parallèle  au  diamètre  Ss ,  eft  Ordonnée  à  fofï 
conjugué  Mm. 

La  troifieme  proportionnelle  à  deux  diamètres  con-- 
j.ugués  ,  eft  appellée  Paramètre  du  premier  de  la  propor- 
tion. Ainfî  la  troifieme  proportionnelle  âMm^  Ss ,  eft^ 
appellée  Paramètre  du  diam'_tre  Mm. 

Corollaire. 

■^  I.  S  1  l'on  nomme  la  donnée  CA,  t]  (Se  les  indétermi- 
nées CP,  X  ;  PT,Sj  il  eft  clair ,  félon  la  définition  1 1  «  que 

CT{x-\-s)  =  —  ;  ôc  (luâinû SX  ==tt — xx=APxPa^ 
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PROPOSITION     V. 
Théorème. 

5  2.  S  I  l^on  mené  par  les  extrémités  M,  S,  de  deux  d'ia-' 
mètres  conjugues  Mm ,  Ss,  deux  ordonnées  MP,  SK ,  à  un 
axeAa  :  je  dis  que  la  partie  CK  (ie  cet  axe  ,  prij't  entre 
h  centre  iy  la  rencontre  de  l'une  des  ordonnées  SK ,  eji 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  parties  AP,  Pa, 
faites  par  la  rencontre  de  Vautre  ordonnée  M  P. 

Il  faut  prouver  que  C  K  =  A  P  x  Pa. 

Ayant  nommé  les  connues  CA,  r;  CP,  x  ;  PT,s-^ôc 

*  Arc.  51.     l'inconnue  CK,  m  ;  on  aura  AP  xPa  =  tt —  xx  =  ^  ^  x, 

ôc  AKx  Ka  =  tt — m.m=sx-\- XX  —  mm  en  mettant 

pour  tt  fa  valeur  xx-^sx.    Cela  pofé  ,  la  propriété  de 

f  Art,  4z.     rEllipfe*donnera^Px?^(^x).^ii:xifa(^x-t-xx— mm):  : 

TM  .~KS  :'/rP\iss).'CK\mm).  a  caufe  des  trian- 
gles femblables  TPM,  CKS.  D'où  l'on  tire  en  multi- 
pliant les  extrêmes  &  les  moyens  ,  &  en  tranfpoflmt  à  l'or- 
dinaire ,  CK  (mm)=  — ^^—  =:sx=AP  X  Pa.  Ce 
qii' il  falloit  démontrer. 

Corollaire. 

<'2.  Puisque  CK  =tt  —  x  v  ,  il  s'enfuit  que  CA  — . 

*  Art.  41.      'CK  ou  AKx  Ka^  =  x  x.  Or  ^  ^^J^O  •  <^^  (<:c):: 

AKxKa{xx).SK=-^^.  Et  CA  (tt).  CE  (ce):: 

AP  X  P^  {tt — xx) .  PM  =  ce —  ^^- .  De  plus  à  caufe  des 
triangles  reâiangles  CP  M,  CKS,  on  aura  le  quarré  CM  ou 
'Çp^->^PM==  xx-\-cc —  '-^Y  >  ^  '^  quarré  CS  ou  CK 
.^ICS"  =  tt—xx-\-  ~ .  Donc  CM  -h  C^^'  =  r/  +  ce. 
C'eft-a-dire  que  la  fomme  des  quarrés  de  deux  diamè- 
tres conjugués  quelconques  Mm,  5"^,  eft  égale  à  la  fomme 
,des  quarrés  des  deux  axes  Aa^Bb. 
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PROPOSITION     VI. 

Théorème. 

«4..  L  E  quarrc  d'une  ordonnée  quelconque  ON  au 
diametreMm  j  ejl  au  reclangle  dciUOxOm  fait  des 
parties  de  ce  diamètre  ;  comme  le  quarré  dej'on  conjugué 

5  s  ,  ejl  au  quarré  du  même  diamètre  M  m. 

Il  faut  prouver  que  ON  .  MOxOm::  S  s'.  Mm'. 

Ayant  mené  les  parallèles  NQ,  OH ,  à  l'axe  B  b  y&c 
la  parallèle  ORh  ion  conjugué  Aa  ,  qui  rencontre  au 
point  R  l'ordonnée  NQ  prolongée,  s'il  eft  néceffaire  ; 
on  nommera  les  données  CF,x  -,  FM,  y  ;  C^,  f  ;  ?1\  s  ; 

6  les  indéterminées  H  Q  ou  OR,  a^  CH  ,  ^  ;  &  on 
aura  à  caufe  des  triangles  femblables  CP  M  ,  CH  O ,  & 
MPT,  NRO,  CCS  deux  proportions  CP(x).  F  M  {y)  :: 

CH  {b). HO  ou  R(l  =  ^f.- Et  TP  {s-}.  FM  {y)::  OR 

{a).RN=^^-f.  Celapofé.. 

Puifque  (ftg.  21.)  NQ  eft  toujours  la  difFérence  de- 

RQ  (^)  ,  RN(^),  ôcCQ  la  fomme  de  CH  (b)  ,. 

H Qya)  y  lorfque  le  point  N  tombe  entre  les  points- 
M, S,  ou  OTy^;  &  qu'au  contraire  (j%.  22  )  NQ  eft  tou- 
jours la  fomme  de  RQ,  RN,  &  C  Q  la  difFérence  de- 
Cif,  if  Q,  lorfque  le  point  N  tombe  par-tout  ailleurs:: 

on  aura  NQ=:  ^^  -^  ^^^-+-  -^,  &  ^Q^aa 
ZjH  iab-\-bb  ;  fçavoir  —  — —  &  -v-iab  dans  le  premier  cas, 
&  au  contraire  -H  ^^—  &  —  lab  dans  le  fécond  cas.  Or  ■¥■  *  Art,  42; 

SX  ^ 

APxPa(tt-xx).AQxQ,a  ouTA -'CQ  (tt~aa±iab-bb) 
::JM\yy).QN'  =  '^=f^-^^^y-^.  En  compa- 
rant  enfemble  ces  deux  valeurs  du  quarré  de  -/VQ, 
on  formera  1  esfahte    —^^  H ^—  -+-  — ^—  ■     .•    = 

^  XX         SX  s  s 

— YJZZ^^ — ~  j  '^^"s  laquelle  effaçant  d'une  part  le 
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terme  -H  — ^  ôc  de  l'autre  le  terme  -+-  — ^-^qui  lui  eft 

^X  et  —  XX  T 

^rt.  5 1,     égal ,  puifque  ^  sx==n  —  xx,  <Sc4ivirant  par  yy,  il  vient 

ib           aa          tt  —  aa — bb 
XX  s  s  it XX 

Si  l'on  multiplie  par  x  x ,  &  qu'on  tranfpofe  b  b  ,  on 

aaxx  aax*         tt xx  —  aaxx  —  bbtt        „  ,   •    .• 

trouvera  --  ou--  = -— ;    &  multipliant 

le  premier  membre  par  ^  ^  x  x  ,  &  le  fécond  par  le  quarré 
êi&  tt--xx  valeur  de  sx  (ce  qui  fe  fait  en  multipliant 
fimplement  le  numérateur  par  tt —  xx)  on  aura  aa  x'^-- — ■ 
i'^xx — aattxx — bbt'* — ttx'^-\-aax'^->r-bbttxx-^aoùcnt^a.. 
çant  de  part  &  d'autre  aax'^ ,  tranfpofant  aattxx  ,  &  di- 

vifant  par  tt  XX ,  l'on  tirera  HQ^  ou  OR  {aa)  =  tt — xx 

^bb~'±1. 

XX 

Maintenant  il  Ton  nomme  le  demi-diametre  CM  ou 
Çm,l;  on  aura  à  caufe  des  triangles  femblables  CPM, 
CHO  ,  cette  proportion  CF  (jc)  .  CMC  {)  :  :  CH  (b). 

CO  =  *S  Et  partant  A/ OxO/n  =  ^^_  ^n.  Or  les  trian- 

gles  femblables  ORN^  CKS,  donnent  T'N\'CS'.  :  OR 

Jrt.  5 1.     I^ti—xx-^bb—  ^). 'CK' (tt~xx) :: MOx Om(^^~^-^^j^ 

CM  ({{).    Puifqu'en  multipliant   les    extrêmes   &   les 

moyens,  ou  trouve   le    même    produit.     Donc   ON. 

dn.  5  o.     MOx  Om  :  :  CS  .  CM  *  :  :  c5V\  MJ^\  Ce  quilfalioit ,  ^'c. 

Corollaire    GénIiral. 

■5^.  î  L  eft  vifible  que  ce  qu'on  a  démontré  dans  la 
Propofition  féconde  par  rapport  aux  deux  axes  A  a  , 
Bb  ^  s'étend  par  le  moyen  de  cette  propofition  k  deux 
diamètres  conjugués  quelconques  Mm ,  Ss.  Or  comme 
les  articles  40,  41 ,  41 ,  43  ,  44,  4=)  ,  47,  48  &  49  fe  tirent 
de  la  féconde  Propofition  ,  éc  fubfittent  également ,  foit 
que  l'angle  ACB  foit  droit  ou  qu'il  ne  le  foie  pas  ;  il 
s'enfuit  que  fi  l'on  fuppofe  dans  ces  articles ,  que  les  li-r 
gnes  Aa,  Bb ,  au  lieu  d'être  les  deux  axes ,  foient  deux 

diamètres 
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diamètres  conjugués  quelconques  ,  ils  feront  encore  vrais 
dans  cette  fuppofition  :  car  leur  démonftration  demeurera 
toujours  la  même  ;  &  il  ne  faut  pour  s'en  convaincre  en- 
tièrement ,  que  les  relire  en  mettant  par-tout  où  fe  trouve 
leraotd'^xe  ,  celui  de  Diainctrc. 

Corollaire     II. 

<!^G.  Vjo  MME  les  articles  44  &  49  ,  fubfiftent  avec  la 
même  force  ,  lorfque  les  lignes  Aa  ^  B  b  ,  au  lieu  d'être 
les  deux  axes  ,  font  deux  diamètres  conjugués  quelcon- 
ques, tels  que  Mm,  Ss\  il  s'enfuit  que  la  ligne  JVLT 
menée  par  le  point  M  l'une  des  extrémités  d'un  diamètre 
quelconque  Mm  ,  parallèlement  à  fon  diamètre  conjugué 
Ss,  eft  tangente  en  iW ,  &  qu'il  n'y  a  que  cette  feule 
ligne  qui  puifTe  toucher  l'Ellipfe  en  ce  point. 

D'où  l'on  voit  que  d'un  point  donné  fur  une  Ellipfe , 
on  ne  peut  mener  qu'une  feule  tangente. 

Corollaire      III. 

^7.  Ue-la  il  efl:  évident ,  félon  la  définition  1 1%  que 
fi  l'on  mené  par  un  point  quelconque  M  d'une  Ellipfe , 
une  ordonnée  AlP  à  l'un  ou  l'autre  axe^a;  &  qu'ayant 
pris  CT  du  côté  du  point  P,  troifieme  proportionnelle 
à  CP ,  CA  ,  on  tire  la  droite  MT  :  cette  ligne  A/ZTsra 
tangente  en  M.  Et  réciproquement ,  que  fî  la  ligne  MT 
efl:  tangente  en  M,  &  qu'on  mené  l'ordonnée  M P  a. 
l'un  ou  l'autre  axe  Aa  ,  les  parties  CP ,  CA  ,  CT  de  cet 
axe ,  feront  en  proportion  géométrique  continue. 

Corollaire     IV. 

^8.  S  I  l'on  imagine  dans  les  définitions  1 1  ,  12  &.  13, 
&i  dans  les  deux  dernières  Propofitions  ,  que  les  lignes 
Aa ,  Bb,  au  lieu  d'être  les  deux  axes ,  foient  deux  dia- 
mètres conjugués  quelconques  ;  on  verra  que  ces  Pro- 
pofitions feront  encore  vraies  ,  puifqu'elles  fe  démontre- 
ront de  la  même  manière  qu'auparavant  :  comme  il  eft 
évident  par  i'infpedion  de  la  figure  23  ,  où  les  triangles 
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femblables  donnent  les  mêmes  proportions  que  dans  le 
cas  des  axes. 

D'où  il  fuit  1°.  Que  le  Corollaire  précédent  doit  en- 
core avoir  lieu  ,  lorfque  la  ligne  Au ,  au  lieu  d'être  un  axe  ^ 
cil  un  diamètre  quelconque.  2".  Que  les  diamètres  con- 
jugués Mm,  Ss ,  peuvent  être  les  deux  axes  dans  cette 
fuppofition  ;  &  qu'ainfi  on  peut  regarder  les  deux  axes< 
comme  deux  diamètres  conjugués  qui  font  entr'eux  des 
angles  droits. 

PROPOSITION     VII. 

Théorème, 

FrG.  2:4,.  ^p.-Oi/7iTr  un  peint  quelconque  d'une  ElUpfc  quia: 

pour  centre  le  point  Q  ^  l'on  tire  une  ordonnée  MF  à  F  un 
des  axesKz,  £'  une  perpendiculaire  MG  à  la  tangente  MT 
qui  paffe  par  le  poinî  M  :  je  dis  que  QV  fera  toujours  à 
PG  en  raifon  donné  de  l'axe  Aa  a  fon  paramètre. 

Carnommant  le  demi-axe  CA  ou  Ca,t\  &  les  indé- 

*  Art.  57.      terminées  CP,  x  ;  PM,  y  ;  on  aura  ^  CT=—  ;  &  par- 

tant PT'== —"^— .  Or  les  triangles  redangles  fembla- 
bles TPM,MPG,  donnent  TP  (~^)  .  PM  (j)  :t 
PM{y)FG=^^—.  D'où  l'on  tire  cette  proportion 
€P{x).  PG  (~^^y.:APxPa{tt—xx).TM  {yy). 

Puifqu'en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  ,  on 
forme  le  même  produit  xyy.  Mais  le  red:angIe^P  x  Pà  ,, 

*  Art,  41.     eft  -¥■  au  quarré  P  iM  ,  comme  l'axe  Aa  efl  à  fon  para- 

mètre. Donc ,  &c. 

PROPOSITION    VIII. 


Thé 
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Bllipje. ,  une  tangente  TMS ,  6'  aux  deux  foyers  F,  ï^ks 
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droites  M  F ,  Mf  ;  je  dis  cjue  les  angles  F  M  T  ,  f  M  S  , 
faits  par  CCS  lignes  départ  <y  d'autre  avec  la  tangente 
T  M  S  ,Jont  égaux  entreux. 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  FD ,  fd ,  fur  cette 
tangente;  le  premier  axe  Aa  qui  la  rencontre  en  T , 
&.  l'ordonnée  M P  h.  cet  axe,  &  nommé  les  données 
CA  ou  Cz ,  r  ;  CF  ou  C/,  m  ;  &  l'indéterminée  CP,  x  ; 

•on  aura  MF  *  (f—  ^^■)  .  ^f/(f+  y")  :  :  TF,  ou  CT  ^  *  f^'^-  î^- 

(^)  —  CF(m).  r/ouCr(^)  +  Cf(m).  Puifqu'en 

multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  ,  on  trouve  le 
même  produit.  Or  les  triangles  femblables  TFD,  Tfd, 
donnent  TF.  Tf  :•.  FD.fd.  L'hypothénufe  Afi'^ du  trian- 
gle redangle  MDF ^  fera  donc  à  l'hypothénufe  iWydu 
triangle  re£langle  Mdf,  comme  le  côté  DF  eft  au  côté 
df-^  &  par  conféquent  ces  deux  triangles  feront  fembla- 
bles. Les  angles  FMD  ,fMd,  ou  FMT,fMS,  qui  ibnt 
cppofés  aux  côtés  homologues  DF ,  df,  feront  donc 
igaux  enîr'eux.   Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

,  Corollaire. 

Gi.  L)e-la  il  eft  évident  que  la  tangente  TMS 
■étant  prolongée  indéfiniment  de  part  &c  d'autre  du  point 
touchant  M,  îailî'e  l'Eilipfe  route  entière  du  côté  de  fes 
deux  foyers  i*',  f-  Or  comme  cela  arrive  toujours  en 
quelque  endroit  de  l'Eîlipfe  que  tombe  le  point  Af ,  il 
s'enfuit  qu'elle  fera  concave  dans  toute  fon  étendue  au- 
tour de  fes  deux  foyers ,  &  par  conféquent  aufîî  autour 
de  fon  centre. 

PROPOSITTON     IX. 

Théorème. 

^2.  Si  l'on  mené  par  Vune  des  extrémités  A  d'un  dia-  Fig.  ti, 
mètre  h.^  une  parallèle  jyh.E  à  fon  conjugué  Wo^  laquelle 
rencontre  deux  autres  diamètres  conjugués  quelconques 

Eij 
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M  m ,  S  s ,  aux  points  D ,  E  ;  /e  dis  que  le  reclangle  de  DA 

parhE,  ejUgat  au  quarré  de  la  moitié  CB  du  diametreBh. 

Jl  faut  prouver  ^wt;  D  A  x  A  E  =  C13  '. 

Ayant  mené  par  les  extrémités  M,  S,  des  diamètres 
conjugués  Mm,  S  s,  les  ordonnées  MP,  SK,  au  diamè- 
tre A  a ,  on  nommera  les  données  CA ,  t  -^  CB  ,  c  ;  ôc  les 

*  Jn.  51.     indéterminées  CP,x,   PM,y;    &  on  aura  ^  CK  = 

AP  X  Pa  =  tt — XX  ;  &  par  conféquent  AS.  x  ^a  ou  CA 

*  ^rt.  5 4.     _ScK  =  xjç.  Or  ^  B"c"{çc) . 'CÂ" {tt)  :  :  lÂP  {y y). 

AP X Pa  ou  C;/=  ^ .  Et  C2\tt).'CB  (ce)  :  :  AK  xKa 
(xx).  i\  S  =-^-.  Donc  en  extrayant  les  racines  quar- 
rées  ,  l'on  tire  CK  =  '~,  &  KS=  y  .  iMais  les  triangles 
femblables  CPAÎ,  CAD,  ôc  CKS,  CAE,  donnent 
CP  {x) .  PM ( j)  ■.■.■CA{t).AD  =  '-^.  Et  CKi^^) .  KS 
{^-^)::CA{t).AE  =  ~ .  Donc DA xAE  =  cc=  BC\ 
Ce  qu  il  fallait  démontrer. 

PROPOSITION    X. 

Problême. 

(3^.  L)eux  diamètres  conjugués  Aa,  Bb,  d'une  Ellipfe 
étant  donnés  ,  avec  une  ligne  droite  M  Cm  qui  pajje  par 
le  centre  C  ;  marquer  fiir  cette  ligne  les  points  M,  m  ,  où 
elle  rencontre  l'ElUpJé. 

Ayant  mené  par  l'une  des  extrémités  A  du  diamètre 
A  a  ,  une  parallèle  indéfinie^!),  à  fon  conjugué  Bb, 
laquelle  rencontre  la  ligne  CM  donnée  de  polition  au 
point  D  ;  on  tirera  par  le  point  A  perpendiculairement 
Cur  AD,  la  ligne ^O  égale  a  CB ,  &  par  les  points  0,D, 
la  ligne  OD.  On  décrira  du  rayon  OA  un  cercle  qui 
coupera  la  ligne  OD  en  deux  points  N ,  n ,  par  où  l'on 
tirera  des  parallèles  NM,  nm,  a  la  ligne  OC  qui  joint 
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le^  centres  de  l'Ellipfe  &  du  cercle.  Je  dis  que  les  points 
M,  m ,  où  elles  rencontrent  la  ligne  CD,  feront  à  l'Lllipfe, 
&  détermineront  par  confcquent  les  extrémités  du  dia- 
mètre M  Cm  donné  de  polition. 

Car  menant  les  parallèles  MP ,  NQ,  h  ^D,  qui  ren- 
contrent les  lignes  CA ,  O^,  aux  points  P,  Ç)  ;  les  trian- 
gles femblables  CDO,  MON,  &cCDA,CMP,&c 
ODA,  ONQ,  donneront  CA.  CPr.CD.  CM::  OD. 
ON::  OA.OQ.  c'efc-h-dire,  C^.  CP  :  :  OA.  OQ.  Et 
partant  fi  l'on  mené  la  droite PQ,  elle  fera  parallèle  à  OC; 
&  par  conféquent  auffi  à  MN  fuppofce  parallèle  à  OC. 
Ainfi  les  parallèles  MP ,  NQ  ,  feront  égales  entr'elles. 
Cela  pofé  ,  fi  l'on  nomme  les  données  C  A  ,t\  C  B  on 
AO  ou  ON,  c;   &  les  indéterminées  CP ,  x;  PM  ou 

JVQ,j;onauraC^(O.CP(x)::  OA{c).  Oq='-^' 

Et  à  caufe  du  triangle  OQN  retflangle  en  Q  ,  le  quarré 
A"^'  ou  MF\yy)  =  ON  (ce)  —  TJq  Qi^^  .  La  li- 
gne MP  fera  donc  ^  une  ordonnée  au  diamètre  A  a  ,  Se  *  Jn.  41  & 
par  conféquent  le  point  M  appartiendra  à  l'Eilipfe  qui  5;- 
a  pour  diamètres  conjugués  les  droites  Aa  ^  Bb.  Mais  à 
caufe  des  parallèles  NM,  OC ,nm,  la  ligne  Mm  eft  di- 
vifce  en  deux  également  par  le  centre  C;  puifque  par  la 
propriété  du  cercle,  Nn  l'efl:  au  point  O,  Donc  le  point 
m  appartiendra  ^  aufli  à  la  même  Ellipfe,  *  ^rt.  5c. 

Si  les  diamètres  conjugués  Aa  ,  B  h  ,  étoient  les  deux 
axes,  les  parallèles  CO ,PQ^,{^q  confondroient  alors  avec 
les  lignes  CA ,  AO ,  qui  n'en  feroient  qu'une  feule;  ce  qui 
rendroit  la  conftrudion  &  la  démonftration  un  peu  plus 
faciles. 

PROPOSITION     XI. 

Problème. 

^4.  Deux  diamètres  conjugues  Aa,  Bb,  d'une  Ellipfe  F  i  g.  if. 
étant  donnes  ,•  en  trouver  les  deux  axes  Mm  ,  Ss  :  &  dé~ 
montrer  qu'il  n'y  en  peut  avoir  que  deux. 
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Ayant  mené  par  l'une  des  extrémités  A  du  diamètre 
A  a ,  une  parallèle  DE  à  fon  conjugué  Bh  ,on  tirera  ^O 
perpendiculaire  k  DE  &  égale  à  CB.  Ayant  joint  OC,  on 
mènera  par  fon  point  de  milieu  F  la  ligne  FG  qui  la  coupe 
à  angles  droits ,  &  qui  rencontre  au  point  G  la  ligne 
DE ,  fur  laquelle  on  prendra  de  part  &  d'autre  du  point 
G  les  parties  GD,  GE,  égales  chacune  à  GO  ou  GC.  Ti- 
rant enfin  les  droites  CD  ,  CE  ;  je  dis  que  les  deux  axes 
J^m ,  Ss ,  font  fitués  fur  ces  droites. 

*  Jri.  58.  Car  les  deux  axes  pouvant  être  regardés  ^   comme 

deux  diamètres  conjugués,  qui  font  entr'eux  un  angle 
droit ,  ils  rencontreront  la  ligne  DE  en  des  points  D ,  E , 
tels  que  le  cercle  décrit  de  ce  diamètre  paflera  par  les 
deux  points  C,  O;  puifque  le  redangle  X)^  x  ^-È"  étant 

*  Jrt.  6i.      égal  ^  au  quatre  de  ^  O,  l'angle  D OE  fera  droit , aufïi 

bien  que  l'angle  D  CE.  Or  il  efl:  évident  que  c'eft  préci- 
fément  ce  que  l'on  vient  de  faire  par  le  moyen  de  cette 
conftru£tion  j  puifque  les  lignes  GO,  GC,  GE ,  GD , 
étant  toutes  égales  entr'elles ,  font  les  rayons  d'un  même 
cercle.  Mais  comme  il  ne  peut  y  avoir  fur  la  ligne  DE 
que  deux  points  D ,  E ,  qui  fatisrafTent  en  même  temps  à 
ces  deux  conditions;  fçavoir,  que  l'angle  Z)C£"  &  l'an- 
gle D  O  E  foient  chacun  droit  ;  il  s'enfuit  que  les  diamè- 
tres conjugués  Mm,  Ss,  qui  font  entr'eux  un  angle 
.droit ,  feront  les  mêmes  que  les  axes  j  &  qu'il  n'y  en  peut 
avoir  que  deux. 

Maintenant  pour  en  déterminer  la  grandeur  ,  il  n'y  a 
qu'à  tirer  les  droites  OD,  OE;  &  par  les  points  N.  R,  où 
elles  rencontrent  le  cercle  qui  a  pour  rayon  O  yi ,  mener 

*  Jrt.  ^j.      les  parallèles  NM,  RS.  Car  il  eft  évident  *  que  les  points 

AI,  S,  où  elles  rencontrent  les  droites  CD,  CE ,  appar- 
tiendront à  l'Éllipfe  qui  a  pour  diamètres  conjugués  les 
lignes  Aa,  B b  ;  6c  qu'ainli  ils  feront  les  extrémités  de 
ks  axes. 
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Corollaire. 

(ii^.  Si  l'on  propofoit  de  trouver  deux  diamètres  con- 
jugués Mm,  S  s,  qui  fiffent  entr'eux  un  angle  MCS  égal 
à  un  angle  donné  ;  deux  autres  diamètres  conjugués  A  a  , 
Bb  ,  étant  donnés.  Il  cft  vilible  que  la  queftion  ferédui- 
roit  à  trouver  fur  la  ligne  DE  donnée  de  pofition  "  deux 
points  D ,  E,  tels  que  menant  aux  deux  points  O,  C,  don- 
nés hors  cette  ligne  ,  les  droites  DO,  O  E ,  CD ,  CE^ 
l'angle  D  O  E  £m  droit ,  &  l'angle  DCE  égal  à  l'angle 
donné.  Mais  comme  la  folution  de  ce  Problême  eft  alTez 
difficile,  on  l'a  renvoyée  dans  le  10=  Livre  ,  &  on  a 
fuivi  ici  une  autre  voye  ,  qui  eft  plus  fîmple  ;  c'eft  de  trou- 
ver d'abord  les  deux  axes,  &  de  s'en  fervir  enfuite  pour 
trouver  les  deux  diamètres  conjugués  qu'on  demande  y 
comme  l'on  va  enfeigner  dans  la  Propofition  fuivante. 

PROPOSITION     XI  L 

Problêmer 

ê6.  l_jss  deux  axes  Aa,  Bb  ,  cP'iwe  EÎUpfe  étant  FiG.iS&^iji 
donnes  ;  trouver  deux  diamètres  conjugues  M  m ,  S  s,  qui 
fujfent  entreux  l'angle  MCS  égal  à  un  angle  donné. 

Je  fuppofe  que  les  diamètres  Mm  ,  S  s  ,  foient  en  effet 
ceux  qu'ion  demande  ,  &  qu'ils  rencontrent  aux  points 
D ,  E ,  la  ligne  droite  indéfinie  D  E  menée  par  l'extré- 
mité v^  du  petit  axe  ^a  parallèlement  au  grand  B b. 
Et  ayant  tiré  du  centre  C  de  l'Ellipfe  ,  la  ligne  CF ,  qui 
fafle  avec  DE  au  point  F  l'angle  CEE  égal  à  l'angle  don- 
né MCS ,  je  nomme  les  données  CA,  f^  CB ,  c  ;  AF,  a  \ 

&  l'inconnue  AE ,:^-^  ce  qui  donne  AD  =  ^—,  CE  *  jj.^^  ^^i 

=  \/fr-+-;j;^  à  eaufe  du  triangle  reélangle  CAE.    Cela 
pofé  : 

Les  triangles  FEC,  CED ,  feront  femblables  ;  puifqu* 
l'angle  au  goinc  E  eft  commun  ,  &  qiie  l'angle  CFÉ  * 


<j^ 
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été  fait  égal  à  l'angle  AJCS :  c'eft  pourquoi  FE  (:^ — -a), 

ECi^i^-^{{) ::EC (v/TF+Yf) •  -E'^({^-  -)■  D'où  ea 
multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  ,  j'on  forme  l'éga- 
lité ?{ — a:^-\-  ce —  —==:tt-\-^:^;  &  effaçant  de  part  & 
d'autre  {{,  multipliant  enfuite  par  {,  &  diviflint  par  a, 
il  vient  {{  —  ^  ^  h-  ^  {-+-  ce  =  o.  Et  en  faifant  (  pour  fa- 
ciliter le  calcul  )  — —  =  23,  on  changera  l'égalité  pré- 
cédente en  celle-ci  {{ —  2  3{H-cc=o,  ou  ^^ — '2  3^-1- 
bb=bb — ce  ;  ce  qui  donne  en  extrayant  de  part  &  d'au- 
tre la  racine  quarrée  ^  —  b  ou  b  — ■{==  y^ob  —  ce ,  6c  par 

-conféquent  l'inconnue  yiE (:0  =  b^\/bb  —  ce.  Voici 
maintenant  la  ponftrudion  que  cette  dernière  égalité 
fournit. 

Ayant  prolongé  le  petit  axe ^^  jufqu'au  point  O,  en 
forte  que  AO  foit  égale  h  la  moitié  C^  du  grand  ;  foit 
tirée  CF,  qui  fafle  avec  DE  menée  par  le  pointa  pa- 
rallèlement k  B  b ,  l'angle  CEE  égal  à  l'angle  donné. 
Ayant  joint  OE ,  foient  tirées  les  droites  OH ,  CG ,  per- 
pendiculaires fur  OjF,  ce,  qui  rencontrent  E> E  aux 
points  i/,  G  (on  n'a  point  marqué  dans  les  figures  28 
ôc  29  ,  les  points  //,  G,  fur  la  ligne  DE  ;  parce  que  ces 
figures  auroient  été  trop  grandes ,  &  que  d'ailleurs  il  eft 
facile  de  les  y  imaginer).  Soit  décrit  du  centre  O,  &  du 
rayon  OK,  égal  à  la  moitié  de  G  H,  partie  de  AD  prolon- 
gée ,  comprife  entre  G  &  H ,  un  arc  de  cercle  qui  coupe 
DEa^x  points  K,K;  &  ayant  pris  fur  DE  les  parties  Ai), 
KE,  égales  chacune  à  KO,  foient  tirées  par  le  centre  Cde 
l'Ellipfe  ,  les  droites  DC,  E  C.  Je  dis  que  les  diamètres 
cherchés  Mrn,  S  s  ,  font  fitués  fur  ces  lignes. 

Car  à  caufe  des  angles  droits  FA  C,  FCG,  &  FA  O, 

F  OH;  on  aura  AG=^,A  H=  '-f  ;  &  partant  G  H 

a=  ^^—  =  ib.  Le  rayon  OK  qui  eft  égal  à  la  moitié  de 
HG  j  fera  donc  égal  à  3  ;  &  à  caufe  du  triangle  redan-, 
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gle  OAK,  on  aura  AK=\/bl^^c,  &  AE  ou  KEZZAK 

^hZ^^/bb—cc  (k  AD  on  KD-^AK=b-^\/TbZ^c.  Or 
cela  pofé  ,  fi  l'on  multiplie  la  valeur  de  AE  par  celle  de 

AD  ,  il  vient  AExAD=cc=CB  ;  &  partant  ^'  les  dia-  *  Art.  du 
mètres  Mm,  Ss  ^  font  conjugues.  Mais  le  rectangle  de 

AE+ AD  ou  DE{ih)p2^vAE-AFo\xEF(^b^:vbb-cc-a) 

ti\.  =  lbb^ zby/' bb — cl- — zab=zbb^  ib]/ ùb—cc-\-tt—cc 
en  mettant  pour  2  ab  fa  valeur  ce — tt  ;  &  à  eau  e  du  triangle 

redangle  CAE  le  quarré  CE  =AE  ■+■  CA  =ibbZÇ, 

iby/bb — cc-{-tt — cc=DExEF:  ce  qui  donne  FE.  EC:  : 
E  C.  E  D.  Et  partant  les  triangles  FEC ,  CED  ,  feront 
femblables  ;  puifqu'ils  ont  l'angle  au  point  E  commun  ,  & 
que  leurs  côtés  autour  de  cet  angle  font  proportionnels. 
L'angle  MCS  fera  donc  égal  k  l'angle  donné  CEE.  C'efl 
ce  qui  reftoit  à  démontrer. 

Maintenant  pour  avoir  la  grandeur  C  Ai,  CS ,  des  deux 
demi- diamètres  cherchés  ;  il  n'y  a  qu'à  tirer  les  lignes 
OD,  OE,&c  mener  par  les  points  N,K,  où  elles  rencontrent 
le  cercle  qui  a  pour  rayon  OA,  les  parallèles  N  M  ,  RS , 
à  OC.  Car  il  eft  vifible  ^  que  les  points  Af,  S,  où  elles  ren-  *  Arc.  6  j. 
contrent  les  droites  CD,  CE  ,  feront  à  l'Ellipfe ,  &  déter- 
mineront par  conféque'nt  les  extrémités  de  ces  diamètres. 

Corollaire     I. 

^7.    1  L  fuit  de  cette  conftrudion  ,  1°.  Qu'afin  que  le 

Problême  foit  poflible ,  il  faut  que  OKr-^^j  furpafTe  ou 

foit  égale  h.  A  O  (c)  ]  car  autrement  le  cercle  décrit  du 
rayon  OK ,  ne  rencontreroit  la  ligne  DE  en  aucun  point, 
ce  qui  eft  néanmoins  nécefTaire  pour  la  conftruélion. 

2°.  Que  lorfque  Oi^ furpafTe  OA,on  trouve  toujours 
par  le  moyen  des  deux  points  K  ,  K  ,  deux  différens  dia- 
mètres conjugués  Mm  ,  S  s  ,  qui  fatisfont  également  : 
mais  qu'alors  le  diamètre  iS^  de  la  figure  29  eft  égal  au 
diamètre  Mm  de  la  figure  28  ,  &  femblablement  pofé 
de  l'autre  côté  de  l'axe  Aa  ;  parce  que  AE  de  la  figure 

F 
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29 ,  eft  égal  à  AD  de  la  figure  i8.  Et  de  même  que  fe 
diamètre  Mm  de  la  figure  29  elt  égal  au  diamètre  iS^  de 
la  figure  28  ,  &  femblablement  pofé  de  l'autre  côté  de 
l'axe  ^iZ  ;  parce  que  AD  de  la  figure  29  eft  égal  à  AE 
de  la  figure  28.  C'eft-à-dire  que  les  deux  différcns  diamè- 
tres conjugués  Mm  yS  s ,  qui  fatisFont  également  au  Pro- 
blême, font  femblablement  pofcs  de  part  &  d'autre  de 
l'axe  Aa  ,  &c  que  dans  ces  deux  différentes  polltions  leurs, 
grandeurs  demeurent  la  même. 

3°.  Que  lorfque  OK=  OA,  les  deux  points  d'inter- 
F I  G,  :  o.  fe£tion  K,  K,  fe  réuniflcnt  au  point  touchant  A-^6c  qu'ainfi 
il  n'y  a  alors  qu'à  prendre  les  parties  -^£',  AD,  égales 
chacune  à  la  moitié  Ci?  du  grand  axe  :  d'où  l'on  voit 
qu'il  ne  peut  y  avoir  alors  qu'une  folution  ,  &  que  les. 
deux  diamètres  conjugués  iVf m  ,  Ss,  qui  fatisfont,  font 
égaux  entr'eux. 

C    o    R    .0    E    L     A    r    R    E       I  r.. 

FiG.  î8  ,  29       68,  Il  eft  clair  aulTi  que  plus  ^i*' (a)  eft  grande,  plus 
t3c  3  o.        l'angle  obtus  donné  CF£  l'eft  aufîî ,  &  plus  au  contraire  la 

ligne  Oi^f—~-]  diminue:  de  forte  que  A  F  étant  la 

plus  grande  qu'il  eft  pofîîble  ,  l'angle  obtus  CFE  ,  fera 
auffi  le  plus  grand  ;  &  au  contraire  la  ligne  OK,  fera  la 
nioindre,  c'eft-à-dire  égale  kAO.   Or  fi  l'on  mené  alors 

îiG.  3C0.  les  droites  5a,  a />;  les  triangles  rectangles  a  CjB,  C4£?, 
aCb  y  CA  E  ,  feront  tous  égaux  entr'eux  ;  puifque  les  li- 
gnes, AE ,  AD,  font  égales  chacune  à  la  moitié  CB  ou 
Cb  de  l'axe  Bh^&c  que  CA  eft  égal  à  Ca.  L'angle  ACM, 
fera  donc  égal  à  l'angle  CaB ,  6c  l'angle  A  CS  h.  l'angle 
Cah  ;&c  partant  l'angle  donné  M  CS  ou  CFE ,  fera  au/îi 
égal  à  l'angle  Bab.  D'où  l'on  voit  : 

Fi'i.  iS  ,  29       I"'  Q"^  ^1  l'o"  mené  de  l'une  des  extrémités  a-  du  petit 

&  3  o.        axe  A  a  aux  extrémités  B,  b,  du  grand ,  les  lignes  aB,ab  -^ 

l'angle  obtus  donné  CFE ,  doit  être  égal  ou  moindre  que 

*  Jn,  6j.      l'angle  Bab ,  afin  que  ^  le  Problême  foit  pcffiblc. 

2".  Que  lorfqu'il  lui  eft  égal ,  comme  dans  la  figure  30, 
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il  Ti'y  a  que  deux  diimerres  conjugués  A'Im,Ss,  qui  fatis- 
faflent ,  lefquels  font  égaux  cntr'eux. 

3°.  Que  loiTqu'il  eft  moindre,  comme  dans  les  fig.  28  & 
29  ,  il  y  a  toujours  deux  différens  diamètres  conjugues  qui 
fatisfont  également  ;  qu'ils  font  femblablemenc  pofés  de 
part  ik  d'autre  du  petit  axe,  cet  angle  demeurant  le  même 
entr'eux  ;&  que  leur  grandeur  demeure  auffi  la  même  dans 
ces  deux  différentes  pofuions, 

PROPOSITION     XIII. 

Problême, 

6^.  L/£UX  diamètres  conjugues  A  a,  Bb,  cPune  ElUpfc 
étant  donnes  i  la  décrire  par  un  mouvement  continu. 

Première    Manière. 

On  cherchera  ^  les  deux  axes  ,  &  on  la  décrira  en-  *  An.  6^. 
fuite  félon  l'article  ■^6. 

Seconde     Manière, 

Ayant  mené  par  l'une  des  extrémités  yi  de  l'un  des  Ficji  &31. 
diamètres  donnés  ^a,  une  perpendiculaire  ^  H  fur  l'au- 
tre .6  ^,  on  prendra  fur  cette  ligne  la  partiel  Ç)  de  part 
ou  d'autre  du  pointa  égale  à  CB.  Et  ayant  tiré  la  ligne 
CQ ,  on  fera  gliffer  la  ligne  G  F  égale  a  HÇ)  par  fes  ex- 
trémités le  long  des  lignes  B b  ,  C (^  (prolongées  de  parc 
&  d'autre  du  centre  C  autant  qu'il  fera  nécefîaire  )  juf- 
qu'à  ce  qu'après  avoir  parcouru  fuccellivement  les  quatre 
angles  faits  par  ces  deux  lignes  ,  elle  revienne  dans  la 
même  fituation  d'où  elle  étoit  partie.  Je  dis  que  fi  l'on 
prend  G  M  égal  à  ^  Q  ,  le  point  M  décrira  dans  ce  mou- 
vement l'Ellipfe  requife. 

Car  menant  G  F  parallèle  \  Q^A,  qui  rencontre  en  P 
le  diamètre  w4  a,  &  en  O  le  diamètre -0/»  ;  les  triangles 
femblables  C  H  Ç),  COG  ,ë>c  CA  Q,  CFG  ,  donneront 
Cq.  CG  ::  AQ^  ou  GM  GP  ::  HQ  ou  GF.  GO.  Et 
par  conféquent  la  ligne  f  M  fera  parallèle  au  diamètre  Bù. 
Cela  pofé  ;  F  ij 
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Si  l'on  nomme  les  données  Cyî ,  t;  A  Q  ou  C B  cm 
Cb ,  c;  &  les  inconnues  CF,  x  ;  F  M,  y  ;  on  aura  CA 

(t) .  CF  (x)  ::AQ(c).GP  =  '-^.  Et  le  triangle  redan- 

gle  GPM àonneràYM  =GM  ~GF  ,  c'eft-à-dire  en 

termes  analytiques  y  y  =  ce -~.   La  ligne  FM  fera 

*  Jr:.  41  &  donc  ^-  une  ordonnée  au  diiimetre  Aa  dans  l'Ellipfe  qui 

5  5»  a  pourdrametres  conjugués  les  lignes  Aj,  Bb.  Donc ,  &c. 

Si  les  deux  diamètres  conjugués  u^^z,  5^  ,  étoient  les 

I  î  G.  ?  î.  d^"^  ^^^^5  »  ^'  ^^  '^'^^'"  *î"^  '^^  lignes  ^  Q  ,  C  Q  ,  tombe- 
roient  fur  le  diamètre  ^^  qui  feioit  l'un  des  axes,  &  que 
le  point!"/  tornberoit  fur  le  centre  C  D'où  Ton  voit  qu'il 
faudroit  prendre  alors  G  F  égale  à  CQ  ,  fommc  ou  dif- 
férence des  deux  demi-a^xes  CA,  CB;  &  la  faire  glifîer 
par  fcs  extrémités  le  long  des  axes  A  a ,  Bb ,  prolongés  s'il 
ell  nécelTaire. 

Comme  les  lignes  Au  ,  Bb  ,  s^entrecoupent  à  angles 
droits  au  poiat,  C  ;  il  eft  ckir  qu'en  quelque  fituation 
que  fe  trouve  la  droite  G  F  pendant  qu'elle  gliffe  le  long 
de  ces  lignes  ,  le  cercle  qui  auroit  cette  ligne  pour  diamè- 
tre ,  pafferoit  toujours  par  le  point  C;  &  qu'ainfi  la  ligne 
CD  qui  pafTe  par  le  point  £>  milieu  de  FG.  fera  tou- 
jours égale  à  DF ,  puifque  les  lignes  CD ,  DF ,  DG ,  fe- 
ront toujours  des  rayons  de  ce  cercle.  De-là  naît  la  def- 
cription  fuivantc. 

Soient  deux  lignes  droites  CD  ,  DF",  égales  chacune  à 
la  moitié  de  C  Q ,  fommc  ou  différence  des  deux  demi- 
axes  CB  f  CA  ;  attachées  l'une  h  l'autre  par  leur  extré- 
mité commune  i),  en  forte  qu'elles  fe  puilfent  mouvoir 
autour  de  ce  point ,  comme  les  jambes  d'urr  compas  au- 
tour de  fa  tête.  Soit  attachée  l'extrémité  C  de  la  droite 
CD  dans  le  centre  de  l'Ellipfe  ;  èc  foit  entendue  l'extré- 
mité F  de  l'autre  droite  FD  ,  fe  mouvoir  le  long  de  l'axe 
Bb  ,  en  entraînant  avec  elle  la  ligne  D  C  mobile  autour 
du  point  fixe  C.  Il  eft  clair  que  fi  l'on  prend  fur  FD  (pro- 
longée, s'il  efl  nécelfaii-e)  la  partie  i^/lf  égale  à  CA,  le 
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point  M  déci-ira  dans    ce    mouvement   l'Ellipfe   qu^on 
.  cherche. 

PROPOSITION    XIV. 

Problême. 

70.  L/Eux  diamètres  conjugues  Aa,  Bb,  d'une  EUipfc 
étant  donnés  y  la  décrire  par  pluficurs  points.  , 

Première    Manière. 

Ayant  mené  par  l'une  des  extrémités  ^  de  l'un  des  dia-  Fie.  i^. 
mètres  donnés  Aa^  une  parallèle  indélmie  DAD  à  fon 
conjugué  Bb,  on  tirera  A  O  perpendiculaire  a  AD,  &  égale 
à  la  moitié  CB  du  diamètre  Bb  ;  on  joindra  OC  ;  &  on 
décrira  un  cercle  du  centre  O,  &  du  rayon  OA.  Cela  fait 
on  mènera  librement  de  part  &  d'autre  de  CA  ,  autant 
de  lignes  CD,  CD ,  &c.  qu'on  voudra  ;  &  ayant  tiré  des 
points  D,  D,  âcc.  où  elles  rencontrent  la  ligne  DAD ,  au 
centre  O,  les  lignes  DO,  DO,  «Sec.  qui  coupent  la  circonfé- 
rence du  cercle  aux  points  iV,  A^,  &c.  on  mènera  des  droites 
NM,  NM,  &.C.  parallèles  k  OC,  lefquelles  rencontrent 
aux  points  Af,/'Wy&c.les  droites  correfpondantes  CD,CDf 
&c.  fur  lefquelles  on  marquera  de  l'autre  côté  du  cen- 
tre C  des  points  m  ,  m  ,  &c.  qui  en  foient  également  éloi- 
gnés. Il  efl:  évident  ^  que  la  ligne  courbe  qui  paffera  par  *  Jrt.  6p 
tous  les  points  M,  M ,  &c  ;  m ,  m,  &c.  ainfi  trouvés,  aura 
pour  diamètres  conjugués  les  droites  Aa  ,  B  b. 

Seconde     Manière, 

Ayant  pris  fur  l'un  des  demi-diametres  CB  ,  Je  petites  Fi  g.  55- 
parties  Clî  ,  EE  ,  &c.  égales  entr'elles  ,  de  telle  gi-andeur 
qu'on  voudra  ,  &  autant  que  ce  demi-diametre  en  pourra 
contenir  ;  on  lui  mènera  les  perpendiculaires  ED ,  ED  y 
&c.  qui  rencontrent  la  circonférence  circulaire  décrite 
du  centre  C  &  du  rayon  CB ,  aux  points  D  ,  D  ,  &c. 
Ayant  joint  A  B  ,  on  tirera  par  celui  des  points  E  ,  qui  eft 
le  plus  proclic  du  centre  C,  la  ligne  E P  parallèle  kAR, 


* 
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qui  rencontre  CA  au  point  P.  On  prendra  fur  le  dia- 
mètre Au  de  part  &  d  autre  du  centre  C,  autant  de  par- 
ties PP ,  PP ,  &c.  égales  à  CP ^  qu'il  en  pourra  contenir; 
&  on  mènera  par  tous  les  points  t* ,  P ,  Ôcc  des  parallèles 
M PM,  MP  M,  &c.  au  diamètre  Bù  ,  fur  chacune 
defquelles  on  prendra  de  part  &  d'autre  du  point  i^,des 
'  parties  P  JVl ,  P  M. ,  égales  chacune  à  fa  correfpondante 
ED,  Je  dis  que  la  ligne  courbe  qui  pafTe  par  tous  cqs 
points  JV[ ,  fera  l'EIlipfe  qu'on  demande. 

Car  nommant  les  données  CA,  r;  CBovl  CD  ,c-,  & 
les  indéterminées  C  P ,  x\  P  M,  y  ;  on  aura  à  caufe  des 
triangles  femblables  CA  B  ,CP  E ,  cette  proportion  CA 

(r) .  CB  (c)  :  :  CP  (x).  CE  =  j.    Et  à  caufe  du  triangle 

CED  redangle  en  £",  le  quarré  E  D  ou  PM  (yy)  = 

Arc.  4î  &  CD  {ce)  —  CE  (~).  La  ligne  PikTfera  donc  ^  une 

ordonnée  au  diamètre  Aa.  Et  comme  cette  démonftra- 
tion  convient  à  toutes  les  lignes  P  M  ;  puifque  chaque 
CP  eft  toujours  à  fa  correfpondante  CE,  en  raifon  de 
CA^L  CB  :  il  s'enfuit  que  la  Courbe  qui  palTe  par  tous  les 
points  M  trouvés  comme  ci-delTus ,  fera  l'EIlipfe  qu'on 
deBiande. 
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DE   V HYPERBOLE. 

DÉFINITIONS. 
I. 

AYant  attaché  fur  un  plan  en  un  point/ l'une  des  Fig.  ^S. 
extrémités  d'une  longue  rcgle/TVIO,  en  forte  qu'elle 
puifle  tourner  librement  autour  de  ce  point  fixe/",  comme 
centre  ;  on  attachera  à  fon  autre  extrémité  O ,  le  bout 
d'un  fil  O  M  -F,  dont  la  longueur  doit  être  moindre  que 
celle  de  la  règle ,  &  duquel  l'autre  bout  fera  attaché  en 
un  autre  point  F ,  pris  aufîi  fur  ce  plan.  Maintenant,  fi  l'on 
fait  tourner  la  règle /"-/Vf  O  autour  du  point  fixe/,  & 
qu'en  même  temps  l'on  fe  ferve  d'un  flile  M  pour  tenir 
le  fil  OMF ,  toujours  également  tendu,  &  fa  partie 
MO  toute  jointe  &  comme  collée  contre  le  bord  de  la 
règle  :  la  ligne  courbe  A  X  décrite  dans  ce  mouvement, 
eit  une  portion  di  Hyperbole. 

Si  l'on  renverfe  la  règle  de  l'autre  coté  du  point  F ,  on 
décrira  de  la  même  forte  l'autre  portion  A  Z  de  la  même 
Hyperbole. 

Mais ,  fi  fans  changer  la  longueur  de  la  règle ,  ni  celle 
du  fil,  on  attache  l'extrémité  de  la  règle  en  -F,  ôc  celle 
du  fil  en  fy  on  décrira  en  la  même  forte  une  autre  ligne 
courbe  xa^  oppofée  à  la  première  XAZ,  qui  eft  en- 
core appellée  Hyperbole  ,  &  les  deux  enfemble  font 
nommées  Hyperboles  oppofées. 

z. 

Les  deux  points  fixes  F ,  f,  font  nommés  les  Foyers. 

3- 

La  ligne  Aa  ,  qui  pafTe  par  les  deux  foyers  F,f,  & 

qui  eft  terminée  de  part  &  d'autre  par  les  Hyperboles 
oppofées  ,  eft  appellée  le  premier  Axe. 

4-       .  . 
Le  point  C ,  qui  divife  par  le  milieu  le  premier  axe  Aa , 

eft  nommé  le  Centre. 
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Si  l'on  mené  par  le  centre  C  une  perpendiculaire  in- 
définie B.}  au  premier  axe  Aa  ;  &  que  du  pointa,  comme 
centre  ,  &  de  l'intervalle  CF ^  on  décrive  un  arc  de  cercle 
qui  la  coupe  aux  points  B  ,b  :  la  partie  B  b  de  cette  per- 
pendiculaire ,  eft  appellée  lejecond  Axe. 

G. 

Les  deux  Axes  Aa  ^    Bb  ,    font  appelles  enfemble 
Conjugués  ;  de  forte  que  le  premier  Axe  Aa,t^  dit  Con- 
jugué au  fécond  Bb  j  &c  réciproquement  le  fécond  Bb, 
Conjugue  au  premier  A  a. 

7- 

Les  lignes  MP ,  MK,  menées  des  points  M  des  Hy- 
perboles oppolées  parallèlement  à  l'un  des  axes  conju- 
gués ,  &  terminées  par  l'autre  ,  font  appellées  Ordonnées 
à  cet  autre  axe.  Ainfi  MF  eft  Ordonnée  au  premier  axç 
Aa,  ôc  MK  au  fécond  Bb, 

8. 

La  troifieme  proportionnelle  aux  deux  axes,  eft  ap- 
pellée Paramètre  de  celui  qui  eft  le  premier  terme  de 
la  proportion.  Ainfi  fi  l'on  fait  comme  le  premier  Axe 
u4a ,  eft  au  fécond  axe  Bb  ,  de  même  le  fécond  axe  B  b  y 
à  une  troifieme  proportionnelle  p  ;  cette  ligne  /»  fera  le 
Paramètre  du  premier  axe  A  a. 

9- 

Toutes  les  lignes  qui  pafTent  par  le  centre  C,  font  ap- 
pellées Diamètres  :  ceux  qui  rencontrent  les  Hyperbo- 
les oppofées ,  premiers  Diamètres ,  &  ceux  qui  ne  les 
rencontrent  point ,  quoique  prolongées  à  l'infini  ,Jeconds 
Diamètres. 

10. 

Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  une  Hyperbole 
qu'en  un  feul  point  ,  &  qui  étant  continuée  de  part  & 
d'autre  ,  n'entre  point  dedans ,  mais  tombe  au  dehors , 
eft  appellée  Tangente  en  ce  point. 


Remarque. 
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Remarque. 

7t.  CJn  a  dit  dans  la  première  définition  que  li Ion-  Fig.  ^^ 
gueur  du  fil  FMO  doit  être  moindre  ou  plus  grande  que 
celle  de  la  règle  fMO;  dont  la  raifon  eft  que  s'il  étoit 
égal  à  cette  règle,  le  (lile  ili  décriroit  dans  ce  mouve- 
ment ,  une  ligne  dont  tous  les  points  M  feroient  égale- 
ment disants  des  deux  points  i^,  /";  puifque  retranchant 
du  fil  &  de  la  règle  ,  la  partie  commune  Al  O ,  les  reftes 
MF ,  Mf ,  feroient  toujours  égaux  entr'eux.  D'où  il  e{t 
vifibic  que  cette  ligne  ne  feroit  autre  qu'une  ligne  droite 
indéfinie -B  i»,  menée  perpendiculairemeait  h  la  droite  F^' 
par  fon  point  du  milieu  C 

Corollaire     L 

72.  Il  fijit  de  la  définition  première,  que  fî  l'on  mené  Fig.   'éi 
d'un   point  quelconque   JVL ,    de   l'une   des    Hyperboles 
oppofées,  aux  deux  foyers  F,f,  les  droites  TkfJF',  Mf\ 

leur  différence  fera  toujours  la  même.  Car  elle  fera  tou- 
jours égale  à  la  différence  qui  fe  trouve  entre  la  longueur 
de  la  règle  &  -celle  du  fil. 

Corollaire     IL 

73.  LoRsquE  le  point  M  tombe  en  ^  ,  il  efi:  vifibic 
que  ikfi^  devient  ^  F ,  &  que  M/"  devient  ^y-,  &  de 
même ,  lorfque  le  point  Tkl  tombe  en  a  ,  en  décrivant 
l'Hyperbole  oppofée  x  a^-,  il  efi  encore  vifible  que  Ai  F 
devient  a  F,<k  que  iVfy  devient  af.  Donc  puifque  la  dif- 
férence de  ces  deux  droites  eft  par-tout  la  même  ,  on  aura 
Af— AF  on  Ff—2^F=  a  F~uf  ou  Ff~iaf;  6c  par- 
tant yûF^^^af.  D'où  il  fuit  : 

1°,  Que  la  diftance  Ff  des  foyers  ,  eft  divifée  en  deux 
parties  égales  par  le  centre  C;  puifque  C^H-^Fou 
CF=  Ca  -h  a  fou  Cf. 

1°.  Que  la  différence  des  deux  droites  AI  F  ,  Mf ,  eft 
toujours  égale  au  premier  dixe  Aa  ;  puifque  dans  l'Hy- 
perbole XAZ ,  on  à  toujours  Mj—  MF^^Af—AFou. 
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Af —  afjôc  que  dans  fon  oppofce  xa:^ ,  on  a  auffi  tou- 
jours MF—Mj  =  aF—  af  ou  a  t'-~  A  F. 

Corollaire  III. 

74.  1  L  fuit  de  la  définition  cinquième  : 

i«.  Que  le  fécond  axe  fJZ',  eft  divifé  en  deux  par- 
ties égales  par  le  centre  C  ;  car  les  triangles  redangles 
A  CB  ,  A  Cb,  feront  égaux ,  puifqu'ils  ont  des  hypothé- 
nufes  égales  A  B  ,  Ab  ,  ôc  \q  côté  A  C  commun. 

2°  Que  fi  l'on  prend  fur  le  fécond  axe  B  b  ,  la  partie 
CE  égale  à  la  moitié  CA  du  premier ,  &  qu'on  tire  l'hy- 
pothénufe  AE  :\e  fécond  axe  B6  fera  plus  grand  ,  égal  ^ 
ou  moindre  que  le  premier  ^a  •  félon  que  la  droite  CF  ^ 
e{{  plus  grande  ,  égale  ,  ou  moindre  que  l'hypothénufe 
AE  y  parce  que  l'hypothénufe  Ab  ,  prife  égale  à  CF ,  fe 
trouvera  aufTi  pour  lors  plus  grande,  égale  ,  ou  moindre 
que  l'hypothénufe  AE. 

3".  Que  fi  l'on  prend  fur  le  premier  axe  A  a  de  part 
&  d'autre  du  centre  C,  les  parties  CF,  cf,  égales  chacune 
à  l'hypothénufe  v^i?  du  triangle  redangle  CA  B,  formé 
par  les  deux  demi-axes  CA,  CB  :  les  points  F ,f,  feront 
les  deux  foyers.. 

COROLEAIRE   IV. 

'/'<,.  Les  mêmes  chofes  étant  pofces ,  fi  l'on  nomme 
CF  ou  AB  ^  m;    C  A^ou  Ca,  t;  le  triangle  rectangle 

A  CB  ,  donnera  BC  =  mm' —  tt.  Or  A F=  m  —  r ,  & 
Fa  =  m-\-  t  ;  ôc  partant  AFxFa  =  mm — tt.  D'où  il 
efl:  évident  que  le  quarré  de  la  moitié  CB  du  fécond  axe 
B  b  ,  e^  égal  au  rectangle  do  A  F  par  Fa  parties  du. 
premier  axe  Aa  ,  prifes  entre  l'un  des  foyers  F ,  &  fes 
deux  extrémités  A  y  a. 

Corollaire     V. 

7<j.  1  L  fera  maintenant  facile  de  décrire  les  Hyper- 
boles oppofées  dont  les  deux  axes  Aa  ,B b ,  font  donnés, 
&  dont  l'on  fçait  que  L'axe -^  a  doit  être  le  premier.  Car 
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ayant  trouvé  *  fur  le  premier  axe  Aa  ,  les  foyers  F,  /,  *  Jtc  74. 
on  attachera  dans  le  point  F ,  le  bout  d'un  iil  FMO  ,  du- 
quel l'autre  bout  O  ,  fera  lié  à  l'extrémité  d'une  longue 
règle  O  Mf,  mobile  fur  fon  autre  extrémité  /autour  du 
foyer/,  &  dont  la  longueur  O  Mf  doit  ^'  être  moindre  ou  *  Jn.  71. 
plus  grande  que  la  longueur  du  fil  O  MF,  de  la  ligne  A  a. 
Ayant  enfuite  décrit  par  le  moyen  de  cette  règle  &  de 
ce  fil ,  deux  Hyperboles  oppofées  XA  Z ,  xa  :^,  comme 
l'on  a  enfeigné  dans  la  définition  première  ,  il  efi  évident 
qu'elles  auront  pour  premier  axe  ,  la  ligne  Aa  ,  ôc  pour 
fécond  ,  la  ligne  B  b.    Et  c'efi  ce  qu'on  demandoit. 

Plus  la  règle  O  M/ fera  longue,  &  plus  les  portions 
•des  Hyperboles  oppofées  ,  qu'on  décrira  par  le  moyen 
de  cette  i-egle ,  feront  grandes  ;  de  forte  qu'on  les  peut 
augmenter  autant  que  l'on  voudra ,  en  augmentant  égale- 
înent  la  longueur  de  la  règle  &  celle  du  fil. 

PROPOSITION     I. 

Théorème. 

77.  01  Pon  ment  V  or  donne  e  M  P  ^«  premier  axe  A  a  , 

o'  qu'on  prenne  fur  cet  axe  prolongé  la  partie  AD  égale  à 

M  F ,  du  côté  du  foyer  F  ,  lorj'que  le  point  M  tom.be  Jur 

rHyperbole'KAZ,  &du  côté  du  foyer  ^  lorfqu  il  tombe  Jiir 

fon  oppofce  xaz  ;  ]c  dis  que  C  A .  CF  :  :  CP .  CD. 

Ayant  nommé  comme  auparavant  les  données  CA 
ou  Gz ,  t\  CF,  ou  Cf,  m  ;  &c  de  plus  les  indéterminées 
CF ,  x  ;  PAl,y  ;  &  l'inconnue  CD ,  7  ;  on  aura  dans  le 
premier  cas ,  AD  ou  MF^^'^  —  t,  aï)  ou  il-i/ '==  {  -f- f , 
F P^x  —  m  ou  m  —  x  (  félon  que  le  point  P  tombe  au- 
deffous  ou  au-deiTus  du  foyer  F)  ,  Ff=  x  -\-m  :  &  dans 
!e  fécond  cas,  AD  ou  Afi^"={  -h  r ,  a  D  ou  /kI  '={— f, 
FF  =  x-i~m,  Pf^=x — m  ou  ni  —  x  félon  que  le  point 
P  tombe  au-defius  ou  au-defTous  du  foyer  f. 

Cela  pofé ,  le  triangle  reélangle  MPP^  donnera  {{+  -^{ 
H-ff=jj-+-XA"+2.7zx-r-/72m  j  fçavoir  ,  —  dans  le  premier 

G  ij 
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cas ,  -1-  dans  le  fécond  ;  &  l'aiia-c  rn:ingle  reélangle  MPf 
donnera  ^7-H2f:^-|-ff=^jj-h-.r.v-+-  im  x  -{-  mm  ; 
fçavoir  ,  -i-  dans  le  premier,  &  —  dans  le  fécond. 

Maintenant,  fi  l'on  retranche  par  ordre- dans  le  pre- 
mier cas,  chaque  membre  de  la.  première  équation  de 
ceux  de  la  féconde  ;  &  au  contraire  dans  le  fécond  cas ,. 
chaque  membre  de  la  féconde  de  ceux  de  la  première  , 

irvient4f:[=4//i.Y;  d'où  l'on  tire  CX)  (;^):=  —  .  Donc 

CA  (r).  CF(,n)  :  :  CP  (x).  CD  (i).   Ce  gu' il f allait,  &c. 

Corollaire. 


78.  1 L  efl  évident  que  fi  l'on  nomme  les  données 
Cy4  ou  Ca  ,  t  ;  C/''oli  Cf\  /7î  ■  &  l'indéterminée  CF ,  x  • 

on  aura  toujours  AIF  :^^'—  —  t  ,&.  Mf=  —  -4-  r ,  lorf- 

que  le   point  71^  tombe  fur  l'Hyperbole  XAZ ,  qui  a 
pour  foyer  le  point  F  :  ce  qu'au  contraire  on  aura  J\dF 

=  —  -h  r,  &  Mf=^  '--  —  f ,  lorfque  le  point  M  tombe 

fur  fon  oppofée  xa:^,  qui  a  pour  foyer  le  ^o'mtf. 

PROPOSITION     IL 

Théorème. 

79.  J-/E  çuarrc  d'une  ordonnée  çuclcon/jue'P  M ,  au- 
premier  axe  A?i,  eji  au  rcclangle  de  A  P par  P a  ,  parties 
de  cet  axe  prolongé ,  comme  le  cjuarré  dejbn  conjugue  B  b, 
ejî  ou  cjuarré  du  premier  axe  A  a. 

Il  faut  prouver  que  P  Al".  A  P  x  P  a  :  :  Ji  b'.  A  a. 

Les  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  la  Propofi- 

tion  précédente,   fi  l'on  met  dans  l'équation  {■f-r-2f{' 

Art.  77,      -{-  tt=^yy  -t-  XX  ZZ^zni  x  -{-  m  m  que  l'on  a  trouvée  ^  par 

le  moyen  du  triangle  reîtangle  MPF,  a  !a  place  de  :^, 

fa  valeur  —  ,   on   formera  toujours  celle-ci    ttyy=^ 

mmxx  —  mmtt: — ttxx-^-t'' ,  laquelle  étant  réduite  à  une 

proportion  ,  donne  P  M.  Cjj)  .  AP  x  P  a  {^xx  —  tt')  :-.- 
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B  C  *  (m:n — n) .  CA  (jt)  ::  Bip  ,  Au  .   Ce  qu'il falloit  *  jrt.  75. 
démontra:. 

CoROLEAIRB       T. 

80.  s  I  l'on  mené  une  ordonnée  MK  zn  fécond  axe 
Bb ,  lequel  j'appelle  xc  ;  il  eft  clair  que  M.K^  CP  (x) , 

ôc  que  CK=PAI(y).  Ov¥M  {yy).  AF  x  Pa  (xx—n):: 

Bb  (4  ce).  Au  {j\tt).  Et  partant  4  ccxx  =  a  ce  tt-\-â^  ttyy  ; 

ce  qui  donne  cette  proportion  /i-j  K  {x  x).  C K  -\-  CB  . 

{yy^cc)y.Aa    {^t[).  'Fb\^cc) 

C'eR-à-dire  que  le  quatre  d'une  ordonnée  quelconque 
.Ma  au  fécond  axe  B  b  ,  eu:  au  quarré  de  C  K ,  joint  au 
quatre  de  Ci?  moitié  du  fécond  axe  B  b ,  comme  le  quarré 
de  fon  conjugué  Aa,  e{[  au  quarré  de  ce  fécond  axe  B  b. 

Ç  o  R  o  I.  L  A  I  R  E'  1 1.     Fondamental^ 

81.  o  I  l'on  nomme  le  premier  ou  fécond  axe  ^i3 ,  2  i';  Fig.  58   5£ 
fon  conjugué  Sa.  2c;  fon   paramètre  p  ;  chacune  de      i'J' 
les  ordonnées  P  M,  y  ;   6;  chacune  de  fes  parties  CP  , 
prifcs  entre  le  centre  &  les  rencontres  des  ordonnées  ^  x;^ 

on  aura  toujours  ^  PM  {yy).  CP  Z^-CA  {xx^tt)  :%  *  Art.  79  «S- 

Bb  (4  ce) .  j^La  (^tc)  :  :  p.  A  a  (2  t).  puifque  félon  la  dé- 
finition du  paramètre  Aa  (it).  Bb  (2c)::Bb{2c). 

p  ='^—.  où  l'on  doit  obferver  que  c'eft  le  ligne  — lorf- 

que  l'axe  A  a  efl  le  premier,  &  qu'ainfi  on  peut  fubfti- 

tuer  alors  k  la  place  de  CP  —  CA  ,  le  re(5î:angle  AP  x  Pa 
qui  lui  eft  égal;  &  au  contraire  que  c'eft  le  ligne  -\- 
lorfque  l'axe  Aa  eft  le  fécond.  D'où  en  multipliant  d'abord 
les  Extrêmes  &  les  Moyens  de  la  première  propor- 
tion y  y.   XX  Z^  n  ::  4CC.  4/f.    enfuitc  de.  l'autre  y  y. 

xx^rt::p.  it.  ]  on  tire  jj^-^^ -+-c.-,  &  jj=^  _^^ 

~pt.    Or  comm.e  cette  propriété  convient  également  à 
tous  les  points  des  Ky.perboies  oppofées ,  &  qu'elle  eiï 
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détermine  la  pofition  par  rapport  aux  axes  ;  il  s'enfuit 
que  l'équanonyy=~Z^cc,ouyy==P~Z^'-ptyÇti 
expriaie  parfaitement  la  nature  par  rapport  à  fes  axes. 

Corollaire     III. 

82.  Si  l'on  mené  deux  ordonnées  quelconques  MP, 

NQ  à  l'axe  A  a,  il  eu  clair  que  MF'.  ^ÎV  :  :  ZTp  I^I 

CÂ\  CÏI+  'cl .  Car  Jm  .  C7+  CA  :  :  Bb\  ITa  :  : 

{^N  .  C'q  ~^  c'a.  Donc ,  &c. 

Il  eft  bon  de  remarquer  encore  qu'on  peut  fubftituer 

\  la  place  de  Ct*  —  CA  ,  &  Ci^  —  CA  ,  les  reâ:angles 
A  P  X  P d ,  A  Q^x  Qa  ,  qui  leur  font  égaux  ;  ce  qu'il 
faut  toujours  obferver  dans  la  fuite. 

Corollaire     IV. 

83.  Si  l'on  mené  par  un  point  quelconque  P  de  l'un 
ou  de  l'autre  axe  A  a  (prolongé  lorfque  c'eft  le  premier) 
une  parallèle  M  P  M  k  fon  conjugué  B  b -^  elle  rencon- 
trera une  Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofées  en 
deux  points  M,  M,  également  éloignés  de  part  oc  d'au- 
tre du  point  P,  &  non  en  davantage.  Car  afin  que  les 
points  i^  ,  M ,  foient  à  une  Hyperbole  ou  aux  Hyper- 

*  Jrc.  81.      boles  oppofées,  il  faut  ^  que  les   quarrés  de  P JM  (y) 
prifes  de  part  &  d'autre  de  l'axera ,  foient  égaux  chacun 

à  la  même  quantité  ^^ -^  ce. 

Corollaire      V. 

F1G.58&39.      84.  Il  fuit  deceque  J7  =  "^l+Icc,  queplus  CP 

(x)  prife  de  part  ou  d'autre  du  centre  C,  devient  grande, 
plus  auifi  chaque  ordonnée  P  M  (y)  prife  de  part  ëc 
d'autre  de  l'axe  Au,  augmente,  &  cela  à  l'innni  ;  & 
qu'au  contraire  plus  CP  (x)  devient  petite  ,  plus  aufîï 
F  M  (y)  diminue  j  de  forte  que  {fig.  38.)  CP  (x)  étape 
égale  à  CA  ou  Ca  (r)  lorfque  l'axe -^ a,  eft  le  premier, 
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FM  (y)  devienc  alors  nulle  ou  zéro;  &  que  (fig.  39.) 
CP  (x)  t'cant  nulle  ou  zéro  ,  lorfque  l'axe  u4a  elt  le  fé- 
cond,  chaque  FM  (y)  qui  devient  alors  CB  ou  Cb  (t), 
cil  la  moindre  de  coures  les  ordonnées  FAI  (y)  prifes  de 
parc  ôc  d'aucre  du  cenrre.  D'où  il  cil  clair  : 

1°.  Que  fi  l'on  mené  (j%.  3;.)  par  les  extrêmirés  -6,3, 
du  premier  axe  Bb,  des  parallèles  au  fécond  ^a-^  elles 
feronc  tangences  en  ces  points. 

2".  Que  les  Hyperboles  oppofées  s'éloignent  de  parc 
&  d'aucre  de  plus  en  plus  à  l'infini  de  leurs  axes  conju- 
gués ,  en  commençant  par  les  extrémités  du  premier  : 
avec  cette  différence  néanmoins  que  le  premier  axe  ren- 
contre chacune  des  Hyperboles  oppofées  en  un  point,. 
&  qu'étant  prolongé  il  pafle  au  dedans  ;  au  lieu  que  le 
fécond  tombe  tout  entier  entre  les  Hyperboles  oppofées ,, 
&  ne  les  rencontre  jamais  ,  quoique  prolongé  à  l'infini. 

Corollaire     VI. 
S-^.  Il  fuit  encore  de  ce  que  yy  =  ~'^  Z^cc ,  que  iï 

l'^on  prend  les  points  F,  P ,  également  éloignés  de  part: 
&  d'autre  du  centre  C,  les  ordonnées  F  Aï ,  PA/,  feronc 
égales.  D'où  il  eft  clair  que  fî  une  ligne  droite  MAI ,. 
terminée  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyperboles  op- 
pofées,  efi:  coupée  en  deux  également  par  un  axe  B  b  en 
un  point  K  autre  que  le  centre ,  elle  fera  parallèle  à  fon 
conjugué  yî.i.  Car  menant  des  parallèles  MF ,  MF ,  à 
l'axe  B  b ,  Yà  ligne  P  P  ,  fera  coupée  par  le  milieu  en  C, 
puifque  Al  AI  l'eft  en  iC,  &  partant  les  ordonnées  P  ikT,. 
Pyi-i,  feront  égales.  La  droite  MM  fera  donc  paral- 
lèle à  Taxera. 

Corollaire     VII. 

8(î.  o  I  l'on  conçoit  que  le  plan  fur  lequel  les  Hy- 
perboles oppofées  font  tracées  ,  foit  plié  le  long  de 
1  axe  ^ci ,  en  force  que  fes  deux  parties  fe  joignent ,  il 
eft  clair  (jig.  ^c^.)  lorfque  l'axera  eft  le  fécond ,  q_ue  les 
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deux  Hyperboles  oppoiëes  tomberont  exactement  l'une 
fur  l'autre  ;  fç.ivoir  ,  les  points  B  ,  M ,  &c.  fur  les  points 
■*  .i'/i.  85.  b,  AI ,  &ZC.  puifquc  ■^  toutes  les  perpendiculaires  Bby 
MM  à  cet  axe ,  font  coupées  par  le  milieu  aux  points 
C,  P,&c. 

Par  la  même  raifon  {fig.  38,)  lorfque  l'axe  Aa  eft  le 
premier,  les  portions  des  Hyperboles  oppofées  qui  font 
de  part  &  d'autre  de  cet  axe  ,  tomberont  exactement 
l'une  fur  l'autre. 

AVERTISSEMENT. 

On  a  fuivi  jufqu'ici  la  même  méthode  que  dans  l'EI- 
Jipfe  ,  &  on  auroit  pu  la  continuer  jufqu'à  la  fin  ;  mais 
comme  il  faut  néceflliirement  parler  de  certaines  lignes 
particulières  à  l'Hyperbole,  &  qu'on  peut  par  leur  moyen 
prouver  les  mêmes  chofes  d'une  manière  plus  aifée ,  on 
a  pris  ce  dernier  parti. 

DÉFINITIOlïS. 

II. 
iG.  40.  g|  j>Qj^  mené  du  centre  Cdeux  droites  indéfinies  CG , 

Cg,  parallèles  aux  lignes  ^Z»,  AB,  menées  del'extrê- 
•  mité  J^  du  premier  axe^a,  aux  deux  extrémités  -S,  3, 
du  fécond  :  ces  deux  droites  feront  appellées  les  Afympto^ 
tes  de  l'Hyperbole  MAM\  &  fi  on  les  prolonge  indé- 
finiment de  l'autre  côté  du  centre  ,  elles  feront  nom- 
piées  les  A/y mptotes  de  l'Hyperbole  oppofées  M2M, 

12. 

Le  quarré  de  la  partie  CG  ,  ou  Cg ,  d'une  afymptote, 
comprife  entre  le  centre  C,  &  la  rencontre  de  la  ligne 
AB  ,ou  Ah  ,  menée  de  l'extrémité^  du  premier  axe,  à 
l'extrémité  B  ,  ou  b  ,  du  fécond  ,  eft  appelle  la  Pui^lmcc 
de  l'Hyperbole  M  A  M,  on  de  fou  oppofée  Mu  M. 


Corollaire  î. 
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Corollaire  I. 

87.  Il  eft  évident  que  l'angle  GCg,  fait  par  les 
afymprotes  d'une  Hyperbole,  ou  Ton  égal  BAh,  eft  moin- 
dre ,  égal,  ou  plus  grand  qu'un  droit  •  félon  que  le  fé- 
cond axe  B  b  cik  moindre ,  égal ,  ou  plus  grand  que  le 
premier-^ a.  Car  lorfquc  le  premier  axe  Jla  furpalTe  le 
fécond  B  b ,  (^  moitié  CA^  furpafTe  la  moitié  CB  du  fé- 
cond ;  &  par  copféquent  dans  le  triangle  reélangle  CAB, 
l'angle  C-^  5  eft  moindre  qu'un  demi -droit.  Les  deux 
angles  égaux  CAB,  CAby  qui  font  enfemble  l'angle 
BAb,  feront  donc  moindres  qu'un  droit.  Les  deux  au- 
tres cas  fe  démontrent  de  la  même  manière. 

Corollaire       II. 

88.  A  CAUSE  des  triangles  femblables  BAb  ,  BGC , 
il  eft  clair  que  la  ligne  AB  ci\.  divifée  par  l'afymptote 
CG  en  deux  parties  égales  au  point  G  ,  &  que  CG  eiï  la 
moitié  de  A  b  -j  puifque  5  C  eft  la  moitié  de  B  b.  On 
prouvera  de  même  que  -^^  eft  divifée  par  l'afymprore 
Cg"  en  deux  parties  égales  au  point  g",  &  que  Cg  eft  la 
moitié  de  A  B.  Donc  toutes  les  lignes  CG ,  GA,  G  B , 
Cg,  g-^i  0^  }  fo"C  égales  entr'elles  ;  puifqu'elles  font 
égales  chacune  a  la  moitié  de  l'une  ou  l'autre  des  lignes 
JiB ,  Ah,  que  l'on  fçaic  être  égales  entr'elles  ,  fuivanc 
la  définition  5^ 

Corollaire      III. 

89.  J_j  A  puifTance  d'une  Hyperbole  eft  égale  à  la  qua- 
trième partie  de  la  fomme  des  quarrés  des  deux  demi-axes. 

Car  nommant  C^,f;  CB yC,  CG ,  m  ;  onaura*5v4=2m,  *  An.  8 S. 

&  à  caufe  du  triangle  redangle  ACB  ,  le  quarré  A  B 
{^mm)  =  tt-i-cc.  Et  par  eonféquent  CG  (m/n)  =  '-^— ^. 


H 
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PROPOSITION     III. 

Théorème. 

Fi  G.  4c.  5JO.  01  Von  mené  par  un  point  quelconque^,  de  l'une 

ou  de  Vautre  des  Hyperboles  oppofées ,  une  ligne  droite. 
'R.r  perpendiculaire  au  premier  axe  A  a  qu'elle  rencontre 
en  F ,  &  terminée  par  les  afymptotes  e/z  R  (5"  r  ;  je  dis 
que  le  reSangle  de  KM.  par  M.t  ,  ejî  égal  au  quarri  de 
B  C  ,  moitié  du  fécond  axe  B  b. 

Jl  faut  prouver  que  RM  x  Mr  =  BC'. 

Nommant  les  connues  CA^t;  CB ,  c;  &  les  indéter- 
minées CP,  xy  PikT,  y  ;  les  triangles  femblables-^C5, 
CPr,  &  A  C^,  CPR,  donnent  C^  (t) .  CB  ou  Ce  (c)  :  : 

CP(x).  Fr,  ou  PR=-j.  Donc  RM,  ou  PR±P M 

=  T  —  J'  &  Mr,  ou  P/-ZiiPM=  ^IjUj.  Et  par  con- 

féquenc-RMx  Mr=—^— — yy=  B  C  (ce)  en  mettant 

*  ^n.  Si.     pour  yy  fa  valeur  ^  ——  —ce.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire     I. 

91.  Il  eft  clair  quePiW   (—^  —  ccA  eft  toujours 

moindre  que  PR  ou  Pr   f-yp)  ;    &  par  conféquent 

que  tous  les  points  dès  Hyperboles  oppofées  ,  tombent 
dans  les  angles  faits  par  leurs  afymptotes  ;  de  forte  qu'il 
a'eu  peut  tomber  aucun  dans  les  angjes  d'à  côté. 

GOROLLAIRE      II. 

92,  S  I  l'on  mené  par  deux  points  quelconques  M,  iST, 
d^une  Hyperbole  ou  des  Hyperboles  oppofées ,  deux  li- 
gnes droites  Rr ,  Kk  ,  perpendiculaires  au  premier  axe, 
&  terminées  par  les  afymptotes  :  il  eft  évident  que  les 
reélangles  RMxMr,  KNx  N k ,  feront  toujours  égaux: 
entr'eux  ;  puifqu'ils  font  égaux  chacun  au  quarré  de  la 
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moitié  5  C  du  fécond  axe  B  b.  D'où  l'on  voit  que  R  M. 
KN::  Nk.  Mr. 

PROPOSITION     IV. 

Théorème. 

93.  Sr  l'on  mené  par  deux  points  quelconques  M,N, 
d'une  Hyperbole  ou  des  Hyperboles  oppojces,  deux  droi- 
tes Hh,  ÎjI  ,  parallèles  entr* elles ,  ^  terminées  par  les 
afyniptotcs  ;  je  dis  que  les  rcSangks  HMx  Mh,  LN  X  NI, 

feront  égaux  entr'cux. 

Jl  faut  prouver  ^z/c  HMxMli  =  LNxNL 
Ayant  mené  les  droites  Rr,  Kk ,  perpendiculaires  au 
premier  axe^a,  il  eft  clair  que  les  triangles  MRHj 
NKL,  ôcMrh,  Nkl,  font  ferablables  ;  puifqu'ils  font 
formés  par  des  parallèles.  On  aura  donc  RM.  K N  :: 
HM.LN.  EtNk.Mr::NL  Mh.  Or  "(^  RM.KN::  *  Jn.  c,^ 
Nk.  Mr.  Donc  H  M.  LN::  NI.  Mh.  Etparconfé- 
quent  HMx  Mh.  =  LNx  NI.  Ce  qu'il  fallait ,  &c. 

Corollaire     I. 

94.  S I  l'on  fuppofe  que  la  ligne  NL  parallèle  à  M?î, 
paflTe  par  le  centre  C,  c'ell-à-dire ,  qu'elle  devienne  CE  : 
il  eft  clair  que  les  deux  points  L ,  l ,  fe  réuniront  au 
centre  C/  &  panant  que  le  redlangle  LNx  NI,  deviendra 

le  quarré  £C.  D'où  l'on  voit  que  fi  l'on  mené  d'un 
point  quelconque  E  ,  l'une  des  Hyperboles  oppofées 
au  centre  C,  la  droite  CE ,  &  par  un  autre  point  quel- 
conque M  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  Hyperboles  , 
une  ligne  MHli,  parallèle  à  CE ,  &  qui  rencontre  les 
afymptotes  en  H  &  A  ;  le  quarré  de  C  E  fera  égal  au 
redangle  de  H  M  par  M  h. 

COROLLAIRB       II. 

95.  Si  l'on  mené  par  un  point  quelconque  iV,  de 
l'une  des  Hyperboles  oppofées ,  une  ligne  droite  L  l ,  ter- 
minées par   les  afymptotes ,  ■&  qui  rencontre  l'une  ou 

Hij 
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l'autre  de  ces  Hyperboles  en  un  autre  point  n  ;  les  par- 
ties LN ,ln  ,  de  cette  droite  prifes  entre  les  points  des 
Hyperboles  &  la  rencontre  des  afymptotes ,  feront  éga- 
les entr'ellcs.  Car  nommant  LN,a  ;  Nn,b;  nl,c\  on  aura 
LNxNl{abZ;;:ac)  =  HMxMli=-Lnxnl.{l^cZ^ac),. 
d'où  l'on  tire  LN  (^)  =  In  (c). 

Corollaire     III. 

96.  S  I  l'on  fuppofe  dans  le  Corollaire  précédent  que 
îa  ligne  Nn  ,  terminée  par  les  Hyperboles  oppofées  , 
pafTe  par  le  centre  C ,  c'eft-à-dire  ,  qu'elle  devienne  le 
premier  diamètre  ED  :  il  eft  évident  que  les  deux  points 
L,ly{'e  réuniront  au  centre  C;  &  qu'ainfi  NL  deviendra 
E  C,  ôc  ni ,  C  D.  D'où  l'on  voit  que  tout  premier  dia- 
mètre DE ,  eft  divifé  en  deux  également  par  le  centre  C. 

C    O    R    O    L    L    A    I    R    E       I    V. 

97..  S  I  deux  lignes  droites  Mm,  N  n  ,  parallèles  en- 
tr'elles  ,  font  terminées  par  une  Hyperbole  ou  par  les 
Hyperboles  oppofées,  &  rencontrent  une  afymptote  aux 
points  H  ,  L\  je  dis  que  les  rectangles  MH  x  Hm^ 
N  L  X  Ln,  feront  égaux  entr'eux.  Car  prolongeant ,  s'ib 
eft  néceftaire  ,  ces  deux  lignes ,  jufqu'à  ce  qu'elles  ren^ 
contrent  l'autre  afymptote  aux  points  h  ,  l  ^  les  parties 
^  MH ,  mh  ,  &  N  L,  ni,  feront  égales  *  cntr'elles  :  & 

'"'^^'  ^^"      partant,  puifque  HMxMh  =  LNxNl,  il  s'enfuit  que 
MBxHm  =  NLxLn. 

PROPOSITION    V,. 
Problême. 

î  j  G.  41.  g8.  S  I  l'on  mené  par  deux  points  quelconques  M ,  N  ^ 

d'une  Hyperbole  ou  des  Hyperboles  oppofées,  deux  droi^ 
/ejc  M  H  ,  N  L ,  parallèles  entr  elles  &  terminées  par  un 
afymptote  y  (S*  deux  autres  droites  Mh,  NI,  aujfi parallèles 
entr  elles  ,  (&  terminées  pat  l'autre  afymptote  y  je  dis  qut 
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Us  recianglcs  HM  x  Mh  ,  NL  x  NI ,  font  égaux  cntr'eux. 
Cette  Propofition  fe  prouve  de  la  même  manière  que 
la  précédente  ,  &  il  n'y  a  rien  à  changer  dans,  la  démonf- 
tration. 

Corollaire     L 

99.  S  I  les  droites  iMH,jM/i,  ôc  N L,  NI,  font  pa-  Fig.  41. 
rslièles  aux  deux  afymptotes  ;  il  eft  clair  que  les  paral- 
lélogrammes JH H  Cil ,  N  L  Cl ,.  auffi  bien  que  les  trian- 
gles CH  M  y  C  L  N  y  qui  en  font  les  moitiés  ,  font  égaux 
entr'eux  ;  puifque  les  côtés  de  ces  parallélogrammes  au- 
tour des  angles  égaux  HMh,  LN l ,  font  réciproque- 
ment proportionnels. 

Corollaire     II. 

xoo.  L'ES  mêmes  chofes  étant  pofécs  que  dans  le 
Corollaire  précédent  ,  il  elt  vifible  que  CHxH M.=: 
CLxLN\  puifque  dans  cette  fuppofîtion  Mh  =  CH ,ôc 
Nl=CL  :  c'eft-à-dire  ,  que  fi  l'on  mené  par  deux  points 
quelconques  iVf ,  N ,  de  l'une,  ou  des  Hyperboles  op- 
pofées ,  deux  droites  MH ,  N  L,  parallèles  à  l'une  des 
afymptotes  ,  &  terminées  par  l'autre  ;  les  red;angle3 
CHxH  M,  CLxLN ,  feront  toujours  égaux  entr'eux: 
&  qu'ainfi  CH.CL::L  N.  M  H. 

Corollaire     III. 

roi.  JT^uiSQUE  l'extrémité  u4  du  premier  axe,  eft 
un  des  points  de  l'Hyperbole  ,  &  que  la  ligne  ^B ,  qui 
coupe  en  G,  l'afymptote  CG ,  eft  parallèle  à  l'autre  afymp- 
tote  Cgj  il  s'enfuit  ^  que  le  redangle  CHx  H  M  fera  *  An^ioo., 
toujours  égal  au  même  redangle  CG  x  G^jOU"^  au  quar-  *  ^^.^^  gs^ 

ré  CG  ,  c'eft-a-dire,  félon  la  définition  1 2%  à  la  puiffance 
de  l'Hyperbole,  Si  donc  l'on  nomme  la  donnée  CG ,  m\ 
&  les  indéterminées  CH,  xj  H  M,  y;  on  aura  toujours 

CH  X  H  M  {x  y)  =  CG  (m  m).  Or  comme  cette  pro- 
priété convient  également  à  tous  les  points  des  Hyper- 
boles oppofées ,  ôc  qu'elle  en  détermine  la"  pofition  par 
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rapport  à  Ces  afympcotcs  ;  il  s'enfuie  que  l'équation 
xy=mm.  en  exprime  parfaitement  la  nature  par  rap- 
port à  fes  afymptotes. 

Corollaire     IV. 

102.  Il  fuit  de  ceque  iîAf  (j)=  —  ,  que  plus  CH 

(x)  augmente  ,  plus  au  contraire  H  M  (j)  diminue  ;  de 
forte  que  CH  (x)  étant  infiniment  grande  ,  H  M  (y) 
fera  alors  infiniment  petite  ,  c'eft-à-dire ,  nulle  ou  zéro. 
D'où  l'on  voit  que  l'Hyperbole^  M,  &  fon  afymptote 
CH  (étant  prolongées)  s'approchent  de  plus  en  plus, 
de  forte  qu'enfin  leur  diftance  devient  moindre  qu'au- 
cune donnée  ;  &  que  cependant  elles  ne  fe  peuvent  ja- 
mais rencontrer  ,  puifqu'elles  ne  fe  joignent  que  dans 
l'infini  où  l'on  ne  peut  jamais  arriver.  Il  en  eft  de  raêtne 
pour  l'autre  afymptote  Cg. 

Corollaire     V. 

103,.  IIntre  toutes  les  lignes  qui  pafTent  par  le  cen- 
tre C,  1°.  Celles  qui ,  comme  A  a  ,  tombent  dans  les  an- 
gles faits  par  les  afymptotes  du  côté  des  Hyperboles,  ren- 
contrent chacune  des  Hyperboles  oppofées  en  un  feu! 
point  A,  ou  a;  &  étatit  prolongées ,  elles  paffent  au  dedans 
de  CCS  Hyperboles.  Car  à  caufe  des  angles  GCA  ,gCA,  & 
de  leurs  oppofés  au  fommet ,  il  eft  clair  que  la  ligne  Aa , 
s'éloigne  de  plus  en  plus  de  l'un  &  de  l'autre  afymptote; 
au  lieu  que  les  Hyperboles  oppofées  s'en  approchent  tou- 

*  Àrc  102.   jours  -^  de  plus  en  plus.  2°.  Celles  qui,  comme  5^,  tom- 

bent dans  les  angles  d'à  côté  ,  faits  aufîi  par  les  afympto- 
tes, ne  peuvent  jamais  rencontrer  les  Hyperboles  oppofées, 
quoiqu'on  les  prolonge  à  l'infini  ;  puifqu' aucun  des  points 

*  Jrt.  <)i.     des  Hyperboles  '^  ne  peut  tomber  dans  ces  angles. 

*  Def.  9.  D'où  l'on  voit  ^  que  tous  les  premiers  diamètres  ,  tom- 

bent dans  les  angles  faits  par  les  afymptotes  du  côté  des 
Hyperboles ,  &  que  les  féconds  tombent  dans  les  angles 
a  cote. 
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Corollaire     VI. 

104.  Si  l'on  mené  par  un  point  quelconque  H  ,  de  Fig.  45. 
lune  des  afymptotes  CE ,  une  parallèle  H  M ,  k  l'autre 
Ce  ;  elle  ne  rencontrera  l'Hyperbole  qu'en  un  feul  point 
M  ;  &  étant  continuée  ,  elle  pafîera  au  dedans.  Car  fa 
diftance  de  Ce,  demeure  par-tout  la  même,  au  lieu  que 
l'Hyperbole  s'en  approche  ^  toujours  de  plus  en  plus.         *  ^n.  loz. 

Corollaire     VI  i. 

lOi^.  LJe-la  il  eft  évident  que  fi  par  un  point  quel- 
conque M ,  d'une  Hyperbole ,  Ton  mené  deux  droites 
indéfinies  MH ,Mh ,  parallèles  ir  fes  afymptotes  Ce,  CE. 

1°.  Tous  les  points  de  l'Hyperbole  qui  lui  eft  oppofée, 
tomberont  dans  l'angle  HMh  ;  puifqu'ils  tombent  tous  ^  *  Art.  91-.- 
dans  l'angle  fait  par  fes  afymptotes  ,  lequel  eft  renfermé 
dans  l'angle  RM  h. 

2°.  \^fts  deux  portions  de  l'Hyperbole  ,  tomberont  dans 
les  deux  angles  a  côté  de  celui-ci  ;  ainfi  aucun  de  fes  points 
ne  tombera  dans  l'angle  oppofé  au  fommet  à  l'angle 
HMh. 

y.  Toutes  les  lignes  qui,  comme  MF,  tombent  dans  l'an- 
gle HiVf  A,  rencontrent  (étant  prolongées  du  côté  de  F) 
l'Hyperbole  oppofée  en  un  point  iV^  &  paffent  au  dedans  ; 
puisqu'elles  s'écartent  de  plus  en  plus  des  droites  MH , 
Mhy  &  par  conféquent  de  fes  deux  afymptotes  qui  leur 
font  parallèles  :  mais  étant  prolongées  de  l'autre  côté  du 
point  ikf,  elles  entrent  au  dedans  de  l'Hyperbole  qui  paffe 
par  ce  point ,  &  ne  la  rencontrent  jamais  ailleurs. 

4".  Toutes  les  lignes  qui ,  comme  E  e  ,  tombent  dans 
les  angles  à  côté  de  i'angle  HMh,  rencontrent  les  deux 
afymptotes  de  l'Hyperbole  qui  pafTe  par  le  point iW^;  ainft 
lorfqu' elles  paflcnt  au  dedans  de  l'une  de  fes  portions , 
elles  la  rencontrent  néceffairement  en  quelque  point  N  ,. 
puifqu'elles  vont  rencontrer  l'afymptote  qui  tombe  aa 
dehors  de  cette  portion ^ 
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Corollaire     VIII. 

lo^.  1°.  S  I  l'en  mené  par  un  point  quelconque  TW, 
d'une  Hyperbole ,  une  ligne  droite  Ff,  qui  rencontre 
l'une  de  fes  afymptotes  au  point  F,  &  l'une  des  afymp- 
totes  de  l'Hyperbole  oppofée  au  point/";  &  qu'on  la 
prolonge  en  N ,  en  forte  que  fN,  foit  égaie  à  FM  :  je 
dis  que  le  point  iV,  fera  à  l'Hyperbole  oppofée.  Car 
la  ligne  Ff,  tombe  dans  l'angle  H Mh  ,  &  rencontre 
par  conféquent  l'Hyperbole  oppofée  en  quelque  point 
N ,  comme  l'on  vient  de  démontrer  dans  le  Corollaire 
*  Jn.  ç)^      précédent.   Donc-^,&c. 

2°.  Si  l'on  mené  par  un  point  quelconque  M ,  d'une 
Hyperbole  ,  une  ligne  droite  Ee,  terminée  par  fes  afymp- 
totes,  &  qu'on  prenne  fur  cette  ligne,  la  partie  e  N,  égale 
h.  E  M  :  je  dis  que  le  point  N,  fera  encore  l'un  des 
points  de  cette  Hyperbole.  Car  menant  MH ^  paral- 
lèle à  l'afymptote  Ce  ,  &  terminée  par  l'autre  en  if ,  fi 
l'on  prend  fur  cette  autre  afymptote  ,  la  partie  CL,  égale 
'  à  H  E  ,  èc  qu'on  tire  L  N,  parallèle  a  H  M  -^  on  a  dé- 
montré dans  l'article  104  qu'elle  rencontrera  l'Hyperbole 
en  un  point  N ,  &  dans  l'article  100,  que  ce  point  fera 
tel  que  CL  on  HE .  H  M::  CH  ou  EL.  LN  ■  d'où  l'on 
voit  que  la  ligne  L  N  ,  rencontre  l'Hyperbole  dans  le 
même  point  où  elle  rencontre  la  droite  Ë  e.  Mais  à  caufe 
des  parallèles  HM,  LN,  il  eft  clair  que  cN=EMf 
puifque  CL  ==//£".  Donc  ,  &Cf 

PROPOSITION    VI. 

Problême. 

Fi  G.  4«.  *07-  l)'v-n  point  donné  M. ,  fur  une  Hyperbole  doi%t 

les  aj'ymptotes  CE,  Ct.,  font  données }  mener  la  tangents 
DMd  ;  <&  démontrer  qu'on  n'en  peut  mener  qu'unejeulç. 

Ayant  mené  du  point  donné  M ,  une  parallèle  MH , 
à  l'une  des  afymptores  Ce. ,  &  terminée  par  l'autre  CE , 
m  point  H  ;  on  prendra  fur  cette  afymptote  ,  la  paràe 

H  D  j 
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U D  égale  à  H  C  -^  on  tirera  par  le  point  donné  iVf,  la 
droite  D  M,  qui  rencontre  l'afymptote  Ce  en  un  point  d. 
Je  dis  en  premier  lieu  ,  que  cette  ligne  D  iM  d ,  touchera 
l'Hyperbole  au  point  M. 

Car  à  caufe  des  triangles  femblables  CD  d  ,  H  D  M; 
la  ligne  Dd ,  terminée  par  les  afymptotes  ,  efl  divifée 
en  deux  parties  égales  par  le  point  M ,  de  même  que 
CD  ,  l'efi  en  H,  Or  s'il  étoit  pofîîble  qu'elle  rencontrât 
l'Hyperbole  en  un  autre  point  O,  il  eft  clair  que  Od, 
feroit  ^  égale  à  MD ,  &  par  conféqucnt  à  Md ,  c'eft-à-  *  Art.  55. 
dire  ,  là  partie  au  tout  ;  ce  qui  ne  pouvant  être  ,  il  s'enfuit 
que  la  ligne  D  Md,  ne  peut  rencontrer  l'Hyperbole, 
qu'au  feul  point  M.  De  plus  ,  fi  elle  pafloit  au  dedans, 
.comme  la  ligne  E  e ,  \\  ell  vifîble  qu'elle  rencontreroit 
la  portion  de  l'Hyperbole,  au  dedans  de  laquelle  elle  paf- 
feroit  en  quelque  point  N  ;  puifqu'elle  iroit  rencontrer 
en  un  point  e ,  l'afymptote  Ce,  qui  tombe  ^  au  dehors  de  *  An.  91, 
cette  portion.  Il  eft  donc  évident  que  la  ligne  D  d ,  ne 
rencontre  l'Hyperbole  ,  qu'au  feul  point  M,  &  qu'elle 
n'entre  point  au  dedans  ;  c'eft-à-dire ,  qu'elle  eft  tangente 
en  ce  point. 

Je  dis  en  fécond  lieu  ,  qu'il  n'y  a  que  la  feule  ligne 
D  Md ,  qui  puilTe  toucher  l'Hyperbole  au  point  M;  car 
fl  l'on  prend  fur  l'afymptote  CE ,  la  partie  HE  ,  plus 
grande  ou  moindre  que  HD  ,  &  qu'on  tire  par  le  point 
donné  M ,  la  droite  E  M ,  qui  rencontre  l'autre  afymp- 
tote  Ce,  au  point  c  ,  il  eft  clair  à  caufe  des  parallèles 
M  H ,  Ce  ,  que  ME  fera  plus  grande  ou  moindre  que 
Me  :  puifque  H  E  a.  été  prife  plus  grande  ou  moindre 
que  H  D  ou  que  H  C.  Or  cela  pofé  ,  fi  l'on  prend  fur 
la  plus  grande  partie  Me  ,  Je  point  N  ,  en  forte  que 
Ne  foit  égale  à  Af^",  il  eft  évident  que  ce  point  ^  *  Arc,  106. 
fera  encore  à  l'Hyperbole ,  &  qu':?infi  la  ligne  Ee  , 
ne  la  touchera  point  au  point  M.  Ce  qui  reftoit  à  dé- 
montrer. 
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Remarque.  , 

io8.  On  a  démontré  dans  l'art.  102  ,  que  plus  Ci? 
devient  grande  ,  plus  au  contraire  H  M  diminue  ;  de 
forte  que  CH  étant  infiniment  grande,  H  M  devient 
infiniment  petite  ,  c'cft-à-dire  ,  nulle  ou  zéro.  Or  C H 
étant  infiniment  grande  ,  If  JD  (qui  lui  eft  égale)  la  fera 
auffi  ;  &  par  conféquent  les  lignes  MD ,  HD ,  qui  ne  fc 
rencontrent  que  dans  l'infini  ,  pouvant  être  regardées 
comme  parallèles,  tomberont  Tune  fur  i'autre ,  puifque 
le  point  AI  fe  confond  alors  avec  le  point  H  :  c'eit- 
à-dire  ,  que  l'afymptote  CE ,  étant  prolongée  à  l'infini,, 
aufTi  bien  que  l'Hyperbole  ,  peut  être  regardée  comme 
une  ligne  qui  la  touche  dans  fon  extrémité.  Il  en  eft 
de  même  de  l'autre  afymptote  Ce  ,  laquelle  peut  être 
regardée  comme  touchant  la  même  Hyperbole  dans  fon 
autre  extrémité. 

D'où  l'on  voit  que  les  deux  afymptotes  peuvent  être 
regardées  comme  des  tangentes  infinies  ,  qui  touchenc 
Î€s  Hyperboles  oppofées  dans  leurs  extrémités. 

C    O    R    G    E    L    A    I    R    E       I. 

109.  Comme  il  n'y  a  que  la  feule  ligne  D Md ^ 
kquelle  étant  terminée  par  les  afymptctes  ,  foit  coupée 
en  deux  parties  égales  au  point  M.  ;  il  s'enfuit  que  fi  une 
ligne  droite  D  Ad  d ,  terminée  par  les  afymptotes  d'une 
Hyperbole ,  la  rencontre  en  un  point  Ai ,  qui  coupe  cette 
ligne  droite  en  deux  parties  égales  ;  elle  fera  tangente 
de  cette  Hyperbole  en  ce  point.  Et  réciproquement  que 
fi  une  ligne  droite  D  Md  ,  terminée  par  les  afymptotes 
d'une  Hyperbole  ,  la  touche  en  un  point  AI  j  elle  fera 
coupée  en  deux  parties  égales  par  ce  point. 

Corollaire     II. 

fiG.  44.  no.   Si    par   le   point  touchant  iW  d'une  tangente 

quelconque  D  Aid ,  terminée  par  les  afymptotes  CL  3,. 
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C/,  d'une  Hyperbole,  l'on  mené  un  premier  diamètre 
MCm  ;  &  que  par  le  point  m  ,  où  il  rencontre  l'Hyper- 
bole oppofée,  l'on  tire  une  parallèle  £e,  k  la  tangente 
Dd ,  terminée  par  les  afymptotes  aux  points  E  ,e:  je  dis 
que  cette  ligne  fera  tangente  au  point  m.  Car  les  trian- 
gles CMD ,  CmE ,  feroJK  femblables  &  égaux,  puifque  ^  *  Jrt.  9.Î. 
CM  eft  égal  à  Cm,  La  ligne  mE ,  fera  donc  égale  à 
M D.  On  prouvera  de  même  (à  caufe  des  triangles  fem- 
blables &  égaux  CMd,  Cnie)  que  /;zc  eft  égale  kMD. 
C'cft  pourquoi  la  ligne  Ee  eft  divilce  en  deux  également 
au  point  m  ;  puifque  D  d  l'eft  au  point  M.  Et  par  con- 
féquent  *  elle  fera  tangente  en  m.  *  Art.  109. 

D'où  l'on  voit  que  les  tangentes  D  d,  Ec  ,  qui  pafTent 
par  les  extrémités  d'un  premier  diamètre  quelconque  Mm, 
font  parallèles  entr' elles  •,  &  de  plus  égales ,  lorfqu' elles 
font  terminées  par  les  afymptotes.  x 

Définitions. 

13- 

S'il  y  a  deux  diamètres  Mm^Ss  ,àom  l'un  Ss ,  foit  Fig.  44. 
parallèle  aux  tangentes  qui  pafTent  par  les  extrémités  de 
l'autre  Mm  ;  &  de  plus  terminé  en  iS" ,  s  ,  par  les  droites 
MS y  Msj  menées  de  l'une  des  extrémités  M  du  dia- 
mètre Mm  ,  parallèlement  aux  afymptotes  :  ces  deux 
diamètres iW/n^iS"^,  feront  appelles  enfemble  Conjugués. 

14- 
Les  lignes  droites  menées  des  points  des  Hyperboles 
oppofées  parallèlement  à  l'un  des  diamètres  conjugués, 
&  terminées  par  l'autre  ,  font  nommées  Ordonnées  a.  cet 
autre.  Ainfi  NO ,  eft  une  ordonnée  au  diamètre  Mm. 

M- 
Si  l'on  prend  une   troifieme  proportionnelle  à  deux 
diamètres  conjugués ,  elle  fera  le  Paramètre  de  celui  qui 
eft  le  premier  terme  de  la  proportion. 


ij 


Art.   Z05.. 
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Corollaire     I. 

lîT.  Lj  A  définirion  13'  convient  aux  deux  axes; 
puifque  félon  l'article  84,  le  fécond  axe  eft  parallèle  aux 
tangentes  qui  paflent  par  l'extrémité  du  premier  \  &  que 
de- plus,  félon  la  définition  11%  il  eft  terminé  par  deux 
droites  menées  de  l'une  des  extrémités  du  premier  axe , 
parallèlement  aux  afymptotes<  D'où  l'on'  voit  que  les 
deux  axes  peuvent  être  regardés  comme  deux  diamètres 
conjugués  qui  font  entr'eux  des  angles  droits,. 

Corollaire      II. 

ria.  CjOmme  le  diamètre  5*0^,  eft  parallèle  à  la  tan- 
gente DMd,  qui  pafle  par  l'une  des  extrémités  M  du  dia- 
mètre MCm ,  &  qiae  cette  tangente  rencontre  les  deux 
afymptotes  CD ,  Cd,  de  l'Hyperbole,  qui  pafle  par  le 
point  M  :  il  s'enfuit  qu'il  tombe  dans  les  angles  k  côté 
de  l'angle  D  Cd ,  fait  par  les  afymptotes  de  cette  Hyper- 
bole ;  6i.  qu'ainfic'eft  un  fécond  diamètre. 

D'où  l'on  voit  qu'entre  deux  diamètres  conjugués- 
MCm  ,  S  Cs  j  il  y  en  a  toujours  un  premier  J\din  y  &  ua. 
fecond  S  s. 

Corollaire     III. 

113.  Le  fécond  diamètre  S Cs ,  e{}:  coupé  par  le  mi'- 
lieu  au  centre  C,  &  de  plus  égal  à  la  tangente  D Md, 
qui  paftant  par  l'une  des  extrémités  M  du  premier  dia- 
mètre J\dm  ,  qui  iui  eft  conjugué  ,  eft  terminée  par  les. 
afymptotes.  Car  à  caufe  des  parallèles  MS ,  Cd,  6c  Ms-, 
CD  ;  il  eft  clair  que  CS  eft  égale  à  Md,  &  Cs  k  MD. 
O3;  D  Md,  efludivifée  ^  en  deux  parties  égales  au  point 
touchant  M.  Donc ,  <Scc. 

G  o  R  o  L  l  a  r  R  E     I  V. 

114.  \j  EUX  diamètres  conjugués  Mm  ,  S  s  ,  étant 
donnés ,  &  fçachant  lequel  des  deux  eft  un  premier  dia- 
mètre ;  il  ne  faut  pour  avoir  les  afymptotes  CD ,  Cd,  qus- 
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tirer  par  le  centre  C ,  des  parallèles  aux  deux  droites 
AJS ,  Ms,  menées  de  l'une  des  extrémités  M,  du  pre- 
mier diamètre  Mm,  aux  deux  extrémités  iS,  .y,  du  fe- 
eond. 

Et  réciproquement  les  deux  afymptotes  CX)  ,  Cdy 
d'une  Hyperbole  étant  données  ,  avec  l'un  de  fes  points 
Af  ;  il  ne  faut  pour  avoir  deux  de  ces  diamètres  conju- 
gués M  Cm  ,  SCs  ,  que  tirer  M  H  parallèle  à  l'une  des 
afymptotes  Cd,  qui  rencontre  l'autre  afymptore  CD  en 
H .,  &  l'ayant  prolongée  en  S ,  en  forte  que  H  S  foie 
égale  à  H  M ,  mener  les  droites  C  M  ^  CS.  Car  tirant 
MD  parallèle  à  CS ,  il  ei\  clair  à  caufe  des  triangles 
femblables  CHS,  MHD,  que  HD  eft  égale  à  f/C; 
puifque  MH  GÛ  égale  k  H  S  ;  ôc  qu'ainfi  ^  MD  eft  *  Jn.  107, 
tangente  en  M  :  d'où  il  fuit  félon  la  définition  15%  que 
les  lignes  C  Al ,  CS ,  font  deux  demi-diametres  conju-- 
gués. 

Il  eft  donc  évident  que  deux  diamètres  conjugués 
Mm,  Ss  ,  étant  donnés  de  pofirion  &  de  grandeur,  & 
fçachant  de  plus  lequel  des  deux  eft  un  premier  diamètre; 
on  a  les  deux  afymptotes  CD ,  Cd ,  avec  l'un  des  points 
M ,  de  l'une  des  Hyperboles  oppofées. 

Et  réciproquement  que  les  afymptotes  CD  ,  Cd, 
d'une  Hyperbole  étant  données  ,  avec  un  de  fes  points 
M\  on  a  deux  de  fes  diamètres  conjugués  Mm  ,  S  s  ,  de 
pofttion  &  de  grandeur;  &  l'on  fçait  lequel  des  deux  eft: 
un  premier  diamètre;  fçavoir,  celui  qui  pafte  par  le  point 
donné  iVf. 

C    O    R    O    E    t    A    I    R    E      V. 

II").  Un  fécond  diamètre  SCs  ,  étant  donné  ds 
pofttion,  pour  en  déterminer  la  grandeur,  &  trouver  le 
premier  diamètre  iVf/n  ,  qui  lui  eft  conjugué  ;  on  lui  mè- 
nera par-tout  où  l'on  voudra  au  dedans  de  l'angle  fait 
par  les  afymptotes ,  une  parallèle  L  l ,  terminée  par  les 
afymptotes  en  X,  /;  &  par  fon  point  de  milieu  O  ,  le 
premier  diamètre  CO,  qui  rencontrera  l'Hyperbole  ea^ 
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un  point  M;  par  lequel  ayant  tiré  les  droites  M  S  ,  M  s , 
parallèles  aux  afymptotes  ;  il  eft  clair,  félon  la  définition 
13%  que  les  points  S,  s,  où  elles  rencontrent  le  fécond 
diamètre  SCs  ,  donné  de  pofition  ,  en  déterminent  la 
grandeur  ,  &  que  Je  premier  diamètre  M  Cm  lui  eft 
conjugué  Car  menant  par  le  point  iM  ^  la  ligne  D  d , 
parallèle  a.  L  l ,  &c  terminée  par  les  afymptotes,  elle  fera 
coupée  en  deux  également  au  point  M;  puifque  Ll^ 
*  Jri,  J09.    l'eft  au  point  O  :  &  partant  ^  elle  fera  tangente  en  M. 

Dc-là  ,  il  eft  évident  qu'un  fécond  diamètre  SCs, 
étant  donné  de  pofition  ,  fa  grandeur  eft  déterminé,;  en 
forte  qu'il  ne  peut  en  avoir  qu'une  feule  ;  comme  aufli  la 
grandeur  ëc  la  pofition  du  premier  diamètre  Mm,  qui  lui 
eft  conjugué. 

Coaoï-LAiRE     VI. 

11^.  Un  fécond  diamètre  S Cs  ,  étant  donné  de 
pofition  &  de  grandeur ,  avec  fon  paramètre  ,  &  la  pofi- 
tion de  fes  ordonnées  ;  il  fera  facile  de  trouver  de  pofi- 
tion &  de  grandeur  le  premier  diamètre  M  Cm,  qui 
lui  eft  conjugué,  avec  fon  paramètre.  Car  ayant  mené 
par  le  centre  C ,  une  parallèle  indéfinie  aux  ordonnées 
du  diamètre  Ss ,  on  marquera  fur  cette  ligne  deux  points 
M,  m,  également  éloignés  de  part  &  d'autre  du  centre 
C,  en  forte  que  Mm  ,  foir  égale  à  la  moyenne  propor- 
tionnelle entre  le  fécond  diamètre  Ss  ,  ôc  fon  paramètre. 
Puis  ayant  trouvé  une  troifieme  proportionnelle  aux  deux 
lignes Mm,S s,  il  eft  clair,  félonies  définitions  i.|&  i^, 
que  Mm  ,  fera  le  premier  diamètre  conjugué  au  diamè- 
tre 5"^,  &  qu'il  aura  pour  fon  paramètre  cette  troifieme 
proportionnelle. 

PROPOSITION     VII. 

Théorème. 

Fjg.  44.  iiy-  Lj'R  quarré  d'une  ordonnée  quelconque  ON,  au 

premier  diamètre  Mm,  ejlau  reSangk  dcM.0  par  O  m , 


De     l^  h  y  p  e  r  b  o  l  e.  jt 

parties  de  ce  diamètre  prolongé  ^  comme  le  ^uarré  de/on 
conjugué  Ss ,  efi  au  quarré  de  ce  premier  diamètre  M  m. 

Il  faut  prouver  que  ON  .  M  O  x  O  m  :  :  S  s  .  Mm. 
Ayant  mené  par  l'une  des  extrémités  M ,  du  premier 
diamètre  Mm,   une  parallèle  D  d  an  fécond  diamètre 

5  s  ,  terminée  par  les  afymptotes  ;   elle  fera  tangente  en 

M,  félon  la  définition  13^  Et  par  conféquent  ^  elle  fera  *  jrt.  105), 
coupée  en  deux  également  par  ce  point  :  c'eft  pourquoi , 
{\  l'on  prolonge  l'ordonnée  ON  (qui  félon  la  définition 
14  ,  ert  parallèle  au  diamètre  .S"^)  de  part  &  d'autre  du 
diamètre  Mm  ,  elle  rencontrera  les  afymptotes  en  deux 
points  L  ,  l ,  qui  feront  également  éloignés  de  part  & 
d'autre  du  point  O.  Cela  pofé ,  foient  nommées  les  don- 
nées CM,  ou  Cm,t;  es,  ou  Cs,  ou  *  MD  ,  ou  Md,  c;  *  An.  1 1  ?, 

6  les  indéterminées  C  O ,  x  ;  O  N ,  y  ;  on  aura  à  caufc 
des  triangles  femblables  CMD ,  COL  ^  cette  proportion .' 

CM{t).  MD{c)  ::CO(x).  OL  ou  Ol='-f.  Donc 
LxVouZ  Oh-  ON  =  ~:^y  ,àc  ni  on  OIZ^NO 

^~+y;&cpâvtântLNxNl='^^-—yy=*DMxMd  *  jrt.  j». 
=  cc.  D'où  il  fuit  que  ON  (y y) .  MO  x  Om  (xx — tt)  :  : 

. X  ■     .  ■      I  -1. 

S  s  (^cc).  Mm  {^tt).  Puifqu'en  multipliant  les  Extrê- 
tnes  &  les  Moyens,  on  trouve  ^rryj  =  4 ccxjc  —  4ccf/,. 
c'eft-à-dire  (en  divifant  par  ^tt ,  &.  tranfpofant  à  l'ordi- 
naire) l'équation  même  précédente  —-- — yy=:cc.  Ce 
qu'il falloit  démontrer. 

GOROLLAIRE      GÉNÉRAL. 

II 8.  Il  eft  vifible  que  ce  qu'on  a  démontré  dans  la 
Propofition  féconde  ^  ,  par  rapport  aux  deux  axes  Aa ,  *  ji,-^^  -,„^, 
B  b ,  s'étend  par  le  moyen  de  cette  Propofition  à  deux 
diamètres  conjugués  quelconques  ,  Mm,  S  s.  Or  comme 
les  articles  80  ,  81  ,  82,  83  ,  84  &  8<5 ,  fe  tirent  de  la 
féconde  Propofition  ,  &  fubfifient  également ,  foit  que 
Fangle  A  CB ,  foit  droit  ou  qu'il  ne  le  foit  pas  ;  il  s'en- 
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fuit  que  fi  l'on  fuppofe  dans  ces  articles  que  les  lignes -^^, 
J?^  ,  au  lieu  d'êcre  les  deux  axes,  foienc  deux  diamètres 
conjugués  quelconques  ,  ces  articles  feront  encore  vrais 
dans  cette  fuppofition  :  car  leur  démonftration  demeure 
toujours  la  même  ;  &  il  ne  faut  pour  s'en  convaincre 
entièrement,  que  les  relire  en  mettant  p^r-tout  où  fç 
jtrouve  le  mot  d'Axe ,  celui  de  Diamètre, 

PROPOSITION    VIII. 

Théorème. 

Fie,   45.  119.  o  OIE  NT  deux  tangentes  çuelconçues  DE, FGf 

d'une  Hyperbole  MA.,  terminées  par  les  ajymptotes  ,  & 
gui  s'entrecoupent  en  un  point  O  ;  je  dis  que  les  côtés  des 
triangles  C  D  E  ,  CFG,  autour  de  l'angle  C  ,  font  réci- 
proquement proportionnels. 

Il  faut  prouver  que  CD  .CE  ::CG  .CE. 
Ayant  mené  par  les  points  touciians  M ,  A  ,  les  paral- 
lèles MH ,  AL  ,  à  l'afymptote  CG;  il  efl:  clair  à  caufe 
des  triangles  femblables'CD^",  HDM,  que  CD  eft 
double  de  Ciî,  &  CE  double  de  H  M  ;  puifque  D  E 

*  Art.  io5>.    eft  -^  double  de  DM.    Et  à  caufe  des  triangles  fem- 

blables  CFG ,LFA,  que  CF eft  double  de  CL ,  &  CG 

*  Art.  100.    douWe  de  LA;  puifque  F  G,  eft  double  àeFA    Or  ^ 

CH.  CL  :  :  LA.  H  M.  Et  partant  fi  l'on  prend  le  dou- 
ble de  chaque  terme  ,  on  aura  2  CH  ou  CD .  2  CL  ou 
CF-.izLAouCG.zHMonCE.Ce qu'il falloit,  &c. 

Corollaire, 

120.  1 L  fuit  de  cette  Propofition  que  les  droites  DG, 
F  E ,  font  parallèles  entr'elles.  D'où  il  eft  évident  : 

1°.  Que  les  triangles  C  DE ,  CFG,  font  égaux  ;  car 
les  triangles  F  D  E ,  FGE  ,  qui  ont  la  même  bafe  FE  ^ 
&  qui  font  entre  les  mêmes  parallèles  DG,  F  E  ^  font 
égaux  ;  &  partant ,  fi  l'on  ajoute  de  parc  &  d'autre  le 

même 
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ciéme  triangle  CFE ,  on  formera  les  triangles  C  D£  ^ 
CFG ,  qui  feront  égaux  entr'eux:. 

2°.  Que  la  ligne  DE ,  e[\  coupée  en  même  raifoa 
8UX  points  M,  O  ,  que  la  ligne  F  G  l'efl:  aux  points  A ,  O. 
Car  menant  par  les  points  toucîians  la  droite  MA,  il  eft 
clair  qu'elle  fera  parallèle  aux  deux  droites  D  G ,  F E  ; 
puifqu'ellc  coupe  par  le  milieu  les  droites  DE  ,  JpG, 
renfermées  entre  ces  parallèles. 

PROPOSITION     IX. 

Théorème. 

I  z  I .  o  I  par  tiii  point  quelconque  M  d'une  Hyperbole ^  Vig.^C-  ^  47. 
Von  ment  une  ordonnée  lAV  à  tel  de  fes  diamètres  i\.  a  que 
l'on  voudra,  6'  une  tangente  MT  gui  le  rencontre  en  T  ;  je 
dis  que  C  P.  C  A  :  :  C  A .  C  T.  en  objervant  que  les  points 
P,  T,  tombent  du  même  coté  du  centre  C,  lorfque  la  ligne  Aa 
ejl  uri  premier  diamètre  ;  (-,'  au  contraire  qu'ils  tombent  de 

part&  d'autre  du  centre ,  lorfique  cejl  un  fécond  diamètre. 

Premier  cas.  Lorfque  la  ligne  A  a  eft  un  premier  dia--  Fi  g.  4*. 
mètre.  On  prolongera  la  tangente  MT  jufqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  les  afymptotes  CD ,  CG  ,  aux  points  D,  E ; 
&  l'ordonnée  PM,  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  l'afymp- 
tote  CD  au  point  A^;  on  mènera  cnftiite  par  le  point  A  la 
ligne  AK ,  parallèle  a  D  E  ,  qui  rencontre  l'afymptote 
CG  au  point  K  ,   &  la  tangente  F  G  terminée  par  les 

afymptotes ,  qui  fera  parallèle  ^  à  PAI,  &  qui  rencontre  *  -O^/i  14. 

au  point  O  l'autre  tangente  D  E. 

Cela  pofé ,  AP  eiikAC,  ou  FNkFC,  en  raifon  com- 

pofée  de  EN  à  FD,  ou  de  OM  à  OD,  ou  *  de  OA  aOG,  *  ^n.  1 10. 

onde  EKkEG,&zdeFDkFC,oii*dQEGkEC  Or  AT  *Ar:.  110. 

eft  à  TC,  ou  KE  à  EC,  en  raifon  compofée  de  EKa  EG, 

&  de^G  à  EC.  Donc  AP.AC::  AT.  TC.  puifque  les 

raifons  compofantes  de  ces  deux  raifons  font  les  mêmes  ;  & 

par  conféquent  AP  -+-  AC  ou  CP.  CA  :  :  AT-\-  TC  ou 

CA,  CT.   Ce  qui  étoit propojc  en  premier  lieu. 

K 
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Jio.  4-,  Second  cas.   Lorique  la  ligne  ^a  ci\  un  fécond  dia- 

mètre, x^yant  mené  par,  le  cencre  C  la  ligne  CK  paral- 
lèle à  l'ordonnée  F  M  ,  qui  rencontre  l'Hyperbole  au 
point  B ,  6c  la.  tangente  MT^u  poinc  R  ,  &  par  le  point 
touchant  M  la  ligne  MK  parallèle  a  ^.z  ^  il  eft  clair 
que  CB  icra  le  premier  demi  -  diamètre  conjugué  au 
fécond  Aa  ^ic  qu'ainll  -M  X  fera  ordonnée  à  ce  diamètre. 
Ceia  pofé,  fi  l'on  nomme  les  données  C"^  ou  Ca,  t; 
CB  ,  c;  &  les  indéterminées  CF  ou  MK,  x  ,•  PM 
ou  CK,y  y  on  aura  félon  ce  qu'on  vient  de  démontrer 

dans  le  premier  cas,  CR  =  —  ;  &  partant  RK  ou  CK 

_CK  =  ^--.    Or  les  triangles  femblables  KRM, 

CR  T,  donnent  KR  (-^J--)  .  il  C  (^)  :  :  MK  (x)  . 

C  T^^— — =  -,  en  mettant  pour  jj — ce  fa  valeur 

*•  Jrt.  So  &  ——  tirée  de  ce  que  jy  =  ^   — ^ h  ce    L>  eit-a-dire 

que  CP.  CA  :  :  Cy^  .  C  2\    Ce  qui  rejloit  à  démontren 

PROPOSITION     X. 

Théorème. 

F  i  G.  48   &       I  î2.  S  I  par  un  point  quelconque  M  d'une  Hypsrholc 

-1.9.  qui  a  pour  centre  le  point  C ,  ou  même  une  ordonnée  M  P 

à  Pun  ou  Li  Vautre  axe  Aa  ,  &  une  perpendiculaire  M  G 

à  la  tangente  M  T ,  laquelle  paJJ'e  par  M  :  je  dis  que  C  P 

Jèra  toujours  à  "B  G  en  la  raijon  donnée  de  l'axe  Aa  à 

Jbn  Paramètre. 

Car  nommant  le  demi-axe  CA  ou  Ca  ,  tj  &  les  indé- 

■*  Jrt.  III.  terminées  CP  ,x  ;  PM ,  y  ;  on  aura  ^  CT=~  -^  &  par- 
tant P  T=  — i-  ,  félon  que  A  a  eft  le  premier  ou  le 
fécond  axe.  Or  les  triangles  re<îtangles  femblables 
TPM,  MPG,  donnent  l^P  (~^).PM(y)  :  :  PAÎ. 
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{j).  VG  =— ^— .  D'où  l'on  tire  cette  proportion  Cf 

{X).  PG  (^^It)  "  "^^^  ^"^^  {xx:^n).'FM\yy). 

puifqu'ea  multipliant  les  moyens  &   les  extrêmes  ,    on 

trouve  le  même  produit  xyy.   Mais  CF  ^C  A    efl:  à 

FM  ,  comme  ^  l'axe  Au  eft  à  fon  paramètre.   Donc  *  _^rt.  ji. 
CP  eft  aufli  à  P  G  en  cette  même  raifon.  Ce  quU  falloic 
démontrer, 

PROPOSITION      XI. 


Thé 


eorem-e. 


123.  Si  d^un  point  quelconque  M  d'une  Hyperbole ,  Fig,  50* 
Von  tire  àfes  deux  foyers  F ,  f ,  les  droites  IM  F  ,  M  f"  ;  ]e 
dis  que  la  tangente  MT,  qui  pajfe  par  ce  point  M  ,  dl- 
vife  en  deux  également  l'angle  F  Mf. 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  FD ,  fd  ,  fur 
la  tangente  Af  Z" ^  le  premier  axe  ^a  ,  qui  pafie  par  les 
foyers  F ,  f,  &:  qui  rencontre  la  tangente  en  T;  &  l'or- 
donnée iVfP,  à  cet  axe:  on  nommera  les  données  CA 
ou   Ca,  tj   CF  on  C/,  m  ;   &  l'indéterminée  CP ,  x. 

L'on  aura  MF^  (t  " 0'  ^/(t  "+"0  "•  "^^"^  ^^  *  ^^'- 7'- 
{m)-CT^  (^').  r/'ouC/(m)-i-Cr('^).  puifqu'en  *  ^.,.  j,,. 

mulipliant  les  extrêmes  Se  les  moyens  ,  on  forme  le 
même  produit.  Or  les  triangles  redangles  femblables 
TFD ,  Tfd,  donnent  TF.  Tf:  :  F  D.  fd.  L'hypothé- 
nufe  MF  du  triangle  redangle  MD  F ,  fera  donc  à 
l'hypothénufe  Mf  du  triangle  redangle  Mdf ,  comme 
le  coté  D  F  c^  au  côté  df-^  &  par  conféquent  ces  deux 
triangles  feront  femblables.  Donc  les  angles  F  MD  , 
fMd,  qui  font  oppofés  aux  côtés  homologues  D  F,  df, 
feront  égaux  entr'eux.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Corollaire. 

124.  Dh-la  il  eft  évidenr  que  la  tangente  MT, 
étant  prolongée  indéfiniment  de  part  &  d'autre  du  poinr 
touchant  jM  ,  laiffe  l'Hyperbole  AM,  toute  entière  du 
côté  de  fon  foyer  intérieur  F.  Et  comme  cela  arrive  tou- 
jours en  quelque  endroit  à£  cette  Hyperbole  qu'on  prenn® 
lepoiiifÀî,  il  eft  vifibie  qu'elle  fera  concave  dans  toute 
fon  étendue  autour  de  Ton  foyer  intérieur  F. 

PROPOSITION     XIÎ. 

Théorème. 

F: G.  51..  la^^.  La  diffcnncc  des  quarrcs  de  deux  diamètres 

conjugués  quelconques  Mm,  Ss,  (/?  égale  à  la  différence 

des  quarns  des  deux  axes  A  a  ,  E  b.        

Il  faut  prouver  que  C,S  —  CM  =Ci3  — CA  ,   ou 

que  CM  _  es  =  CA  —  C]3  . 

*  Dcf.  Il  &       Si  l'on  mené  les  droites  MS,  AB ,  elles  feront  ^  paral- 

I  j.  lèles  à  l'afymptote  Cg,  &  de  plus  coupées  en  deux  éga- 

lement par  l'autre  afymptote  CG,aux  points  if ,  G; 

*  D/f.  M  &  puifque  les  lignes  Mi-, ^i»,  font  parallèles  à  cette  afymp- 

l-^  rote  y  &  que  les  féconds  diamètres  Ss,  Bb  ^  font  cou- 

*  .^rt.  113.    pés  ^  en  deux  également  au  centre  C  ;  c'eft  pourquoi  fi 

l'on  mené  fur  l'afymptote  CG,  les  perpendiculaires  AF^ 
BE,ML,&K,  on  formera  les  triangles  GAF,  GBE , 
tSc  H  ML,  ff^X,  qui  feront  femblab!es&  égaux.  Cela 

*  j<ic.  88.       pofé  ,  foient  nommées  les  données  CG  ou  "^    G  A,  m; 

G  K  on  GF ,  a  i  AF  OM  B  E ,  b  ;  &  les  indéterminées 
CH,xi  H  M,  y:  ce  quidonne  C£=m-4-û,  CF= 
m  — a;  UE  -\-1Ê~B'  ou'CB  =mm-{-2am-haa-\-bb, 
Cy^  -\-¥Â  ou~CA  =mm — zam-^-aa-\-bb.  Et  ^zv- 
tant  C^'— Cli'  =  4a/72.  Or  les  triangles  femblables 
GAF,  H  ML,  fournifTcnt  GA{m).AF{b)  ::  H  M 
{y).  ML  ou  K^='f .  EiGA(,m).GF{a)'.:  HM 
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(y).HL  ou  HK='-^.  Donc  CX^x-j-^,  CL=.x 

m  '  m  mm  mm  J 

CZ' H- O4' ou  c7iï=xx  —  i^"-^-^î^^-^  +  ii?^.   Et 

ni  mm  mm 

partant  C6'  —  CM  =  i^^p  =  4  a  /« ,  en  mettant  pour  xy 


fa  valeur  ^  772  w.  Donc  C^i  —  CM  =  CB  —  CA-^Çc  ^An.  loi.. 
qu  'Ufalloit  démontrer. 

Si  l'angle  GCg,  fait  par  les  afymptotes  ,  étoit  aigu, 
au  lieu  que  dans  cette  hgurc  &  le  raifonncment  qui  lui 
eft  approprié  ,  il  efl  obtus  ;  CF  feroit  alors  plus  grande 
que  CE  ,   &  on  prouveroit   de   la  même  manière  que 

CM^—'CS  =  'CA  ~CB.  Mais  fi  l'angle  GCg  fait  par 
les  afymptotes  étoit  droit ,  il  eft  vifible  alors  que  les  li- 
gnes J4 /i  ,  MS ,  feroient  perpendiculaires  fur  l'afymp- 
tote  CG  .j  &c  qu'ainii  les  deux  demi- diamètres  conjugués 
CM,  es,  feroient  égaux  entr'eux  ,  de  même  que  les 
deux  demi-axes  CA,  CB.  Or  comme  alors  la  différence 
des  deux  diamètres  conjugués  Mm  ,  S  s  ,  efl  nulle  , 
auffi  bien  que  celle  des  deux  axes  Aa,  Bb  ;  i\  s'enfuit 
que  cette  Propofition  eft  vraie  dans  tous  les  cas. 

Corollaire.. 

iiG.  L)e-la  il  eft  évident  qu'un  premier  diamètre 
quelconque  Mm  ,  eft  moindre ,  plus  grand  ,  ou  égal  aa 
fécond  diamètre  S  s  ,  qui  lui  eft  conjugué  ;  félon  que  l'an- 
gle GCg,  fait  par  les  afymptotes,  eft  obtus,  aigu,  ou 
droit.. 

DÉFINITION. 

16. 

Les  deux  Hyperboles  oppofées  font  appellées  E^u'iïa- 
teres ,  lorfque  deux  de  leurs  diamètres  conjugués  quelcon- 
ques font  égaux  entr'eux  ;  ou  bien  lorfque  l'angle  fait 
par  leurs  afymptotes  eft  droit. 
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Corollaire. 

Fi  G.  <z;  ^2,7.  Si  d'un  point  quelconque  M  d'une  Hyperbole 

équilatere  ,  l'on  mené  une  ordonnée  MP  à  tel   de  fcs 

*  ;^rf.  816-  diamètres  Aa  qu'on  voudra ,  on  aura  ^  MF  =  CF  Z^ 

"^*  CA  :  fçavoir  — ,  lorfque^a  eft  un  premier  diamètre  ; 

&  -4-  ,  lorfque  c'efl:  un  fécond.   Car  le  diamètre  conjugué 

*  .^Jrt.  \i6.   au  diamètre  Aa  ^  \\n  fera  toujours  égal 

PROPOSITION    XII L 

Problême. 

T\-,.  55,  54       128.   L/EUX  diamètres  conjugués  quelconques  étant 
&  5  5.         donnés  ,  ^'  J'^achant  lequel  des  deux  efi  le  premier  ;  ou  ce 

*  Art.  114.    qui  revient  au  même,  les  afymptotes  CD,  CF,  d'une 

Hyperbole  étant  données  ,  avec  un  de  fes  points  quel- 
conques M  :  mener  deux  diamètres  conjugués  Aa,  Bb, 
quifajjent  entr'eux  un  angle  égal  à  un  angle  donné. 

Ayant  coupé  dans  un  cercle  quelconque  qui  a  pour 
centre  le  point  0  ,  un  arc  ûfc/"  capable  de  l'angle  L)  CF 
fait  par  les  afymptotes  ;  on  mènera  par  le  point  de  mi- 
lieu e ,  de  la  corde  df,  la  ligne  e  c  qui  faite  avec  cette 
corde  de  part  ou  d'autre  l'angle  dcc  ou  fec  égal  à  l'an- 
gle donné  ;  &  par  le  point  c  ,  où  elle  rencontre  l'arc  dcf, 
les  droites  cd,  cf.  Cela  fait ,  on  prendra  fur  les  afymp- 
totes les  parties  CD ,  CF ,  égales  aux  cordes  cd ,cf  ;  & 
ayant  tiré  DF ^  l'on  mènera  le  fécond  diamètre  Bb  pa- 
rallèle à  cette  ligne,  &  le  premier  diamètre  A  a  qui  pafTe 
par  fon  milieu  E.  Je  dis  que  ces  deux  diamètres  Aa  ^ 
Bb,  font  entr'eux  un  angle  égal  a  l'angle  donné,  &  qu'ils 
font  conjugués  Tun  à  l'autre. 

Car  par  la  conftru6lion  l'angle  dcf  eft  égal  à  l'anglo 
D  CF  fait  par  les  afymptotes  ;  &  par  conféquent  les 
triangles  DCF,  dcf,  &  D  CE ,  dce,  font  égaux  &  fem- 
blables.  L'angle  B  Ca  ,  que  font  entr'eux  les  deux  dia- 
mètres Aa  ,Bb ,  fera  donc  égal  à  l'angle  D  E  C  owdcc 
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qui  a  été  fait  égal  à  i'angle  donné.  De  plus ,  fi  l'on  mené 

par  le  point  A  ,  que   je  fuppofe  être  l'une  des  cxtrcmi- 

rcs  du  premier  diamètre  A  a  ,  une  parallèle  à  DF-^  il  eft 

clair  qu'elle  fera  coupée  également  par  ce  point  ,  puif- 

quc  DFYeil  au  point  £  ;  &  qu'ainfi  *  elle  fera  tangente  *  An.  109. 

en  A  ;  d'où  il  fuit  -'^  que  les  diamètres  Aa  ,  Bb ,  font  con-  *  Dif.  13. 

jugués. 

Maintenant  pour  déterminer  la  grandeur  de  ces  deux 
diamètres  ,  on  tirera  par  le  point  donné  M  ,  une  paral- 
lèle M  KL  au  premier  diamètre  ^j,  laquelle  rencon- 
tre l'afymprote  CD  au  point  K  ,  èc  Taurre  alyniptote 
CF ,  prolongée  au-delà  du  centre  C ,  au  point  L  :  &  ayant 
pris  CA  moyenne  proportionnelle  entre  iviVf,  ML  ^ 
il  eft  clair  ^  que  le  point  A  fera  l'une  des  extrémités  du  *  Art.  94. 
premier  diamètre  -^  a  ;  oc  qu'ainfi  menant  les  lignes  AB  , 
û  A, parallèles  aux  afymptotes  CF,  CD,  elles  ^  détermine-  *  Déf.  13.. 
ront  par  leurs 'points  de  rencontre  i? ,  ^ ,  la  grandeur  du 
fécond  diamètre  Bb. 

Comme  l'on  peut  mener  deux  différentes  lignes  ec  ,  ec  f 
qui  faifent  avec  la  corde  dj ,  de  part  &  d'autre  des  an- 
gles dcc ,  f'ec  ,  égaux  à  l'angle  donné,  lorfque  cet  angle 
n'eft  pas  droit  ;  il  s'enfuit  qu'on  pourra  toujours  trouver 
alors  deux  différens  diamètres  conjugués  Aa  ,Bb  y  qui  fa- 
tisferont  également,  comme  l'on  voit  dans  les  figures  54 
&  1^5.  Mais  il  eft  h  remarquer  que  les  diamètres  conju- 
gués^^, Bb,  de  la  fig.  5=5  ,ont  une  pofition  femblable  par 
rapport  à  l'afymptote  CF,  a.  ceux  de  la  figure  ^4  par  rap- 
port à  l'autre  alymptote  CD  ;  &  que  leur  grandeur  de- 
meure la  même  dans  ces  deux  différentes  politions.    Car, 

1°.  Menant  du  centre  o  au  point  e  ,  milieu  de  la 
corde  df,  la  ligne  oc  ,  elle  fera  perpendiculaire  à  cette 
corde,  &  par  confequent  les  angles  occ,  oec,  feront 
égaux  ;  c'eft  pourquoi  tirant  les  rayons  oc,  oc,  les 
triangles  occ ,  oec  ,  qui  ont  le  côté  oc  commun  ,  les  an- 
gles oec  ,  oec ,  &  les  côtés  oc ,  oc,  égaux  entr'eux,  au- 
ront auffi  leurs  troifiemes  côtés  ce  ,  ec  ,  égaux.  Les  trian- 
gles/e c-  i  dcc,  qui  oiat  les  côtés  cf,  cd,  Sa  ec  ,ec ,ôc  les 
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angles /ce/  dec,  égaux  ,  feront  donc  égaux  &  fembla- 
bles  ;  d'où  l'on  voit  que  l'angle  ccf,  ou  ECF ,  de  la 
figure  ^ <) , eft  égal  à  l'angle  ecd ,  ou  £ C £> ,  de  la  fig.  5 4 ; 
&  qu'ainfi  la  pofirion  du  diamètre  ^^  ,  de  la  fig.  <,  5  ,  par 
rapport  à  l'afymptote  CF,  cft  femblable  à  celle  du  diamètre 
^a  ,  de  la  figure  =54,  par  rapport  à  l'autre  afymptote  CD. 
2°.  Si  l'on  mené  dans  la  figure  «5^  ,  la  ligne  AH^ 
qui  fiifTe  avec  l'afymptote  CF ,  prolongée  du  côté  du 
centre  C,  l'angle  MIC  égal  à  l'angle  ML  C  ou  E  CF, 
de  la  figure  54:  il  eft  clair  que  les  lignes  Ml ,  Mk,  de 
la  figure  ^^  <\ ,  feront  égales  aux  lignes  ML  ,  MK  ,  de  la 
figure  54  ;  puifqu'on  fuppofe  que  la  poficion  du  point  M 
par  rapport  aux  afymptotes  ,  eft  la  même  dans  ces 
deux  figures.  Or  l'angle  MIL  ,  complément  à  deux 
droits  de  l'angle  MIC,  de  la  figure  ij •^  ,  ou  de  -É"  CFde  la 
'      ■  figure  ^4,  ert  égal  a  l'angle  M K k ,  complément  k  deux 

droits  de  l'angle  ECD  de  \aûg.'^<),  ou  de^'CFde  la  fig.  1^4; 
&  par  conféqucnt  dans  la  fig  ^<i^  les  deux  triangles  L  MI, 
k  M  K,  qui  ont  J'angle  en  M  commun  ,  &  les  angles  aux 
points  l ,  K,  éo-aux,  feront  femblables  :  ce  qui  donne  LM. 
MI  :  :  k  M.  MK.  Et  partant  L  Mx  MK^lMx  Mk  ou 

*  Jrt.  54.      L  Mx  MK  de  la  figure  ^  4.  D'où  Ton  voit  ^  que  les  pre- 

miers demi  diamètres  Cyi  ,  CA  ,  des  figures  54  &  «j  ^  , 
font  égaux.  II  en  eft  de  même  du  diamètre  B  b  ;  puifque 
fa  pofition  &  fa  grandeur  dépendent  de  celles  du  premier 
diamètre  Aa  ,  auquel  il  eft  conjugué. 

Comme  l'on  ne  peut  mener  qu'une  feule  ligne  ce,  qui 

fafte  avec  la  corde  dfdQ  part  ou  d'autre,  un  angle  égal 

FiG.5(î&:57.  à  l'angle  donné,  lorfque  cet  angle  eft  droit;   il  s'enfuit 

qu'il  n'y  a  que  deux  diamètres  conjugués  Aa  ,  B  b ,  qui 

*  Art.  III.    fafTenc  entr'eux  un  angle  droit  ;  &  qu'ainfi  ^  ils  feront  les 

deux  axes.  Mais  le  triangle  dcf  ou  D  CF,  étant  alors 
ifofcelle,  le  premier  axe  A  a  divifera  parle  milieu  l'an- 
gle D  CF  fait  par  les  afymptotes  ;  d'où  l'on  voit  que 
pour  trouver  de  pofition  les  deux  axes,  il  n'y  a  qu'à  tirer 
deux  lignes  droites  ^  a  ,  B  b ,  perpendiculaire'?  entr'el- 
les,  dont  l'une  d'elles  A  a  ,  divife  par  le  milieu  l'anglç 

DCF, 
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DCF ,  fait  par  les  afymptotes  :  après  quoi  l'on  en  déter- 
minera la  grandeur  ,  comme  on  vient  de  l'enfcigner  pour 
les  diamètres  conjugués. 

On  peut  encore  trouver  les  deux  axes  de  cette  autre 
manière.  Soit  menée  parle  point  donné  iVf  une  parallèle 
jV[H  à  l'une  des  afymptotes  CF ,  &  terminée  par  l'autre 
CD  au  point  H.  Soit  prife  fur  l'afymptote  CD,  la  partie 
CG  égale  à  la  moyenne  proportionnelle  entre  CH,HM: 
&  foit  tirée  par  le  point  G  une  parallèle  AB  k  CF ,  telle 
que  chacune  de  fes  parties  GA,  G  B ,  foit  égale  à  CG. 
Il  eft  évident  que  les  lignes  C^,  CB  ,  ■¥■  feront  les  deux  *  ^^^-  ic)i  & 
demi -axes  de  pofition  6c  de  grandeur.  ^^* 

Corollaire. 

129.  Il  eft  donc  évident,  1°.  Qu'il  n'y  a  que  deux 
diamètres  conjugués  qui  faflent  entr'eux  un  angle  droit; 
&  qu'ainfi  il  ne  peut  y  avoir  que  deux  axes.  2°.  Qu'on 
peut  toujours  trouver  deux  dilFérens  diamètres  conju- 
gués qui  fafTent  entr'eux  un  angle  égal  à  un  angle  donné, 
jorfque  cet  angle  n'eft  pas  droit  ;  que  les  deux  premiers 
ont  une  pofition  femblable  par  rapport  à  une  afymptote  , 
à  celle  des  deux  autres  par  rapport  à  l'autre  afymptote  ; 
d'où  il  fuit  qu'ils  font  femblablcment  pofés  de  part  (Se 
d'autre  des  deux  axes  ,  puifque  les  deux  axes  divifent  par 
le  milieu  les  angles  faits  par  les  afymptotes  ;  &  qu'enfin 
leur  grandeur  demeure  la  m.ême  daiis  ces  deux  diffé- 
rentes pofitions. 

PROPOSITIONXIV. 

Problême. 

130.  13  EUX  diamètres  conjugues  quelconques  étant 
donnés,  &  fçachant  lequel  des  deux  ejî  le  premier  ;  ou  ce 

qui  ejl  la  même  chofe  ^  les  afymptotes  de  deux  Hyper bo-  *  jj-t.  114. 
les  oppofe.s  étant  données  avec  un  de  leurs  points  quelcon- 
que:  décrire  ces  Hyperboles  par  un  mouvement  continu. 
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Première    Manière. 

On  cherchera  les  deux  axes,  comme  l'on  vient  d'en- 
feigner  d:^ns  la  Propofidon  précédente  ;  &  l'on  décrira 
enfuite  les  Hyperboles  oppofées  félon  l'article  76. 

Seconde     Manière. 

iG,   58.  Soient  ^a  ,  B  b ,  les  diamètres  conjugués  donnés ,  en- 

tre lefquels  le  diamètre  A  a  efl  le  premier  ;  ou  bien  CG, 
Cg,  les  afympfotes  données,  avec  le  pointa,  un  de 
ceux  des  Hyperboles  oppofées.  Ayant  mené  par  le  point 
donnée  une  parallèle  y^ G,  à  l'une  des  ai'ymptotes  Cgy 
&  terminée  par  l'autre  en  G ,  on  fera  glilfer  le  long  de 
l'afymptote  CG  ,  indéfiniment  prolongée  de  part  &  d'au- 
tre du  centre  C  ,  une  droite  H i^  égale  a  CG ,  qui  entraî- 
ner i  par  fon  extrémité  H  une  parallèle  H iVf  à  l'afymp- 
tote Cg ,  &  par  fon  autre  extrémité  K  ,  une  droite  KA 
mobile  autour  du  point  fixe  A.  Je  dis  que  l'intcrfcdion 
continuelle  M  des  droites  AK,  HM,  décrira  dans  ce 
mouvement  les  deux  Hyperboles  oppofées  qu'on  de- 
mande. 

Car  à  caufe  des  triangles  femblabics  K  H  M ,  K  GA,. 
on  aura  toujours  K  H  ou  CG  H  M::  KG  on  CH .  GA. 
Et  partant  CHxHM  =  CGxGA.  Le  point  Affera 

Jn,  loi.  donc  'r-  un  des  points  de  l'Hyperbole  qui  pafTe  par  le 
point  donné  A,  &  qui  a  pour  afymptotes  les  droites 
données  CG,  Cg^  ou  de  l'Hyperbole  oppofée. 

PROPOSITION    XV. 

Problême. 

13  T.  1-<ES  mtmes  chof'cs  étant  données  que  dans  la 
Fropofaion  précédente  y  décrire  les  Hyperboles  oppofées 
par  pluficurs  points. 

Première    Manière. 

'ic-  59.  Soient  CD^  CE  ,  les  afymptotes  données,  ôc  A  \q 
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«point  donné.  Ayant  mené  par  ce  pointa  autant  de  lignes 
DE,  DE,  DE,  &c.  qu'on  voudra  ,  terminées  par  les 
.afvmptotes  ;  &  ayant  pris  fur  ces  lignes  droites  les  parties 
ÉM,  EM,  EM, &c.  égales  kAD,  AD,  AD,  &c  ;  fcavoir 
chacune  a  fa  correfpondinte  :  il  eft  clair  -^   1°.   Que  les  *  Art,  106. 
points  M.,  M,  M ,  &c.  feront  à  l'Hyperbole  qui  pafTe 
par  le  point  A ,  lorfque  les  points  E ,  E ,  E ,  &c.  tombent 
au-defTous  du  centre.    2°.  Que  ces  Hyperboles  ont  pour 
afymptotes   les   droites  CD,  CE.    Faifant  donc  pafler 
par  tous  les  points  M ,  M ,  M ,  &c.  qui  tombent  dans 
l'angle  fait  par  les   afymptotes  ,  une  ligne  courbe  ,   & 
par  les  autres  points  M ,  M ,  M ,  &c.  qui  tombent  dans 
l'angle  oppofé  au   fommet  à  celui-ci,  une  autre  ligne 
courbe  ;  ces  deux  lignes  feront  les  deux  Hyperboles  oppo- 
fces  qu'on  demande. 

Seconde     Manière. 

Soient  les  lignes  A  a  ,  Bb  ,]qs  deux  diamètres  conju-  ^  ^^'  ^^- 
■gués  donnés,  entre  lefquels  Aa  e{{  le  fécond.  Ayant 
pris  fur  le  premier  demi-diametre  CB  prolongé  indéfini- 
ment du  coté  de  B ,  de  petites  parties  CE ,  EE ,  EE ,  &c. 
égales  encr'elles  ,  autant  &  de  telle  grandeur  qu'on 
voudra  ;  on  mènera  par  celui  des  points  E  ,  qui  elt  le 
plus  proche  du  centre  C,  la  ligne  EY  parallèle  à  5^  ; 
&  on  prendra  fur  le  fécond  diamètre  -<4 a  de  part  &  d'autre 
du  centre  C ,  autant  de  petites  parties  CP,  PV ,  PF ,  &c. 
toutes  égales  a.  C P  ,  qu'il  y  a  de  petites  parties  CE  , 
EE,E E,  &c.  Ayant  tiré  CD  perpendiculaire  6c  égale 
à  CB  ,  on  mènera  par  tous  les  points  P  ,  P ,  P  ,  &cc.  àcs 
parallèles  MPM,  M  PM,  M  PM,  &c.  au  premier  dia- 
mètre Bb  ,  fur  chacune  defquelles  on  prendra  de  part 
&  d'autre  du  point  P ,  des  parties  PM,  P  M,  égales 
chacune  à  fa  correfpondante  ED.  Je  dis  que  les  deux 
lignes  courbes  qui  paiïent  par  tous  les  points  M  ainfl 
trouvés  ,  feront  les  deux  Hyperboles  oppofées  qu'on 
xiemande. 

Car  nommant  les  données  CA,  tj  CB  ou  CD ,  c  ;  & 

Lij 


/I^ 


/>Vr.   Si  & 
iiS. 
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les  indéterminées  CF,x;   PM,y;  les  triangles  fem- 

blables   CAB  ,    CPÈ  ,    donneront   cette    proportion 

CA  (t).  CB  (c)  :  :  CP  (x).  C£=  y.    Et  à  caufe  du 

triangle  ECD  reftangle   en   C,  (en  imaginant  chaque 
hypothénufc  ED  qu'on  a  omife  de  peur  d-e  contufion 

dans  la  figure)  le  quarrc  ED  ou  FM  (jj)=  CE  f";^] 

CD  (ce).  La  ligne  Pili  fera  donc  ^  une  ordonnée 
au  fécond  diamètre  Aa  ,  qui  a  pour  conjugué  le  pre- 
mier P/?;  &c  comme  cette  démon liracion  convient  à 
toutes  les  lignes  PM,  puifque  chaque  CP  eft  toujours 
h  la  correfpoiidante  CE ,  en  la  raifon  de  CA  à  CB  :  il 
s'enfuit ,  &c. 
Fi  G.  61.  Lorfque  les  diamètres  conjugués  Aa,  Bh  ,  font  égaux 

■*  Déf.  16.  entr'eux,  c'eft-k-dire  ^,  lorfque  les  Hyperboles  qu'on. 
demande  font  cquilateres  ;  la  confiruélion  devient  beau- 
coup plus  aifée.  Car  ayant  mené  CD  perpendiculaire  & 
égale  a  CA ,  &  tiré  par  u\\  point  quelconque  P  du  dia- 
mètre ^i  a  ,  une  parallèle  MPM  au  premier  diamètre 
Bb  \'\\  n'y  aura  qu'à  prendre  fur  cette  ligne  de  part  & 
d'autre  du  point  P ,  les  parties  FM,  P  M ,  égales  cha- 
cune à  PD  ,  pour  avoir  deux  points  des  Hyperboles  oppo- 
fées.  Car  à  caufe  du  triangle  PCD  rectangle  en  C  (eu 
imaginant  chaque  hypothénufe  CD)   on  aura  toujours 

JD^om¥M^'CP-^~CD"o\x'CÂ-,  &  partant  la 
ligne  P  M.  fera  ^-  une  ordonnée  au  fécond  diam.etre  Au  ^ 
qui  a  pour  conjugué  le  premier  Bb  qui  lui  efl  égal. 


*  Art.  127. 


DÉFINITION, 

Fie.  62.  Soient   deux  Hyperboles  oppofées^Af,   am  ,   qui 

ayent  pour  premier  axe  la  ligne  Aa  ,  Sx.  pour  fécond 
axe  la  ligne  B  b  -^  ôc  foient  deux  autres  Hyperboles  oppo- 
fées  BS ,  bs  ,  qui  ayent  au  contraire  pour  premier  axe 
la  ligne  B b  ,  èi  pour  fécond  axe  la  ligne  Au  :  ces  deux 
nouvelles  Hyperboles  B S ,  bs ,  font  appellées  Conjuguées 
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aux  deux  premières  A  M,  a  m;   &  les  quatre  enfemble 
font  appellées  Hyperboles  conjuguées. 

Corollaire, 

132.  Il  eft  clair  que  les  lignes  Ba  ,  Ab ,  font  paral- 
lèles ;  puifque  les  droites  Aa  ,  Bb  ,  terminées  par  ces 
lignes  ,  s'entrecoupent  ^  en  deux 'également  au  point  C.  *  Déf.  4  <^ 
D'où  il  fuit,  félon  la  définition  ii« ,  que  l'Hyperbole  ES  5- 
conjuguée  3.  A  AI,  a  pour  l'une  de  fes  afymprotes  la  ligne 
CG  afymptote  de  l'Hyperbole  A  M;  &  pour  l'autre,  la 
ligne  Cg  autre  afymptote  de  l'Hyperbole  A  AI  indéfini- 
ment prolongée  du  côté  de  C  :  puifque  ces  deux  lignes 
pafTent  par  le  centre  C ,  &  font  parallèles  aux  deux  droites 
Ba  ,  B  A ,  menées  de  l'extrémité  B  du  premier  axe  Bb 
de  l'Hyperbole  ^vS'aux  deux  extrémités  A,  a,  du  fé- 
cond. 11  cft  donc  évident  que  les  deux  droites  CG ,  Cg , 
parallèles  kAb  ^  AB ,  indéiiniment  prolongées  de  parc 
&  d'autre  du  centre  C,  font  non-feulement  les  afymptotes 
des  Hyperboles  oppofécs^iTf,  a  m;  mais  aufîi  des  deux 
autres  B  S ,  b  s  ,  qui  leur  font  conj  uguées. 

PROPOSITION     XVI. 

Théorème. 

133.  S  I  l'on  mené  par  un  point  quelconque  H  d^unc 
afymptote  CG  commune  aux  deux  Hyperboles  A  M  ,  BS , 
une  parallèle  M  S  à  Vautre  afymptote  Cg;  je  dis  quelle 
rencontrera  ces  deux  Hyperboles  en  des  points  M  ,  S ,  qui 
feront  également  éloignés  départ  &  d'autre  du  point  H. 

Car  ,  1°.  la  ligne  M  S  rencontrera  ^  chacune  des  Hy-  *  Jrc.  104, 
perboles  A  M,  BS,  en  un  point.  2°.  A  caufe  de  l'Hyper-» 
bole^  M,  le  rectangle*  CHxHAI=CGxGA  ^  &à  *  Jrt.  10  t. 
caufe  de  l'Hyperbole  B  S  ,   ]e  re^langle  C  H  x  H  S  =^ 
CGxGB.  Donc , puifque  ^  GB=GA,  il  s'enfuit  que  *  jrt.  Si. 
CHxHS  =  CHxHMi  &cquamfiHS=HM.    Ce 
qu'il  fallait  démontrer. 


8^ 
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Corollaire     I. 


I  îA.  Si  l'on  mené  des  points  M,  S ,  des  deux  Hyper- 
boles AM,BS,  les  diamètres  MCm ,  SCs ,  terminés  par 
'  Jrt.  1 14  les  deux  autres  Hyperboles  am,bs;i\  dï  clair  ^  que  le 
diamètre  S  s  fera  le  fécond  diamètre  conjugué  au  premier 
Mm  des  deux  Hyperboles  oppofées  A  M,  a  m;  ik  réci- 
proquement que  le  diamètre  Mm  fera  le  fécond  diamètre 
conjugué  au  premier  Ss  des  deux  Hyperboles  oppofées 
BS ,bs.  D'où  l'on  voit  que  deux  diamètres  conjugues 
quelconques  Mm,  Ss  ,  ât  deux  Hyperboles  oppofées 
AM,am,  font  auffi  deux  diamètres  conjugués  des  deux 
autres  Hyperboles  BS,  bs,  qui  leur  font  conjuguées  ;  avec 
cette  différence  que  le  premier  diamètre  Mm  devient 
le  fécond,  6c  qu'au  contraire  le  fécond  S  s  devient  le 
premier^ 

Corollaire       II. 

X3'^.  Oe-la  il  eft  manifefte  que  les  Hyperboles 
conjuguées  BS ,bs,  aux  deux  /i  M ,  a  m  ,  paifent  p^r 
les  extrémités  iS" ,  5 ,  de  tous  les  féconds  diamètres  SCs 
de  ces  Hyperboles  :  &  réciproquement  que  les  Hyper- 
boles jiM,  a  m  ,  paflent  par  les  extrémités  M,  m,  de  tous 
Jes  féconds  diamètres  MCm  des  deux  Hyperboles  BS,bs, 
qui  leur  font  conjuguées. 
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QUATRIEME     LIVRE. 

DES    TROIS    SECTIONS    CONIQUES. 

Définition. 

ON  entend  par  le  terme  général  de  Scclioii  Conique ^ 
chacune  des  trois  lignes  Courbes  dont  l'on  vient 
de  parler  dans  les  Livres  précédcns  •  fçavoir ,  la  Parabole ^ 
V£llipjc,  V Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofées. 

PROPOSITION     L 

Théorêmer 

ï3<3.  Si  par  V  extrémité  A  d'un  diamètre  quelconque  FfG.tfj&:o4. 
A  a  d'une  Ellipje ,  ou  d'un  premier  diamètre  A  a  d'une 
Hyperbole,  Ion  mené  une  parallèle  A  G  à  J'es  ordonnées 
P  M ,  qui  fait  égale  à  Jbn  paramètre  ;  6*  quon  tire  de 
Vautre  extrémité  a ,  la  droite  a  G ,  qui  coupe  en  O  une 
ordonnée  quelconque  PM  prolongée  s'il  ejî  nécejfaire  :  je 
dis  que  le  quarré  de  l'ordonnée  FM  ejl  égal  au  rectangle. 
de  AP  par  PO.  __ 

Il  faut  prouver  que  PM  =APxPO. 

Selon  les  articles  41  &  ^^^  du  fécond  Livre,  81  &  ii8 

du  troifieme,  on  aura  yîa.  AG  ::  j4P  xPa.  P  M  .  Or 
à  caufe  des  triangles  femblables  aAG,  ûPO,  il  vient 
Aa.AG::  P  a  .  P  O  ::  A  P  x  Pa.  AP  xP  O.   Donc 

PM  =APxP  O.  Ce  qu'il falloit  démontrer. 
Corollaire     I. 

137.  L)e-la  il  eft  évident  que  le  quarré  d'une  or-- 
donnée  quelconque  P-Mà  un  diamètre  Aa  ,  eft  tou- 
jours moindre  drins  rEllipfe  ,  &  toujours  plus  grand  dans 
l'Hyperbole  ,  que    le  redangle  fait  du  paramètre  A  G 
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par  la  partie  yiP  de  ce  diamètre,  prife  entre  fon  ori- 
gine ou  extrémité  A ,  &.  h  rencontre  P  de  l'ordonnée  ; 

*  .^n.  7  &  au  lieu  que  dans  la  Parabole  ^  ils  font  égaux.    Or  c'efl;  à 
io.  caufc  de  cette  propriété ,  que  Apollonius  ,  furnommé  le 

Fi  G.  6<;.  -  Grand  Géomètre,  a  impofé  aux  Sedions  Coniques  les 
noms  que  nous  avons  marqués  :  car  il  a  voulu  donner 
à  entendre  par  celui  de  Parabole,  la  julteflc  ou  exacti- 
tude ;  par  celui  à'Ellipfe  ,  le  défaut  ou  manquement  ;  & 
par  celui  à^ Hyperbole ,  l'excès  qui  fe  trouve  dans  la  corn- 
paraifon  des  quarrés  des  ordonnées  PM ,  avec  les  rec- 
fCangles  correfpondans  AP  xAG. 

PROPOSITION    II. 

Théorème. 

F I  G.  (î(5  ^       I  :^8.  O  A  N  s  une  EUipfe  tout  diamètre  A  a  ,  (S'  dans 
<'7«  les  Hyperboles  oppofées  tout  premier  diamètre  Aa.  ejl 

divifé  en  deux  également  par  le  centre  C ,  ^  ne  rencontre 
la  ScSion  qi^en  deux  points. 

On  a  démontré  cette  Propofition  dans  les  articles  "jo 
du  fécond  Livre  ;  9<j  &  103  du  troifieme. 

PROPOSITION     IIL 

Théorème, 

139.  Tl  ne  peut  y  avoir  (ju' une  feule  tangente  LAL 
qui  pajfe  par  un  point  donné  A  fur  uneSeclion  Conique. 

Cette  Propofition  fe  trouve  démontrée  dans  les  arti- 
cles 21  du  Livre  premier  j  «56  du  Livre  fécond  j  &  107  du 
troifieme. 

PROPOSITION    IV. 

Théorème. 

140.  JLiÊs  tangentes  LAL,  lai,  quipajfcnt par  les  extré- 
mités A,  a,  d'un  diamètre  quelconque  d'une  EUipJé ,  ou  de 

deux. 


Des  trois  S  ,^i  c  t  i  o  k  s  Coniques,     S5 
deux  Hyperboles  oppofccs  ;  font  paralldcs  entr  elles. 

Ceci  a  été  démontré  dans  les  articles  44  &  55  du 
Livre  fécond,  <Sc  iio  du  Livre  troifieme. 

PROPOSITION    V. 

Théorème. 

141.  Un  diamètre  quelconque  étant  donné  dans  V  El- 
lipfe  ou  dans  les  Hyperboles  oppojees  y  je  dis  que  la 
pofition  du  diamètre  qui  lui  ejl  conjugué,  éjl  déterminée^ 
de  manière  quil  ne  peut  y  en  avoir  quunejeule. 

Car,  1°.  fî  la  Sedion  efl  une  Ellipfc  ,  ou  qu'étant  les 
Hvperbolej  oppofées  le  diamètre  donné  A  a  foit  un  pre- 
mier diamètre  ;  il  eft  clair  félon  l'article  ^G  du  Livre  fé- 
cond,  &  la  définition  13^  du  troifieme  Livre,  que  fon 
conjugué  B  b  fera  parallèle  à  la  tangente  LA  L ,  qui  palTe 
par  l'une  de  (es  extrémités  v^.  Donc  ^  ,  &c.  *  -^rt.  13^. 

1".  Si  la  Seétion  étant  les  deux  Hyperboles  oppofées,  le 
diamètre  donné  B  b  efi  un  fécond  diamètre  ;  la  chofe  a 
été  démontrée  dans  l'article  115  du  troifieme  Livre. 

Corollaire. 

142.  1  L  eft  donc  évident  qu'une  Se*51:ion  Conique 
•étant  donnée  avec  un  de  fes  diamètres  ,  la  pofition  des 
ordonnées  à  ce  diamètre  ,  fera  déterminée  de  manière 
que  chacune  n'en  peut  avoir  qu'une  feule  ,  &  qu'eues 
font  routes  parallèles  entr'elles.  Car  elles  doivent  être 
parallèles  dans  la  Parabole  ■¥■  à  la  tang-ente  qui  p.fTe  par  *  -^rr.  21. 
l'origine  du  diamètre  donné ,  &  dans  les  autres  ^  Seciions  *-Dc/.  1 2,  H. 
au  diamètre  conjugué  au  diamètre  donné.  ^  ^-t»  i^* 


'T  > 


PROPOSITION     VL 

Théorème. 

143.  Dans  une  Ellipfe  tout  diamètre  A  a ,  6'  dan^ 
ks  Hyperboles  oppofées  tout  premier  diamètre  A  a  divifc 

M 
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la  Section  en  des  portions  AM  ,  am  ,  cjui  étant  pi'i/cs  de 
part  &  d'autre  de  ce  diamètre  dans  des  pofitions  contrai- 
res,  font  parfaitement Jcniblabks  6'  égales  entr'e/Ies. 

Car  ayant  pris  fur  le  diamètre  ^  j  (prolongé  lorfqu'il 

s'agit  des  Hyperboles  oppofces,)  de  part  &  d'autre  da 

centre  C  deux  parties  quelconques  CP ,  Cp  ,  égales  cn- 

tr'elles  ;   &  mené  de  parc  (Se  d'autre  les  ordonnées  P  M , 

*^rr.45,5  5,  pm,  il  eft  clair  que  ces  ordonnées  font  ^  égales  entr'elles^ 

^  .'5  o'  I  iS.  ^  qi^^g  ]gg  angles  CP  M,  C p  m  ,  font  ^  égaux.   Si  donc 

l'on  conçoit  que  le  plan  Cp  m  féparé  de  celui  qu'en  voit 

ici ,  foit  placé  de  l'autre  côté  du  diamètre  yî  a  dans  une 

pofition  contraire ,  en  forte  que  la  droite  Cp  tombe  fur 

CP ,  èc  pm,  fur  P  M -^  il  eft  vifiblc  que  le  point  a  tom- 

*  Jrt   l 'S     ^^"""^  ^~  ^^^  '^  point  -<4  j  &  le  point  m  fur  le  point  AI.    Et 

comme  cela  arrivera  toujours  de  quelque  grandeur  qu'on 

puifle  prendre  les  parties  C  P ,  Cp  ;  il  s'enfuit  que  tous  les 

points   m  de  la  portion  am,  tomberont  exaclement  fur 

tous  les  points  M  de  la  portion  ^  ili  ;    &   qu'ainfi    ces 

deux  portions  fe  confondront  l'une  avec  l'autre.    Ce  qu'il 

fallait  démontrer^ 

PROPOSITION    VII. 

Théorème. 

Fis  6S  Cn  i44-  ^^  ^'''^'^  ment  par  un  point  quelconque  P  d^'un 
-jo  ,  71.  diamètre  Ps.^  d'une  Scclion  Conique  {prolongé  lorfque  la 
Seclion  étant  une  Hyperbole  ,  cejl  un  premier  diamètre  ). 
une paralUle  M  PM  aux  ordonnées  à  ce  diamètre  ;  je  dis 
quelle  rencontrera  la  Section  en  deux  points  M ,  M ,  éga^ 
lement  éloignés  de  pan  £'  d'au.re  du  point  V ,  &  non  en 
davantage  :  &  réciproquement  que  f  une  ligne  MM  ter- 
minée par  une  Seftion  Conique,.e/l  coupée  en  doux  égale- 
ment par  un  diamètre  A  a  en  un  point  P,  autre  que  le 
centre  ,  clic  fra  parallèle  aux  ordonnées  à  ce  diamètre. 

Ceci  a  été  démontré  dans  les  articles  9,  11  «Se  20  du. 
Livre  premier  ;  43  ,  45  &  5  5  du  Livre  fécond  •  83^  85  & 
118  du  Livre  troiliemc 
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Corollaire     I. 

I4<>.  13  F-L  A  il  efl:  manifefte  que  fi  une  ligne  quel- 
conque MAI  terminée  par  une  Seélion  Conique  ,  efl: 
coupée  en  deux  également  par  un  diamètre  A  a  en  un 
point  P  autre  que  le  centre  ;  toutes  les  parallèles  à  cette 
ligne  terminées  par  la  Sedion  ,  le  feront  auflj. 

PROPOSITION  VII r. 

Problême. 

14(3.  Une  Scclion  Conique  étant  donnée ^  en  trouver 
un  diamètre. 

Ayant  mené  deux  droites  MM ,  NN  ,  parallèles  en- 
tr'elles,  &  terminées  par  la  Section  ;  on  tire  a  p  ir  leurs 
points  de  milieu -F,  Q,  une  ligne  droite^ a  qui  lera  un 
diamètre. 

Car  -^  le  diamètre  qui  pafTe  par  le  point  P  milieu  de  *  j^t,  145: 
MM ,  doit  auflî  pafTer  par  le  point  Q  milieu  de  N N. 

Corollaire     I. 

147.  Si  l'on  mené  en  même  forte  un  airre  dianjetre 
quelconque  Dd-^W  eft  clair  que  la  Seûion  conique  fera 
une  parabole  *  lorfque  D  d  cÇt  parallèle  k  yia  ;  une  EU  *  Dcf.  7.  I 
lipfe  ^  lorfque  -D ^rencontrera  au  dedans  de  laSe(51:ion  ;  »  B^f.  9.  1' 
&  enfin  une  Hyperbole  *  ou  les  Hyperboles  oppofées  lorf-  »  Def.  y.li! 
que  les  diamètres  D d ,  Aa  ,  fe  rencontrent  en  un  point 
C  hors  de  la  Sedion  ;  &  que  dans  ces  deux  derniers  cas 
le  point  de  rencontre  C  efl:  le  centre.   Cela  efl:  une  fuite 
des  définitions  des  diamètres  de  ces  trois  lignes  courbes. 

Lorfque  l'ElIipfe  eft  donnée  toute  entière ,  il  fuffit  pour 
avoir  le  centre  de  mener  un  diamètre  ^  a  ;   car  fa  gran- 
deur étant  déterminée   par  la  rencontre  de  l'Ellipfe,  il 
n'y  a  ^  qu'à  le  divifer  par  le  milieu  en  C.  Il  en  eft  de  même  *  Art.  50  • 
lorfque  ^  les  Hyperboles  oppofées  (ont  données.  *  jrc.  ^6. 

M  ij 
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Corollaire     II. 

148.  De-la  il  fuie  qu'une  Sedion  Conique  étant 
donnée  ,  avec  un  point  O  fur  le  même  plan  ,  on  peut  cou- 
jours  mener  un  diamètre  D  d  qui  pafTe  par  ce  point.  Car 
iîne  faut  dans  la  Parabole  que  mener  par  le  point  donné 
O  une  parallèle  D  d  a.  un  diamètre  quelconques^  ;  <Sc 
dans  l'Ellipfe ,  ou  dans  l'Hyperbole ,  ou  dans  les  Hyper- 
boles oppofées  ,    une  ligne  droite  D  d  qui  palFe  par  le 
point  donné  O  ,  &  par  le  centre  C  que  l'on  aura  trouvé 
par  le  Corollaire  précédent. 

Corollaire  III. 

149.  Ue-la  il  cfl;  évident  qu'une  ligne  droite  MM, 
ne  peut  rencontrer  une  Seélion  Conique  qu'yen  deux: 
points  A/,  M-  i  &  jamais  en  davantage.  Car  iî  l'on  mené 
par  le  point  de  milieu  P  de  la  ligne  M  AI  un  diamètre 
Aa  ,  il  eft  clair  félon  l'article  144  ,  qu'elle  fera  parallèle 
aux  ordonnées  à  ce  diamètre  ;  d'où  il  fuit  félon  le  même 
article  qu'elle  iie  peut  rencontrer  la  Sedion  qu'aux  deux 
points  M,  M. 

Si  la  ligne  droite  palToic  par  le  centre   C  ;   on  aiiroit 
recours  k  l'article  138  ,  où  cela  a  déjà  été  démontré. 

Corollaire     IV. 

1^0.  Une  Ellipfe  ou  une  Hyperbole  {fig.  G<),jo.)  étanr 
donnée  ;  trouver  deux  de  fes  diamètres  conjugués  Aa  ,, 
Bb\   &  de  plus  mener  les  afymptotes  CG  ,  Cg,  lorfque 
c'elt  une  Hyperbole. 

Ayant  trouvé  un  à'amecre  y^'a  par  le  moyen  dés  deux 
parallèles  M- Ai,  N  N  ,&  mené  par  le  centre  Cune  paral- 

*  Def.il. XI.  ièle  B  l) ,  a  ces  deux  lignes:  il  eîl  clair  ^  que  les  diame- 
&  1 4.  !!î.     très  Aa  ^Bb ,  feront  conjugués  ;  puifq'je  les  lignes  MM^ 

N  N ,  étant  coupées  en  deux  egalemcni;  par  le  diamètre 

*  Jr:.  144,    Au   aux    poinrs  F ,  Q,  feront  ^  ordonnées  de  part  & 

d'aurre  à  ce  diamètre. 


Des  trois  Sections  Coniques.     5,3 

Maintenant  pour  mener  (fig.  70.)  les  afymptotes  CG , 

Cgi  onkraAPxPa.YM::  CA.  CB^ ou.  'cT .  ou 
(  ce  qui  eil  la  même  chofe)  comme  la  moyenne  propor- 
tionnelle entre  ^P,?^z  ,  e(i:  a  Pili,  demêmeC^eftà 
CB  ou  Cb.  Et  ayant  tiré  les  droites  A  B ,  yib  ,  on  leur 
iTienera  par  le  centre  Clcs  parallèles  indéfinies  Cg  ,  CG y 
qui  feront  les  afymptotes  cherchées.  Car  il  eft  clair  que 
Bb  fera  ^  la  grandeur  du  fécond  diamètre  conjugué  au  *  Art.  Sj  &■ 
premier  A  a -^  &  le  relie  eft  évident  félon  les  définitions  '^^* 
13  &  14  du  troifieme  Livre. 

PROPOSITION      IX. 

Problème^ 

ii^^i.  Une  Scclion  Conique  étant  donnée  ,  avec  un 
de  J'es  diamètres  A  a  ;  trouver  la  pof.tion  des  ordonnées 
P  M  <7  ce  diamètre. 

Ayant  mené  deux  parallèles  au  diamètre  donné  A  a  ïig.6î,<;^, 
qui  en  foicnt  également  éloignées  de  part  &  d'autre,  &     7°  «^  71- 
qui  rencontrent  la  Seâion  en  des  points  M ,  M  ;  je  dis 
que  la  ligne  Milf  qui  coupe  le  diamètre  donné  au  point 
P ,  eft  ordonnée  de  part  &.  d'autre  à  ce  diamètre  ,  pourvu 
que  le  point  P  ne  tombe  point  fur  le  centre. 

Car  par  la  conftrudion  la  ligne  MM  fera  coupée  en 
deux  également  par  le  diamètre  Aa  au  point  P;  &  par 
conféquent  elle  fera  ^  ordonnée  de  part  &  d'autre  à  ce  *  Jn^iAA^ 
diamètre. 

On  peut  toujours  par  cette  manière  trouver  la  pofition 
d'une  ordonnée  PMk   un  diamètre  donné  ^^.    Car, 
i".  dans  la  Parabole  &  l'Hyperbole  (fig.  68  &  70.)  lorf^ 
que  le  diamètre  donné  Au  ett  un  premier  diamètre;  il 
eft  clair  qu'à   quelque   diflance  qu'on  mené  de  part  & 
d'autre  les  deux  parallèles  au  diamètre  A  a  ,  elles  rencon- 
treront chacune  la  Se6lion  en  un  point  Tkf,-  puifque  ^  la  *.4rt.  'o,iOy 
Seftion  s'éloigne  toujours  de  plus  en  plus  à  l'infini  du  dia-     ^4  ^  ui^. 
jnctre  yia.  2°.  Dans  l'Ellipfe  {fig.  69.  )  ,  &  dans  les  Hy- 
perboles oppcfécs   (fig.  71.)  lorfque  le  diamètre  donné 


94  LivRF     Quatrième. 

jia  eft  un  fécond  diamètre  :  il  efl  clair  qu'on  peut  tou- 
jours mener  deux  parallèles  de  part  &  d'autre  du  dia- 
mètre Ail ,  qui  coupent  la  Se£tion  chacune  en  un  point 
M ,  en  forte  que  la  ligne  MM  rencontre  le  diamètre 
donné  A  a  en  un  point  P  autre  que  le  centre  •   puifque 

*  .^rt.  44  &  dans  l'Ellipfe  ^  les  ordonnées  du  diamètre^ a  vont  tou- 

5  5-  jours  en   diminuant  depuis  le  centre  C  jufqu'en  ^ ,   & 

*  Jn.  84  &  qu'au  contraire  dans  les  Hyperboles  oppofées  *  elles  vont 

11^.  toujours  en  augmentant  à  mefure  qu'elles  s'éloignent  du 

centre  C. 

Corollaire     L 

i>)2.  De-l  A  on  tire  (^g".  68,  (j9,  70.)  une  nouvelle 
manière  de  mener  une  tangente  par  un  point  donné  -^fur 

*  Jrt.  14S.     une  Sed:ion  Conique  donnée.  Car  *  ayant  mené  par  ce 

point  un  diamètre  v4  a  ,  &  trouvé  une  double  ordonnée 
*Jrt.  10, 10,  MPMk  ce  diamètre  ;  il  eft  clair  ^  que  fi  l'on  mené  par  le 
44 >  55»  84.J  point -^  une  parallèle  à  MM,  elle  fera  tangente  en^. 

^,I.ii,lI.  Corollaire     II. 

i")3.  Ue-la  on  voit  encore  comment  une  Elîipfe  ou 
les  Hyperboles  oppofées  (Jig.  (^9  ,  70,  71.  )  étant  données 
avec  un  de  leurs  diamètres  quelconques  yi  a  ^  on  peut 
trouver  le  diamètre  B  b  qui  lui  eft  conjugué.  Car  il  n'y 
a  qu'à  mener  par  le  centre  C  une  parallèle  B  If  aux  ordon- 
nées à  ce  diamètre. 

Ou  bien;  foit  B  b  le  diamètre  donné,  &  qu'il  faille 
trouver  fon  conjugué  Au.  x\yant  tiré  j^^lf  parallèle  à  Blf 
&  terminée  par  la  Seilion ,  on  mènera  par  fon  point  de 
milieu  P,  &  le  milieu  C  dcBb  ,\e  diamètre  cherché  ^û. 

Corollaire      III. 

I  <;  4.  U  NE  Hyperbole  MAM{fig.  70.)  étant  donnée, 
avec  un  de  fes  féconds  diamètres  Bb  àc  pofition  ;  ea 
terminer  la  grandeur  ,  &  tro)iver  en  même  tems  la  pofi- 
tion de  Îqs  ordonnées. 


Des  trois  Sectiot^s  Coniques.      ç<j 

On  cherchera  le  premier  diamètre  ^a  conjugué  au 

fjcond  Bb,  par   le   moyen   de  la  reconcc'manicrc  du 

Corollaire  précédent  ;   &c  ayant  iàk  AP  x  P  a  .  F  M  :  : 

C  A  .  CB  ou  Cb  .  Il  cft  clair  ^  que  B b  fera  la  grandeur  *  ^rr.  Si  & 
du  fécond  diamètre  Bb,    ik   que  fes  ordonnées  feront       nS. 
parallèles  au  diamètre  yîa. 

PROPOSITION    X. 

Problême. 

1 5  "î •  13'  u  N  point  donné  T  hors  une  Section  Conique  F  i  g.  71 ,  75 
donna  ,  mener  deux  tangentes  TM,  TM ,  à  cette  Section,        ^  74- 

Pour     la    P\a  r  a  b  0  l  e. 

Ayant  mené  {fig.  72.)  par  le  point  donné  T  ^'  un  dîa-  *  ^'■'-  H^- 
mètre  qui  rencontre  la  Parabole  au  point  A ,  &  pris  fa 
partie  yiP  égale  à -^T";  on  tirera  par  le  point  P  '^  une  '^  Art.  151. 
parallèle  aux  ordonnées  qui  rencontrera  *  la  Parabole  en  *  Jrt.  144. 
deux  points  M,  M i  par  iefquels  &  par  le  point  donné, Z" 
®n  tirera  les  droites  TM,  TM,  qui  feront  *  les  tangentes  *  Jn.  it  & 
cherchées.  13- 

Pour     l'  Ellipse, 

Ayant  mené  (Jig.  72.  )  par  le  point  donné  T"  ^  le  dia-  *  ^^'-  ^'i^- 
mètre  A  a ,  ôc  pris  CP  troiiîeme  proportionnelle  à  CTy 
C  A  ;  on  mènera  par  le  point  P ,  une  parallèle  aux  ordon- 
nées qui  rencontrera  ^-  l'Ellipre  en  deux  points  M ,M^  *  Art.  144. 
par  Iefquels  &  par  le  point  donné  T  on  tirera  les  droites 

TM ,  T  M ,  qui  feront  ^  les  tangentes  cherchées.  *  ^rt.  57  & 

58. 

Pour  l'Hyperbole  &  les  Hyperboles  opposées. 

Ayant  mené  {fig.  74.  )  par  le  point  donné  2^ ,  -^  le  dia-  '^''^-  '4^' 
mètre  A.  a  ,  dont  on  déterminera  la  grandeur  ^  s'il  eft  un  *  Art.  1 54. 
fécond  diamètre  j  on  prendra  CP   troifieme  proportion- 


.irc. 
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nelle  z  CT ,  CA  (  du  même  côte  du  point  donné  jT, 
par  rapport  au  centre  ,  lorfque  ce  point  tombe  dans  l'un 
des  angles  foits  par  les  afymptotes  ;  &  du  côté  oppofé  , 
Jorfqu'il  tombe  dans  l'un  des  angles  à  côté)  :  6c  l'on  mè- 
nera par  le  point  F  une  parallèle  aux  ordonnées  qui  ren- 
144-  contrera  ^  l'Hyp.rboIe  ou  les  Hyperboles  oppofées  en 
deux  points  Tkf,  M;  par  lefquels  &  par  le  point  donné 

*  ^rt.  m.    T ,  on  tirera  les  droites  TM ^  TM ,  qui  feront  ^  les  tan- 

gentes cherchées. 

Si  le  point  donné  tomboit  fur  le  centre  C ,  les  deux 
•*  Jrt.  io8.  tangentes  feroicnt  alors  *  les  afymptotes  C  G  ,  Cg  ;  &  on 
les  tireroit  comme  l'on  a  enfcigné  dans  l'article  l'^o.  Et 
enfin  fi  le  point  donné  tomboit  fur  une  afymptote  comme 
en  .5',  on  tireroit  par  le  point  H  milieu  de  CS  ,  une  pa- 
rallèle HAda  l'autre  afymptote  CG  ,  laquelle  rencon- 

*  Jrc.  104.    treroit  ^  l'Hyperbole  en  un  point  Al ,  par  où  &  par  le 

*  Jn.  107.    point  donné  S,  on  tireroit  une  droite  S  M  qui  feroit  ^ 

une  des  tangentes  cherchées  ;  &  l'autre  feroit  l'af/mptote 
même  Cg  fur  laquelle  fe  trouve  le  point  donné  ^S". 

Corollaire     L 

i^<3.  CjOMMe  la  ligne  iV/P7Vf  parallèle  aux  ordon- 
î  Jrt.  144.  nées  rencontre  toujours  -^  la  Section  en  deux  points  M, 
iVf ,  également  éloignés  de  part  &  d'autre  du  point  P , 
&  non  en  davantage  ;  il  s'enfuit  qu'on  ne  peut  mener 
d'un  point  donné  T  hors  une  Section  Conique  que  .les 
deux  tangentes  TJ\d ,  T  M.  D'où  il  efl:  évident  que  le 
diamètre  qui  pafle  par  le  point  de  rencontre  T  de  deux 
tangentes  ,  coupe  par  le  milieu  en  P  la  ligne  MM  qui 
joint  les  points  touchans  ;  &  réciproquement  que  le  dia- 
mètre qui  coupe  par  le  milieu  en  P  une  ligne  droite  MM. 
qui  joint  les  points  touchans  de  deux  tangentes  M  Z\ 
MT ,  pafle  par  leur  point  de  rencontre  T. 


Corollaire  H. 
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Corollaire     II. 

1^7.  1  o  u  T  E  s  les  tangentes  de  la  Parabole  (Jîg.  72.) 
fe  rencontrent  deux  à  deux  ,  étant  prolongées  autant 
qu'il  eft  nécefîaire.  Car  fi  l'on  joint  deux  points  touchans 
quelconques  Af,  Tkf,  par  une  ligne  droite  ,  6c  qu'après 
l'avoir  coupée  par  le  milieu  en  P  ,  on  prenne  fur  le  dia- 
mètre qui  pafTe  parce  point,  &  qui  rencontre  la  Para- 
bole en  A ,  la  partie  A  7^  égale  a  A  P  i  il  eft  clair  que 
les  deux  tangentes  M  T,  M  T ,  qui  pafïent  par  les  points 
M.J  M,  fe  rencontreront  en  ce  point  T. 

Corollaire     II  T. 

i-^S.  Il  eft  encore  évident  (fig.j^.)  que  toutes  les 
tangentes  d'une  Hyperbole  fe  rencontrent  deux  à  deux , 
étant  prolongées  autant  qu'il  eft  néceftaire  ;  &  toujours 
au  dedans  de  l'angle  fait  par  les  afymptotes.  Car  fi  l'on 
joint  deux  points  touchans  quelconques  M ,  M ,  par  une 
ligne  droite  ,  &  qu'après  l'avoir  coupée  par  le  milieu  en 
P ,  on  prenne  fur  le  diamètre  qui  pafTe  par  ce  point  & 
qui  rencontre  l'Hyperbole  en  ^  ,  la  partie  CT  tioifiemc 
proportionnelle  à  CP  ,  CA  ;  il  efi  clair  que  les  deux 
tangentes  AIT,  MT ,  fe  rencontreront  en  ce  point  T ^ 
lequel  fera  toujours  -^  au  dedans  de  l'angle  fait  par  les  *  Art.  103. 
afymptotes,  puifque  le  demi -diamètre  CA  tombe  au 
dedans  de  cet  angle. 

COROLEAIRE   IV. 

1^9-  1  ouTES  les  tangentes  d'une  Ellipfe  ou  des  Hy- 
perboles oppofées  (fig-y},  7^')  fe  rencontrent  deux  k 
deux  ,  lorfque  la  ligne  qui  joint  les  deux  points  touchans 
ne  paîî'e  point  par  le  centre  :  fçavoir  ,  celles  de  l'Ellipfe 
du  même  côté  du  centre  par  rapport  à  cette  ligne  ,  & 
celles  des  Hyperboles  oppofées  de  l'autre'  côté.  Cela 
fe  prouve  par  le  moyen  de  la  Propofition  ci  -  defTus , 

N 
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comme  l'on  vient  de  faire  voir  dans  les  deux  Corollaires 
précédens. 

PROPOSITION     XI, 

Problême. 

i6o.  Une  Sc3:ïon  Conique  étant  donnée,  en  trouver 
un  diamarc  qui  fajfe  de  part  ou  d'autre  avec  fes  ordon- 
nées des  angles  égaux  à  un  angle  donné. 

Pour     LAPARABOtE, 

*  Art.  1^6.        Ayant  trouvé  ^*^  un  de  fes  diamètres  v^  P  ,  on  mènera 
îtG.75  &cj6.  par  fon  originel,  la  ligne  AN,  qui  falFc  avec^P  de. 

part  ou  d'autre  l'angle  FA  N  égal  à  l'angle  donné ,  & 
qui  rencontre  la  Parabole  au  point  N.  Ayant  divifé  A  N 
par  le  milieu  en  O,  &  tiré  OM  parallèle  a.AP^  je  dis 
que  la  ligne  M  O  cÛ  le  diamètre  qu'on  cherche. 

Car,  1°.  Tous  les  diamecres  d'une  Parabole  devant 
être  parallèles  entr'eux  ,  feion  la  définition  feptieme  du 
premier  Livre,  il  s'enfuit  que  .MO  fera  un  diamètre;, 
puifque  A  P  en  eft  un.. 

2".  La  ligne  A  N  terminée  par  la  Parabole  étant  cou- 
pée en  deux  parties  égales  par  le  diamètre  il-fO,  elle  lui 

*  Jrt.  144.   fera  ^  ordonnée  de  part  &  d'autre. 

3°,  A  caufe  des  parallèles  Al  O  ,  A  P  ,  l'angle  M  OA 
que  fait  le  diamètre  AI  O  avec  fon  ordonnée  OA,  fera 
égal  à  l'angle  PA  N  qui  a  été  fait  égal  à  l'angle  donné,. 
Donc  ,  ôcc. 

Si  l'angle  donné  eft  droit ,  il  eft  manifefte  que  le  dia- 

*  Arc.  z}.      mètre  Al  O  qu'on  trouvera  par  cette  méthode  fera  ^  l'axe. 

de  Parabole. 

Pour;    les    autresSections. 

*  .^rr.  1A.1S.        Ayant  trouvé  ^  un  de  leurs  diamètres  Aa,  &  décrir 
Pig^  ^-   .78     fur  ce  diamètre  de  part  ou  d'autre  un  arc  de  cercle  A  N  a. 

75 ,  So.      capable  de  l'angle  donné  ou  de  fon  complément  à  deux 
droits  ;  on  mènera  du  point  N  où  il  rencontre  la  Sec— 
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tion,  aux  deux  extrémités  ^,  a,  du  diamètre  u4a,  les 
Jignes  Njî,  Na  ;  par  les  milieux  defquelles  O,  Ç) ,  &  par 
le  centre  C,  on  tirera  deux  diamètres  A'ïm,  S  s.  Je  dis 
que  chacun  de  fes  diamètres  fera  de  part  ou  d'autre  avec 
fes  ordonnées  des  angles  égaux  a  l'angle  donné. 

Car  la  ligne  yi  N  terminée  par  la  Seétion  ,  étant  cou- 
pée en  deux  également  au  point  O  par  le  diamètre  Mm, 
elle  fera  ^  ordonnée  de  part  &  d'autre  à  ce  diamètre.  *  ^^'-  '44- 
Or  le  diamètre  Mm  eft  parallèle  à  la  ligne  Na  ,  puifqu'il 
divife  par  le  milieu  aux  points  C,  O,  les  lignes  Au,  A Nj 
ôc  partant  l'angle  m  OA  que  fait  le  diamètre  Mm  avec 
fon  ordonnée  A  O  ,  fera  égal  à  l'angle  a  NA,  qui  par  la 
conftruélion  eft  égal  a  l'angle  donné ,  ou  a  fon  complé- 
ment à  deux  droits.  On  prouvera  de  même  que  le  diamè- 
tre S  s  fait  avec  fon  ordonnée  Q^N  un  angle  égal  à 
l'angle  donné  ,  ou  à  fon  complément  ^  deux  droits. 
Donc ,  &c. 

II  eft  vifîble  1°.  Que  le  diamètre  S  s  eft  ^  conjugué  au  *  ^^'f-  li,!!» 
diamètre  Mm}    puifqu'il  eft  parallèle  à  fon  ordonnée    '^'4->1aI. 
ON.  2".  Que  les  diamètres  conjugués  Mm,  Ss ,  devien- 
nent ^  les  deux  axes ,  lorfque  l'angle  donné  eft  droit.  *  ^rt.  5  S  & 

12S. 
PROPOSITION    XII. 

Problême. 

i^i.  Un  diamètre  d'une  Secîion  Conique  étant  don- 
né,  avec /on  paramètre ,  &  la  pofition  dejes  ordonnées  y 
&fciichant  de  plus  Ji  cejl  un  premier  ou  fécond  diamè- 
tre lorfqu'il  s'agit  de  F  Hyperbole  ;  décrire  la  Section 
par  une  méthode  uniforme  pour  toutes  les  trois. 

Première    Manière. 

Pour  la  Parabole.  Ayant  trouvé  ^  VaxeAP,  fon  ori-  *  ^'''*  ^7' 
gine^,  &  fon  paramètre^ G  que  l'on  prendra  fur  l'axe  ^^^'  ^'' 
prolongé  du  côté  de  fon  origine  ;  on  mènera  par  le  point 
C  une  ligne  droite  indéfinie  D  D  perpendiculaire  à  P  G. 

Nij 
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On  fera  mouvoir  cnfuite  une  ligne  droite  indéfinie  D  AI 
le  long  de  G jD  toujours  parallèlement  l\  AG  ,  en  entraî- 
nant par  fon  extrémité  D  le  côté  D  A  àc  l'angle  droit 
DAM,  mobile  fur  fon  fommet  A  autour  de  l'origine 
A  de  l'axe  A  P.  Je  dis  que  l'intcrfedion  continuelle  M 
de  la  ligne  D  If&c  du  côté  A  Aï  y  décrira  dans  ce  mou- 
vement la  Parabole  qu'on  demande. 

Car  menant  M  P  perpendiculaire  à  Taxe  ,  les  trian- 
gles rectangles  AGD  ,  MPA ,  feront  fcmblables  ;  puif- 
que  chacun  des  angles  GA  D  ,  PAfA  ,  étant  joint 
à  l'angle  PAM,  vaut  un  droit.     On  aura  donc  A  G. 

GD  ou  PM  :  :  PM.  A  P.    D'où  il  fuit  que  Fm  = 

*  Jn.  7.        GAxAPjôc  qu'ainfi  P  M  elï  une  ^  ordonnée  à  l'axe 

AP. 

On  a  déjà  donné  cette  confiruiïlion  dans  le  Livre  pre- 
mier, article  29  ,  d'une  manière  qui  convient  à  tous  les 
diamètres  :  on  ne  la  répète  ici ,  &.  on  ne  la  reftraint  à 
l'axe  ,  que  pour  en  faire  voir  la  liaiion  &  le  rapport  qu'elle 
a  avec  celle  qu'on  va  donner  pour  les  autres  Sedrons. 

Pour  les  autres  S  celions.  Ayant  trouvé  entre  le  diamè- 
tre donné  &  fon  paramètre  une  moyenne  proportion- 
nelle ,  &  l'ayant  placée  en  forte  qu'elle  foit  parallèle  aux 
ordonnées ,  &  coupée  en  deux  également  par  le  centre  ; 

*  Dc'f  1 5,11.  il  efl  clair  ^  qu'on  aura  deux  diamètres  conjugués  ;  par  le 
6'  ijjlll.  moyen  defquels  on  cherchera  ^  les  deux  axes  ,  &  en- 
/irc.  64.  &  f^^\^Q  le  paramètre   de   celui    des    deux    qu'on    voudra 

dans  l'Ellipfe ,  ôc  du  premier  dans  l'Hyperbole.  Cela 
fait. 
îiG.Si&S^.  On  prolongera  dans  TEÎlipfe  ,  &  on  coupera  dans 
l'Hyperbole  l'axe  A  a  en  G  y  en  forte  que  a  G  foit  à  GA  f, 
comme  l'axe  A  a  eft  à  fon  paramètre.  Ayant  trré  par  le 
point  G  une  perpendiculaire  indéfinie  DD  k  l'axe  Aaj, 
on  fera  mouvoir  le  point  JD  le  long  de  cette  ligne  ,  en 
entraînant  avec  lui  la  ligne  droite  IDa  mobile  autour  de 
l'extrémité /z  de  l'axe  Aa  ,  &  le  côté  D  A  de,  l'angle 
droit  D^iVf  mobile  fur  fon  fommet^  autour  de  l'au- 
îre  extrémité  A  de  l'axe  A  a.  Je  dis  que  l'interfedioa 


128 


Des  trois  Sections  Coniques.      lor 

continuelle  M  des  lignes  ^  M,  aD ,  décrira  dans  ce 
mouvement  la  Section  rcquife. 

Car  menant  MP  perpendiculaire  fur  1'.  xe  Aa  ,  les 
triangles  femblables  a  P  AI,  a  G  D  ,  donnent  a  P.  PAI  :  : 
aG.  GD.  Or  les  triangles  redangles  AGD  ,  MPA, 
font  femblables;  puiî'que  chacun  des  angles  GAD, 
P  MA  f  étant  joint  à  l'angle  P  A  M ,  vaut  un  droit; 
&  partant  A  P .  P  M  y.  G  D  .  G  A.  Si  donc  l'on  mul- 
tiplie les  Antecédens  &  les  Conféquens  des  deux  pre- 
mières   raifons  ,    par  ceux    de   ces  deux    dernières  ;  on 

aura  a  Px  P^i.  FM::  aGxGD .  GDxGA  :  :  aG.  GA, 

c'ell-à-dire ,  comme  l'axe  A  a  elt  à  fon  paramètre.  Donc, 

■^  &c.  *  Art.  41 

Il  efl  a  remarquer  que  plus  le  point  D  s'éloigne  du  ^ï* 
point  G  fur  la  ligne  DD  ;  plus  l'angle  PaM  augmente  , 
&  plus  au  contraire  l'angle  PAM  diminue;  de  forte 
que  les  lignes  aM,  AM,  deviennent  parallèles  dans 
l'Hyperbo'e  ,  &  fe  coupent  enfuite  de  l'autre  côté  de  la 
ligne  JDD  ,  où  elles  décrivent  par  leur  interfedion  conti- 
nuelle l'Hyperbole  oppofée. 

Si  l'on  conçoit  dans  l'Ellipfe  &  dans  l'Hyperbole,  que 
le  point  a  s'éloigne  a  l'infini  du  point  ^ ,  ou  (  ce  qui  eft  la 
même  chofe)  que  YaxcAa  devienne  infiniment  grand  ;  les 
lignes  GA ,  D  a  ,  qui  ne  fe  rencontrent  que  dans  l'infini , 
peuvent  être  regardées  comme  parallèles  :  ainfi  cette 
dernière  conftruftion  retombe  dans  le  cas  de  la  précé- 
dente. C'eit  pourquoi  l'Eliiple  ou  l'Hyperbole  devien- 
droit  alors  une  Parabole  qui  auroit  pour  paramètre  la  li- 
gne AG  i  èc  par  conféquent  on  peut  regarder  une  Para- 
bole ,  comme  une  Ellipfe  ou  une  Hyperbole  dont  l'axe  eft 
infini  :  fçavoir  ,  le  premier  dans  l'Hyperbole,  &  celui  des 
deux  qu'on  voudra  dans  l'Ellipfe. 

Seconde     Manière. 

Pour  la  Parabole.  Soit  un  triangle  ifofcelle  H  AL,  p^g   i^. 
dont  l'un  des  côtés  A  H  foit  fitué  fur  le  diamètre  don- 
né AP  prolongé  indéfiniment  de  parc  &  d'autre  de  foa 
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orig^ine  A,  &  l'autre  côté  AL  fur  la  tangente  indéfinie 
LA  L  qui  pafle  par  le  point  A.  Soit  conçue  fa  bafe  H  L 
fe  mouvoir  toujours  parallèlement  à  elle-même  en  en- 
traînant par  Tune  de  fes  extrémités  L  la  ligne  indéfinie 
L  M  parallèle  k  A  P ,  &c  par  l'autre  extrémité  H  la  li- 
gne H  F  parallèle  k  A  L  ôc  égale  au  paramètre  donné 
du  diamètre  ^P,  laquelle  entraîne  aufîî  par  fon  extrémité 
F  la  droite  FA  mobile  autour  du  point  fixe  A.  Je  dis 
que  rinterfe£lion  continuelle  AI  des  deux  droites  FAf 
LM ^  décrit  pendant  que  la  ligne  H.L  fe  meut  dans 
l'angle  H  A  L  ôc  fon  oppofé  ou  fommec ,  la  Parabole 
MAM  qu'on  demande. 

Car  menant  l'ordonnée  MP  au  diamètre  A  P ,  les 
triangles  femblables  AHF,  A  P  M  ^  donnent^  H  ou 

AL  on  PM.  HF  ::  A  P.  PM,  &  partant  FM^= 

*  An.  7  ^  APxHF.  Donc,  ^  &c. 

^°'  On  doit  obferver  que  le  point  H  doit  tomber  au-delà  de 

l'origine  A  du  diamètre  AP i  lotfque  les  points  F j  L, 
tombent  de  part  &  d'autre  de  ce  diamètre. 

FiG.  8j ,  8^.  Pour  les  autres  Seclions.  La  conftruftion  eft  la  même 
que  pour  la  Parabole,  a  l'exception  que  Va.  ligne  LM 
doit  tourner  autour  de  l'autre  extrémité  a  du  diamètre 
donné  Aa  i  -àxx  lieu  que  dans  la  Parabole  elle  lui  eil  paral- 
lèle. On  fappofe  dans  l'Hyperbole  que  le  diamètre 
donné  eft  un  premier  diamètre  ;  car  fi  c'étoit  un  fécond, 
on  trouveroit  félon  l'article  ii'^  du  Livre  troifieme,  le 
premier  qui  lui  eft  conjugué  &c  fon  paramètre. 

Car  menant  MP  ordonnée  au  diamètre  Aa  ,  les 
triangles  femblables  a  P  M ,  aAL,&cAPM,AHF, 
donnent  a  P.  PM  ::  a  A.  A  L  on  AH.  Et  A  P.  PM  :  : 
A  H.  H  F.  Et  partant ,  fi  l'on  multiplie  les  Antecédens 
&  les  Conféqucns  des  deux,  premières  raifons  par  ceux 

des  deux  fécondes ,  on  aura  aPx PA,  PM  ::  aAx  AH. 
*Jrt.j,x,sSy  AHxHF::aA.  HF.  Donc,  ^  &c. 

Si  û-  115.       jj  £^^j.  Qi^fej-yet.  que  1^,5  points  H  ,a,  doivent  tomber 
de  parc  &  d'autre  du  point  A  dans  l'Ellipfe  ,  &  du  même 
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côté  dans  l'Hyperbole  ,  lorfque  les  points  F j  L  ,  tom- 
bent de  part  &  d'autre  du  diamètre  A  a. 

Corollaire     I. 

iCi.  L)e-la  on  voit  comment  un  diamètre  Jîa  étant 
donné  avec  une  de  fes  ordonnées  FM-,  on  peut  trouver 
fon  paramètre  H  F.  Car  x°.  Dans  la  Parabole  on  pren-  Fig.  S4. 
dra  fur  le  diamètre  y4 P  la  partie  AH  égale  a  Pilï;  & 
ayant  tiré  la  ligne  H  F  parallèle  à  P  Al ,  &  terminée 
en  F  par  la  ligne  A  M' tirée  de  Torigine  A  du  diamètre 
par  l'extrémité  M  de  l'ordonnée  ,  il  efl  clair  que  cette 
ligne  H  F  fera  le  paramètre  du  diamètre  A  P. 

1°.  Dans  les  autres  Sedions ,  on  mènera  par  l'une  des  Fig.  S55v:8(j. 
extrémités  a  du  diamètre  donné  Aa  la  ligne  a  M  qm  ren- 
contre la  tangente  AL  ,  qui  paffe  par  l'autre  extrémité  A , 
au  point  L  ;  &  ayant  pris  fur  le  diamètre ^a  la  partie ^/^f 
égale  li  A  L  ,  on  tirera  H  F  parallèle  à  FAI,  laquelle  ren- 
contrant en  i'ia  Vigne  AM,  fera  le  paramètre  du  diamètre 
Aa. 

Corollaire       II. 

1(^5.  O  N  cire  de  la  féconde  manière  qu'on  vient  d'ex- 
pliquer ,  une  méthode  uniforme  ôc  très-exaéte  dans  la 
pratique  de  décrire  une  Seélion  Conique  par  pluficurs 
points.  La  voici  dans  rEllipfe  :  &  elle  fervira  de  Règle 
pour  les  autres  Sections. 

Ayant  pris  fur  la  tangente  ^L,  qui  pafie  par  l'une  des  Fis.  87* 
extrémités  A  du  diamètre  donné  Au  ,  la  partie  A  G  égale 
à  fon  paramètre ,  &  mené  une  parallèle  indéfinie  G  F 
'a  A  a  -j  on  tirera  librement  par  le  point  A  autant  de  li- 
gnes droites  A  F,  A  F,  ôtc.  qu'on  voudra.  Ayant  pris  fur 
la  tangente  indéfinie -^  Z- ,  les  parties  AL^  AL,  &cc. 
égales  aux  correfpondanres  GF,  GF ,  &c.  &  mené  les 
droites  n  L  ,  a  L  ,6cc;  je  dis  que  les  interfcélions  Aï,  ildF, 
&c.  des  droites  correfpondanres  FA ,  La,  FA,  La,  &c. 
feront  des  points  de  l'Ellipfe  qui  a  pour  diamètre  la  ligne 
Aa,çout  tangente  la  ligne  AL,  Sx.  pour  paramètre  du 
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diamètre  Aii  la  ligne  ^  G.   Cela  eft  vifibJe  en  menant 
F  H  parallèle  à  -4  G  ,  &  cirant  la  ligne  H  L  par  le  point 
L  correfpondant  au  point  P.   Car  le  triangle  H  ^i  L  fera 
*  Hjp.  irofcelle  ;  puifque  ^  A  L  c{\  égale  -^  G  F  on  AH ,  6c 

FI  F  fera  égale  au  paramètre  du  diamètre  A  a  :  c'eft 
pourquoi  cette  conflruction  retombe  dans  celle  de  la  fé- 
conde des  deux  manières  précédentes. 

Comme  les  lignes  G  F,  AL,  deviennent  fort  grandes  , 
lorfqu'il  s'agit  de  trouver  des  points  M  qui  foient  pro- 
ches du  point  a  ;  on  pourra  fe  fervir ,  pour  trouver  ces 
points,  de  la  tangente  a  l  qui  pafTe  par  l'autre  extrémité  a, 
du  diamètre  A  a  ,  Ôc  de  la  ligne  gf  parallèle  k  Aa, 
comme  l'on  voit  dans  cette  tîgure. 

bi  l'on  mené  les  ordonnées  MF,  M P ,  &c.  parallèles 
à  la  tangente  A  L  ,  Ôc  qu'on  les  prolonge  de  l'autre  côté 
du  diamètre  A  a  en  ikf ,  AI,  &c.  enforte  qu'elles  foienc 
coupées  chacune  en  deux  également  par  ce  diamètre  ;  il 
.*  u^rt.  45.  eft  clair  ^  que  ces  nouveaux  points  J\d ,  Af ,  &c.  feront 
encore  à  la  même  Ellipfe. 

On  pourroit  fe  fervir  d'une  même  ouverture  de  com- 
pas G  F  ou  AL  pour  marquer  fur  les  lignes  GF ,  AL  ^ 
autant  de  points  F,  F ,  ôcc.  L  ,  L  ,  &c.  qu'on  voudra  ; 
car  par  ce  moyen  toutes  ces  petites  parties  étant  égales 
entr'elles ,  chaque  G  F  feroit  égale  à  la  correfpondante 
AL}  ce  qui  elt  le  fondement  de  la  démonllration. 

PROPOSITION     XIII. 

Théorème. 

FiG.  88 ,  So  ,  I <3 4-  o'  I L  y  a  deux  droites  MN,  AR  ,  terminées  par 
j>o,  pi.  uneScclion  Conique  ,  lefquellesfc  rencontrent  en  un  point 
P  ,  6"  quij'oient parallèles  à  deux  droites  données  de  poji- 
tion  y  je  dis  que  le  rectangle  MP  x  PN  fera  toujours  au 
reclangle  AP  x  PR  en  raij'on  donnée  ,  en  quelque  endroit 
de  la  SecHçn  que  puijfent  tomber  les  droites  MN ,  AR. 

Pour. 
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Pour     laParabole.  ^ 

Soient  {fig.  88.  )  les  tangentes  CB  ,  E  B  ,  qmk  ren- 
contrent au  point  B ,  parallèles  aux  droites  M N ,  AR: 

je  dis  qut  M P  X  P N.  A P  X  P R  ::CT .  ÏÏB  . 

Car  ayant  mené  ^  par  le  point  G  milieu  de  M.  N  le  *  Art.  14S. 
diamètre  CG ,  &  tiré  par  fon  origine  C  la  parallèle  CB  à 
MN  ;  il  efl:  clair  *  qu'elle  fera  tangente  en  C.   On  me-  *  Art.  10  & 
nera  de  la  même  forte  la  tangente  E  B  parallèle  a.  u4R,       ii« 
que  l'on  prolongera  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  le  dia- 
mètre CG  au  point  K  ;  &  tirant  par  le  point  touchant  E 
l'ordonnée  E  L ,  on  aura  *  K  C=  CL;  &  par  confé-  *  ^re.  12  & 
qnent  KB=BE.  0«  tirera  enfuite  ^£)  ordonnée  ,  &       *■^ 
A  F  parallèle  au  diamètre  CG  ,  &  on  nommera  les  don- 
nées i^  5  on  B  E  ,  m  i   BC^tii  CK,e;  le  paramètre 
CH  du  diamètre  CG,p;  6c  les  indéterminées -^-P,  x,- 
PM,yi  AD,r;  CD, s. 

Cela  pofé,  les  triangles  femblablesiîCJ5C,  APF,  donne- 
ront P  F  =  "-^ ,  A  F  ou  D  G  =  '-^  :  &  par  conféquent 

CG=  -  -hs,G  M  ou  GiV=y+  -  -+-r,PiV  ou  GN 

^GP^^y-^'^-hzr;  MPxPN==yy-^'^y^ 

zry.GM  =yY-^  — r-t-2ry-|-  — xx-h— x-hrr. 

Or  ^  CD(^s).  CG  (';^-+-^)  ::  ÂD\rr).G~M=rr  *  Art,  % 

-+-^'x  =  rr-h^x,  puifque^!D'(rr)=CDxCH 

(^ps).  Et  comparant  enfemble  ces  deux  valeurs  de  G  wM  ^ 
oa  formera   l'équation    y  y  -H  — —  y  +  2  ry-t-  — -  x  x 

'■  -^  ^  m    •'  •'  mm 

-i-  ~  ^~~  7^  x==o ,  qui  convient  également  à  tous  les 
points  de  la  Parabole  ,  lorfque  la  ligne  A  R  tombe  au- 
defTus  du  diamètre  CG ,  &  que  le  point  d'interfedion  P 
tombe  entre  les  points  A,  R. 

Maintenant  fi  l'on   fait   dans  cette  équation  j  =  o, 
on  aura  (  en  effaçant  tous  les  termes  où  y  fe  rencontre  ) 

G 


10, 
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Jl!Lxx-h'-!^'x—'-^x=o.  D'où  l'on  tire  x==^--^f 

mm  mm  " 

=  AR;  puifquePiV^  (j)  devenant  nulle  ou  zéro  ,  il 
eft  clair  que  ^P  (^)  devient  AR.  Donc  AFxPK 
^—"JUix — '^x XX  ;  &  par  conféquent  MPxPlV 

;:  "CBinn).  E  H  {mm),  puifqu'en  multipliant  les  extrê- 
mes &  les  moyens  y  on  retrouve  l'équation  précédente. 
Or  comme  les  tangentes  CB ,BE ,  demeurent  toujours 
les  mêmes,  en  quelque  endroit  de  la  Parabole  que  tom- 
bent leurs  parallèles  MN,  AR;  il  s'enfuit ,  &c. 

Il  peut  arriver  diiFérens  cas  ,  félon  les  différentes  po- 
sitions des  droites  MN.AR;  mais  comme  la  démonf- 
rration  demeure  toujours  la  môme  ,  &  qu'il  ne  peut  y 
avoir  de  changement  que  dans  quelques  lignes ,  ou  dans 
quelques  termes  qui  s'évanouiffent,  je  ne  m'arrêterai  point 
à  les  expliquer  en  détail.  On  doit  obferver  la  même  chofe 
dans  les  deux  autres  Sedions. 

Pour  les    autres  Section  s. 

Ayant  mené  (fig-  89 .90.  9î)  ^^s  deux  demi-diame- 
très  CO^CB,  parallèles  aux  drw^s^  MN^AR-^  je 
dis  que  AîPxPiV.^PxPil::CO\  CB\ 

Soit  mené  le  diamètre  CG  qui  ait  pour  double  or- 
donnée MiV,  fur  lequel  foient  abailTées  les  droites  B  E ^. 
AD,  parallèles  a  MN;  &  ayant  tiré  AF^  parallèle  à 
CG, foienc  nommiées  les  données  C P ,m  ,•  BE,n ;  CE.,  e; 
&  le  demi-diametre  CK,  ti  fon  demi-conjugué  CO,ci 
&  les  interminées  AF,  Xi.PM,y;  AD,  r }  CD ,  s. 

Cela  pofè ,  les  triangles  femblables  CBE ,  API' ,  don- 
neront PF='^  ,  A  F  ouDG  =  '^.  Par  conféquent 
dans  l'Hyperboîe  ou  les  Hyperboles  oppofées   (fig.  90 
&  91.)   on  aura  €G  =  '-£±s,    G  M  on  GN  =  y 
^"Jt^ryPN  QnGN-^GP=y-^  ^  —^ri  MPxPN 
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('^'L^^Jl'=.^ss::Ç.tt\  ::^nj  (rr).  G~M  =  r r      ''^' 

\  mm    m  '  /  ^         ' 


i  e  mrrs X  ,     eecc  xx  +  ze ce ms x 

rr-{ = en  meccant 

rrttrr  ff  ' 


mm  SS'*-  mm  et  mm  te 


pour  — ^— fa  ^  valeur  — .    Et  comparant  enfemble  ces  *  ^^-  ^^  <^ 

deux  valeurs  de  G  M  ,  on  formera  l'équation  yy  H -y 

—  2  r  y  H -—  XX -— x  =  0  ,  dans  la- 

J  mm  te  m  te  ' 

quelle  mettant  à  la  place  de  nntt — ccee  fa  valeur  cctt  (il 

faut  imaginer  l'Hyperbole  conjuguée  qui  palîe  *  par  l'ex-  *  A'^-  i5  4> 

trêmité  B,  lorfque  CB  cft  la  moitié  d'un  fécond  diamètre) 

tirée  de  ce  que  "«^  "C^fe^'-h  CK\ee-]-tt).  ËB'(nn)  :;  *  ^''^-  ^'-  «^' 

CK  (tt) .  C  O  (ce) .  on  aura  celle-ci  y  y  ^-  — y  —  iry 

ce  inrtt'Zzcces  •  ■  .  , 

H XX— ^ x  =  o.  qui  convient  a  tous  les 

mm  m  te  '■ 

points  de  la  Se6liGn,  lorfque  les  points-^,  R,  tombent 
de  part  &  d'autre  du  diamètre  CG  ^  Se  que  le  point  d'in- 
terfedion  P  tombe  entre  les  points  A  ,R. 

Maintenant  li  l'on  fait  dans  cette  équation  j=o,  oa 

aura  (en  effaçant  tous  les  termes  où  y  fe  rencontre)  —  xx 

inr  ee -1-1  ce  es    ^  _       j'^l'  •  ^  "^rtrte  ^  r  ce  em  r 

X  =  O ,  d  OU  1  on  tire  a:  = i_-_iiî^ 

met  '  ce  te 

^=ARi  puifque  R  M  {y)  devenant  nulle  ou  zéro,  ij  eft 
clair  que  AV   (  x  )    devient  A  R.     Donc  A  P  x  F  R 

Q^f^'^x--xx).  MPxPN(jy-^^-^y^,ry) 

::  CB  (mm),  eu  (ce).  Car  multipliant  les  extrêmes 
&  les  moyens  de  cette  proportion  ,  on  retrouve  l'équa- 
tion précédente.  Or  comme  les  demi -diamètres  CO, 
CB  ,  demeurent  toujours  les  mêmes  en  quelque  endroit 
de  la  Section  que  tombent  leurs  parallèles  MN ,  AR; 
il  s'enfuit ,  &c. 

Je  ne  mets  point  ici  en  particulier  le  calcul  pour  l'EIUpfe, 
parce  qu'il  ne  diffère  de  celui  de  l'Hyperbole  qu'en  quel- 
ques ligues.  O  ij 
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Corollaire     I. 

Si!G,  5)i,  iÇ<^>.  S'il  y  a  deux  lignes  droites  M  N,  A  R,  termi- 

nées par  une  Section  Conique,  lefquellcs  fe  rencontrent 
en  un  poinr  P  ,*  (Se  qu'on  mené  par-tout  où  l'on  voudra 
deux  autres  droites  FG ,  B  D ,  parallèles  aux  deux  pre- 
mières ,  &  terminées  aufli  par  îa  Sedion  ,  lefquellcs  fe 
rencontrent  en  un  point  Q  :  il  eft  clair  que  M  F  x  PN. 
u^PxPR::FQxQG.BQx  QD.  Car  les  deux  droites 
jlK,  B  D ,  étant  parallèles  entr' elles  ,  feront  parallèles 
à  la  même  droite  CZ  donnée  de  polition  ;  comme  aufîi. 
les  deux  droites  MN,  FG,k  la  même  droite  CJ'donnéa 
pareillement  de  pofîtioa. 

Corollaire     IL 

i6S.  S'^iL  y  a  deux  parallèles  y4  R ,  B  D,  terminées 
par  une  Sediion.  Conique  ,  lefquellcs  rencontrent  aux 
points  E ,  Q^,  une  ligne  droite  F  G  terminée  par  la  même 
Sedion  ;  je  dis  que  FExEG.  AEx  ER  :  :  FQxQG. 
BQx  Q^D.  Car  concevant  dans  le  premier  Corollaire 
que  AÎ,N  tombe  fur  i''G,  il  eft  clair  que  les  rectangles' 
MP  X  PN,  AP.xPR,  deviennent  FE  x  EG,  AExER. 

Corollaire  III.  Pour  le  Cercle, 

lîc.  9î.  1^7    C^^   P^"^'  ^^^^  ^^  ^^  Théorème  îa  propriété 

du  cercle .,.  qui  eft  ft  connue  de  tous  les  Géomètres  ;  fca- 
voir  que  ft  par  un  point  quelconque  P  pris  au  dedans 
ou  au  dehors  d'un  cercle  ,  on  mené  autant  de  lignes 
qu'on  voudra  AR,  MN ,  HL  ^  &c.  terminées  par  la- 
circonférence  ,  les  re^angles  AP  xP R,  MP  x  P N ^, 
HP  X  PL ,  &c.  feront  tous  égaux  entr'eux.  Car  menant; 
les  demi  -  diamètres  CB,C  O,  CJD ,  &c.  parallèles  à  ces 
lignes  ,  il  eft  clair  par  le  Théorème,  que  tous  ces  reétan— 
gles  feront  entr'eux  ,  comme  les  quarrés  de.  ces  demi- 
diamètres  ou  rayons ,  lefquels  par  la  propriété  cflencidie 
du  cercle  font  tous  égaux  entr'eux. 
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Corollaire  IV.  Pour  la  Parabole. 

168.  S'il  y  a  une  ligne  droite  M N  terminée  par  Fig.  94^ 
une  Parabole  ,  &  qu'on  mené  par  un  des  points  quel- 
conques A  de  la  Parabole  un  diamètre  A  F  qui  ren- 
contre cette  ligne  au  point  F  :  je  dis  que  le  r^eâiangle 
J\d FxF  N  eu  égal  au  reélangle  de  A  F  par  le  paramètre 
CH  du  diamètre  CG,  qui  pafïe  par  le  milieu  de  M N'. 

Car  concevant  dans  le  Théorème  que  A  F  tombe  fur 

A  F,  il  efl:  clair  que  la  ligne  P  F  (^  x\  devient  nulle 
ou  zéro ,  &  qu'ainfi  -  =  0.  C'efl:  pourquoi  effaçant  dans 
Féquation  à  la  Parabole  y  y  -1-  — —  y  -{-  zry -^  —-  xx 

T  j  j  m    j  •'mm 

-+-  -—  X  —  —  X  =  o  ,  tous  les  termes  où  '^  fe  renGont^■e , 

mm'  m  ' 


1  n  X         ,  .      nn 

m     -^  -'  mm 

—  X i-  x  =  o  ,  tous  les  termes  ou 

mm'  m 

on  en  formera  celle-ci  y  y  -h^ry  — ■  ^  a:  =  o.   Or  A  F 

ex 

m 


=^-  ,CH  =p ,  &  MF  X  FN=  yy-\-2ry.  Donc ,  &c. 

Ce  n'eft  que  pour  faire  voir  la  généralité  du  Théo- 
rème ,  que  j'en  déduis  cette  propriété  j  car  on  la  peut 
démontrer  plus  aifément  fans  y  avoir  recours ,  en  cette- 
forte.  'G~M=  G  CxCH, HD  ou  GT  =  DCx  CH^ 

&  partant  GM^  G  F  ou  MF  x  FN=  GC—  DCx  CH 
=  AFxCH. 


Corollaire  V.  Pour  la  Paraboi 


E.- 


1^9.  De-la  il  eft  évident, 

1».  Que  s'il  y  a  deux  droites  MN ,  EL  y  terminées- 
par  une  Parabole,  &  parallèles  entr'elles  ;  &  qu'on* 
mené  par  deux  points  quelconques  A  ,B ,  de  cette  Para* 
bole  ,  deux  diamètres  AF,  BP ,  qui  rencontrent  ces 
Ugnes  aux  points  F,  P  ;  il  efl:  évident,  dis -je,  que 
MFxFN.  EFxPL  -.  :  AF.  BP.  Carie  diamètre  CG 
qui  pafle  par  le  milieu  de  MN,  pafTe  auiïi  par  le  miliea; 


» 
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àc  E  L  f    &  par  conféquent  le  re(51:angle  E  P  ^  P  T.  — 

BPxCH,de  mémo  que  M Fx  F N =A Fx  C H. 

2°.  Que  s'il  y  a  une  ligne  droite  MN  terminée  par 
une  Parabole  ,  ôc  qui  rencontre  deux  de  fcs  diamè- 
tres yi  F,  B  K  ,  aux  points  F ,  K ;  on  aura  Af  Fx  FN, 
MKxKN-.'.AF.BK. 

3°.  Que  s'il  y  a  deux  lignes  droites  M  N,  E  L  ,  termi- 
nées par  une  Parabole,  6c  parallèles  entr'elles,  qui  ren- 
contrent un  de  fes  diamètres  quelconques  B  P  aux  points 
K,PionzutâMKxKN.EPxFL::£K.  BP. 

Corollaire  VI.  Pour  la  Parabole. 

170.  IJe-la  on  voit  comment  on  peut  décrire  une 
Parabole  qui  pafTe  par  trois  points  donnés  A ,  J\i ,  iV, 
&  dont  les  diamètres  AF ,  CG,  foient  parallèles  à  une 
ligne  droite  donnée  de  pofition  j  &  démontrer  qu'il  ne 
peut  y  en  avoir  qu'une  feule. 

Car  ayant  mené  une  ligne  AfiV  qui  joigne  deux  des 
points  données  Ai,  A^y  on  tirera  par  le  troifieme  A  un 
diamètre  A  F  parallèle  à  la  ligne  donnée  de  pofition , 
&  qui  rencontre  la  ligne  MiV  au  point  F,  8c  par  le 
point  de  milieu  G  de  MAT  une  parallèle  GC  k  A  F.  On 

fera  enfuite  MFx  FN.  MG  x  GN.  ou  GM^::  AF.  GC. 

Et  ayant  pris  CH  troifieme  proportionnelle  kCG,  GJVL, 

Art.  29  &  on  décrira  ^  du  paramètre  CH ,  &  du  diamètre  CG 

i*'  dont  l'origine  eft  en  C,  une  Parabole  dont  les  ordonnées 

foient  parallèles  à  MN  •  elle  fatisfera  à  la  quefiion. 
Jn.  1 7  &       Car  1°.  Elle  pafTera  *  par  les  points  M,  N;  puifque  par 

^«'  la  conftrudion  CHx  C  G  ==  GM 'ou  GN\  2°.  Elle  paf- 

fera  par  le  pointa  ;  puifque  MGx  GN.  MFx  FN:  :  CG. 
FA.  3^.  Les  diamètres  AF,  CG,  feront  parallèles  à  la 
droite  donnée  de  pofition. 

Comme  la  Parabole  qui  fatisfait  au  Problême,  a  nécef- 
fairement  pour  diamètre  la  ligne  C  G,  qui  a  pour  origine 
le  point  C,  &  pour  paramètre  la  ligne  déterminée  CJti  j 
ïl  s'enfuit  qu'il  ne  peut  y  en  avoir  qu'une  feule. 
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Corollaire  VIL  Pour  la  Parabole. 

171.  S'il  y  a  deux  droites  ^-R,  MN ,  terminées  fie.  8!J, 
par  une  Parabole ,  lefquelles  fe  rencontrent  en  un  point 

P;  &  qu'ayant  hkAFxPR.  MPxPN::  ÂP\  PF\ 
on  tire  la  ligne  AF :  je  dis  que  cette  ligne  fera  un  dia- 
mètre. Car  ayant  mené  les  tangentes  CE ,  EB,  paral- 
lèles aux  droites  Al  N ,  AR,  &  par  le  point  touchant 
C  le  diamètre  CG  qui  rencontre  £'5  prolongée  en  K-^ 

on  aura_I"J'ou  lÎB  .JC-.-.APxPR.  MP xPN:: 

AP.  ?T,  &  par  conféquenc  KB.  CB::AP.  PF. 

Les  triangles  KB  C ,  APF ,  feront  donc  femblables,  & 

Jeurs  côtés  AF,  KC ,  parallèles  entr'eux  :  d'où  il  fuie 

que  la  ligne -(4  i^  qui  fe  trouve  ainfi  parallèle  au  diamètre 

C  G,  fera  un  diamètre  ;  puifque  dans  la  Parabole  ■¥■  tous  *  De'f,  7,  % 

les  diamètres  font  parallèles  entr'eux. 

Corollaire  VIII.  Pour  la  Parabole. 

172.  On  tire  du  Corollaire  précédent  une  manierer 
de  décrire  une  Parabole  qui  pafTe  par  quatre  points» 
donnés^,  Af,  R,  iV. 

Car  ayant  joint  ces  quatre  points  par  deux  droites 
AR)  AlN,  qui  s'entrecoupent  en  un  point  P ,  ôc  faic 

APxPR.  MPxPN  :  :  ^P  .  W ;  on  tirera  la  ligne. -iF, 

&  on  décrira  ^  une  Parabole  qui  pafle  par  les  trois  points  *  An.  170;. 

A  3  M,  N ,  &  dont  les  diamètres  foient  parallèles  à  la 

ligne  A  F.   Elle  fera  celle  qu'on  demande  ;  car  félon  le 

Théorème  la  ligne  AP  doit  rencontrer  cette  Parabole 

en  UHj5oint  i^  ,  tel_que  ^PxPil.  ikfPx  PiV;:  WB^ 
eu  K'B.  'BC'.:'AP\  FF. 

Si  Ton  eut  pris  le  point  F  de  rautre  côté  du  point  P,  pjg 
on  auroit  décrit   une  autre  Parabole  qui  auroit  encore 
pafTé  par  les  quatre  points  donnés.  Mais  l'on  doit  remar- 
quer que  lorfqu'un  de  ces  points  F  tombe  fur  l'un  des 
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points  donnés  M  ou  N  ,  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  Pa- 
rabole qui  fatisf-aiïe  ;  &  que  lorfque  tous  4es  deux  tom- 
bent fur  les  points  AI,  N,  il  n'y  en  peut  avoir  aucune  : 
puifqu'alors  le  diamètre  vi/^  de  la  Parabole  pafieroit  par 

*  Jrt.  10^      deux  de  fcs  points ,  ce  que  l'on  a  démontré  ^  être  im^ 

pojîible. 

COROLLAIRE     IX. 

Pour  l'Hyperbole  ou  les  Hyperboles  opposées. 

ïîG.eiS,  pj.  jj^,  o'iL  y  a  une  Jigne  droite  MN  terminée  par 
une  Hyperbole  ou  par  des  Hyperboles  oppofées  ,  laquelle 
rencontre  une  afymptote  C B  au  point  ()  y  ôc  qui  foie 
pai'allèle  à  une  ligne  donnée  de  poficion  ;  6c  qu'oii  tire 
par  un  point  quelconque  Jî  de  la  Sedion  une  droite 
y4  P  parallèle  à  cette  aiymptote  ,  &  qui  rencontre  au 
point  P  la  ligne  MN:  je  dis  que  le  redangle  MP  x  PN 
fera  toujours  au  rectangle  lAPxPQ^  en  raifon  donnée, 
en  quelque  endroit  de  Ja  Se<^ion  que  tombent  les  -droites 
MN,AP. 

Car  concevant  dans  le  Théorème  (^^■90,91.)  que 
le  demi -diamètre  CB  devienne  une  afymptote,  il  eft 

*  Art.  10 1.    clair  ^  qu'alors  les  trois  côtés  du  triangle  CBE  deviennent 

chacun  infini.  C'eft  pourquoi  menant  (fig.  ^6 ,  97.)  par 
l'extrémité  K  du  diamètre  LK  qui  pafle  par  le  milieu 
de  MN ,  une  parallèle  KS  à  AiN ,  qui  rencontre  l'a- 
fymptote  CB  en  S ,  on  formera  un  triangle  CKS  donc 
tous  les  côtés  feront  finis ,  &  qui  fera  femblable  au  trian-r 
^  Art.  1 1 5.  gle  CB  E  ;  &  partant  on  aura  CK  (t) .  KS  ou  ^  Ç  O  (c) 
:':  CE  (e).  E B  (n).  Ce  qui  donne  ce=nr.  Si  l'on  mec 
à  la  place  de  ce  fa  valeur  nt  dans  l'équation  à  l'Hyper- 

bole  vyH y  —  irv-^ xx  —  ^— x  =  o 

que  l'on  a  trouvée  dans  le  Théorème  ,  on   en   formera 

celle-ci  yy  +  —  j-^2rj—  — ---  x=o  ou  yy^  —  y 


mx  ^nn  »  incs 

m 
T.nrt^xncs 
rru 


T-^ rj=  — ^"—  X.  Or  en  prolongeant  AD ,  s'il  eft  né-r 

çeiTaire , 
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cefTaire  ,  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  rafymproce  CB 
en  H  ,  les  triangles  feniblables  CKS ,  CDH ,  don- 
neront CK  (r).  KS  (c)  ::  CD  (s).  DH==j.  Et  par- 
tant ^Jf  ou  P(2=:i^if.    On  aura  donc  MPxPN 

(yy-^~y-^^ry).2APxpqQ-^psixy,,EB(n). 

CB{m)::  KS.CS.  Puifqu'en  multipliant  les  extrêmes 

&  les  moyens  on  retrouve  l'équation  précédente.   Or  les 

lignes  K  S ,  CS ,   demeurent   toujours   les    mêmes    ea 

quelque  endroit  de  la  Sedion  que  tombent  les  droites 

MN ,  AP i  parce  que  le  diamètre  LK  qui  pafTe  par  le 

milieu  de  M.N ,  palle  aufli  ^  par  le  milieu  de  toutes  ks  *  jrt.  14c. 

parallèles  à  MN  terminées  par  la  Sedion  ,  en  quelque 

endroit  qu'elles  fe  rencontrent.  Donc ,  «Sec. 

On  peut  démontrer  ce  Corollaire  immédiatement  ,  Fig.  <j^. 
&  fans  avoir  recours  au  Théorème,  en  cette  forte.  Soient 
les  données  CK=t,  KS  ou  C  0  =  c,  CS=m  ,  &  les 
indéterminées  CD  =  s,  AD  ou  Z)/=r,  AP=x y 
PM^^y.  Les  triangles  femblables  CSK,  APF,  don- 
nent P  F=  '-^  ,AF  oxx  D-G=^~  ;  &  partant  G  M  ou 

CN-=y-\~  —  — r,  CG=  ~  -\-s.  Or  à  caufe  des  trian- 
gles  femblables  CKS,  CD  H,  CG  Ç>,  on  aura  CK(^t). 
KS(c)::  CD(s).  DPI=j::  CCÇ-^-^s^  GQ 

=  -^  -+-  y.   Et  partant  M QxQN  ou  GQ~  'GM 

rccsx          ccJs                       icxy     .                ,     icrx  *   y«  ET     ZT  T 

= 1 yy 1  _+_2ry-h- 7T=  AHxHI  *   J.,  „_ 

mt  tt         -^  •'  m.  J  m  -arf.  97» 


ou  DH  —  D l  ='~  ~—rr  \  d'où  l'on  tire  (en  efîaçant  de 
part  &  d'autre  —  —  rr ,  &  tranfpofant  d'une  part  tous 
ks  termes  où  y  fe  rencontre)  cette  équation  yy-+-  — ^ 
—  2ry=^ 1 ,  laquelle  étant  réduite  en  propor- 
tion ,  donne  ^PxPiV(yy  H- '-^ —2  rj).  zAPxPQ 
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(liif  +  2rx)  ::  KS(^c).  CS(rn).    Ce  ^uilfalloit  dî-^ 

montrer. 

La  démonftration  efi:  la  même  pour  les  HyperboIeS' 
oppofées  h  quelques  fignes  près. 

COROLLAIRE      X. 
Pour  l'Hyberbole  ou  les  Hyperboles  opposées, 

ïiG,  5)8.         174,  Il  fuit  du  Corollaire  précédent, 

1°.  Que  s'il  y  a  deux  droites  parallèles  entr'elîes  M  N^ 
HG ,  terminées  par  une  Hyperbole  ou  par  des.  Hyper- 
boles oppofées  ,  &  qui  rencontrent  une  afymptote  CS 
aux  points  Q^,  I^  <5c  qu'on  mené  par  deux  points  quel- 
conques yî,  B ,  de  la  Seèlion  deux  parallèles  AP ,  B  D  ^ 
à  l'afymptote  CS  qui  rencontrent  ces  lignes  aux  points 
F,  D.  les  redangles  AIPxPN,  lAPxPQ  feront  en- 
tr'eux  y  comme  les  rectangles  HD  x  DG,  iBD  x  DI ^  & 
partant  on  aura  MPxPN.  HDxDG::  APxPQ^, 
BDxDI. 

2°.  Que  s'il  y  a  deux  droites  parallèles  entr'elîes  M N ,. 
HG,  terminées  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyper- 
boles oppofées,  &  qui  rencontrent  une  afymptote  CS 
aux  points  Ç),  I  j  <Sc  qu'on  mené  par  un  point  quelcon- 
que A  de  la  Seèlion  ,  une  parallèle  A  O  a.  CS  ,  qui  ren- 
contre ces  lignes  aux  points  P,  O  :  on  aura  (en  conce- 
vant dans  le  cas  précédent  que  BD  tombe  fur  AP)  cette 
-  proportion  ,  MPxPN.  HO  x  OG  ::  APxPQ, 
AOxOI  r.AP.AO.  puifque  P  Q^  O  J. 

3°.  Que  s'il  y  a  une  ligne  droite  H  G  terminée  par 
une  Hyperbole  ou  par  des  Hyperboles  oppofées ,  &  qui 
rencontre  une  afymptote  CiS"  en  i  y  &  qu'on  mené  par 
deux  points  quelconques  de  la  Sed:ion  A,  B ,  deux  pa- 
rallèles A  O ,  B  D ,  à  es,  qui  rencontrent  cette  ligne: 
aux  points  O  ,D  :  on  aura  HOx  OG.  H  Dx  DG  :: 
AOxOI.BDxDJ.  Cela^  efl:  encore  une  fuite  du  pre- 
mier cas,  en  concevant  que  la  ligne  ikf  A'tombe  fur  HG. 
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Corollaire     XI. 

175.  Si  l'on  conçoit  qu'une  ligne  droite  BD  qui  Fig.  91. 
rencontre  une  Seflion  Conique  en  deux  points  B  ,  D  ,  fe 
meuve  parallèlement  à  elle-même  jufqu'à  ce  qu'elle  rafe 
la  SeiElion  ,  c'eft-à-dire  ,  jufqu'à  ce  qu'elle  devienne  la 
tangente  LS  :  il  eft  clair  que  ics  deux  points  d'interfec- 
tion  B ,  D  ,  fe  réunifient  alors  au  point  touchant  L  ;  & 
qu'ainfi  on  peut  confidérer  un  point  touchant  comme 
deux  points  d'interfeiflion  qui  tombent  l'un  fur  l'autre. 
Or  cela  pofé  ,  on  voit  naître  des  Corollaires  i ,  2  ,  i^  ,  10  , 
plulieurs  cas  ,  dont  voici  les  principaux. 

x".  S'il  y  a  deux  tangentes  A  S ,  LS ,  qui  fe  rencon- 
trent en  un  point  iS,  &  deux  autres  droites  MN^AR, 
parallèles  à  ces  tangentes  &  terminées  par  la  Sed:ion  , 
îefquelles   fe  rencontrent  en   un   point  P  ;    je  dis  que 

MPxPN.  APxPR::~KS  .  TS  .  Ceci  a  été  démontré 
dans  le  Théorème  à  l'égard  de  la  Parabole  :  mais  pour 
les  autres  Sections  ,  concevant  dans  le  premier  Corollaire 
que  F  G  tombe  fur  'a  tangente  h  S,  &  B  D  fur  LS  ; 
il  eft  clair  que  les  deux  points  d'inccrfedion  P\  G  ,  Ce 
réunifTent  au  point  touchant  K ,  comme  auffi  les  deux 
B  ,  D  y  au  point  touchant  /-  y  &  qu'ainfi  les  reélang'es 

FQxQG,  5Qx  <2-0,  deviennent  les  quarrés -t. li'     LS  . 

2^.  Si  dans  une  Eliipfc  ou  dans  des  Hyperboles  .ippo- 

fées ,  l'on  mené  une  tangente  T  X  parallèle  à  /.  S ,  cv  qui 

rencontre  iS'  L  au  point  X ,  on  prouvera  comme  dans  le 

nombre  précédent ,  que  MF  x  PN .  A  P  y  PR  ::  TX\ 

TÂ\  D'où  il  fuit  que  ITs  .  TS::  TX\  Fx  .  Et  KS. 

SL  ::  TX .  LX.  C'e(i-h-dire  ,  que  fi  deux  tangentes  pa- 
rallèles KS ,  T X,  rencontrent  une  troifîcme  tangente 
LS  aux  points  S ,  X ,  on  aura  KS .  LS::  TX .  LX,  ou 
KS.  TX::LS.  LX. 

3°.  Si  dans  une  Ellipfe,  dans  une  Hyperbole  ou  dans 
des  Hyperboles  oppofées  ,  il  y  a  deux  tangentes  KS ^ 
LS ,  qui  fe  rencontrent  en  un  pointa",  &  qu'on  mené 

ri) 
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deux  demi-diametres  CV,  CZ  ,  parallèles  à  ces  tangcrr- 
tes  ;    je   dis  qu'elles  feront  cntr'elles  comme   ces  deux 

Jemi-diametres.    Car  félon  le  Théorème  CK.   CZ  i: 

MPxPN.  APxPR::KS.  Ts\  félon  le  nombre  pre- 
mier. Et  par  confiquent  CiT.  CZ  :  :  KS.  LS. 

4°.  S'il  y  a  deux  droites  AK,  FG,  terminées  par  une 
Seftion  Conique  ,  lefquellcs  rencontrent  deux  tangentes 
Kl,  L  O  ,  qui  leur  foient  parallèles  aux  points  /,  0  ;  je  dis 

que  FOx  OG  LÔ^r.  KÏ .  AIx  IK,  Ce  qui  eft  évident 
en  concevant  dans  le  premier  Corollaire  que  B  D  de- 
vient la  tan^-ente  L  O  \  &  MN,  la  ram;ente  Kl. 

<f°.  S'il  y  a  deux  parallèles  AR,  BD,  terminées  par 
une  S,eâ:ion  Conique  ,  lefquellcs  rencontrent  une  tan- 
gente Xiï  aux  points  /,  H i  je  dis  que  Kl .  AIxIR  :: 
KH'.  BHxHD,  ou'kÏ.  KH::AIx  ÎR.  BHxHD, 
Ce  qui  eft  une  fuite  du  fécond  Corollaire ,  en  conce-  ' 
vant  que  la  ligne  F  G  tombe  fur  la  tangente  K  H. 

C".  Si  l'on  fuppofe  dans  le  nombre  précédent  que  la 
Sedion  Conique  foit  une  Hyperbole ,  &  que  la  tangente 
HK  en  foit  une  afymptote  ;  les  rectangles  B  Hx  H  D  y 
A  I  X  IR  deviendront  égaux  entr'eux.  Car  le  point  tou- 
^rt.  îo8.  chant  K  fera  ^  alors  inHniment  éloigné  des  points  H,  I ; 
&  par  conféquent  les  droites  infinies  ff/C ,  IK  ,  qui  ne- 
différent  enrr'elles  que  d'une  grandeur  finie  FI  1 ,  doi- 
vent être  regardées  comme  égales.  Ceci  a  déjà  été  dé- 
montré dans  l'article  97,  &  on  ne  le  répète  ici  que  pour 
fervir  de  preuve  à  ce  que  l'on  vient  de  dire ,  &  pour 
faire  voir  qu'on  arrive  fouvent  aux,  mêmes  vérités  par 
à.QS  routes  bien  différentes. 

7°.  S'il  y  a  deux  tangentes  KS ,  LS ,  qwi  fe  rencon- 
trent en  un  point  S ,  avec  une  ligne  droite  A  R  termi- 
née par  la  Seélion  ,  parallèle  a  l'une  d'elles  L  S ,  &c  qui 

i-encontre  Tautre  K  S  en  un  point  /y  je  dis  que  Kl  . 

^IxIR'.-.KS.  LS.  Cela  eft  vifible  en  concevant 
dans  le  fécond  Corollaire  que  les  lignes  FG ,  BD  ^  tom- 
bent fur  les  tangentes  KS ,  LS. 
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8^.  S'il  y  a  dans  uneEllipfc  ou  dans  les  Hyperboles  op- 

pofces  deux  tangentes  parallèles  KT,  TV,  qui  rencontrent 

aux  points  I, /^,  une  ligne  AR  terminée  par  la  Section  aux 

points  R,  A;  je  dis  que  Kl .  AlxIR  ::  7  F  .  RP'^xP'A. 
Cela  fuit  encore  du  fécond  Corollaire  en  imaginant  que 
les  parallèles  MN ,  FG ,  tombent  fur  les  tangentes  Tl^y 
Kl. 

()".  S'il  y  a  dans  une  Parabole  deux  parallèles  MN ,  Fig.  94. 
CH ,  dont  l'une  foit  tangente  en  C,  &  l'autre  foit  ter- 
minée par  la  Parabole  ;  éc  qu'on  mené  par  deux  points 
quelconques  ^  ,  5  ,  de  la  Sedion  ,  deux  diamètres  AF , 
B  O  qui  rencontrent  ces  lignes  aux  points  F ,  O  :  il  efî 
clair  en  concevant  dans  les  deux  premiers  nombres  du  ; 
Corollaire  fîxieme  que  EL  tombe  fur  la  tangente  CH -^ 

i\  Que  MFx  FN.  'CO  ::  AF.  BO.  2".  Que  fi  l'on  pro- 
longe FA  jufqu'h  ce  qu'elle  rencontre  la  tangente  CH 

en  Q  ,  on  aura  MFx  F N.  Tq  r.AF.AQ. 

10".  S'il  y  a  deux  parallèles  MN,  K  T,  dont  l'une  K  T  Vig.  9?, 
touche  une  Hyperbole  en  K  &.  rencontre  une  de  fes 
afymptotes  en  S ,  ôc  l'autre  AiN  efl  terminée  par  l'une 
ou  par  l'autre  des  Hyperboles  oppofées  ,  &  rencontre  la 
niême  afymptote  en  Q  ;  &  qu'ion  mené  par  deux  points 
quelconques  A ,  B ,  àe  h  Seccion  ,  deux  parallèles  A  P , 
B  T,a  l'alymptote  CS,  lefquelles  rencontrent  ces  lignes 
aux  points  /"*,  T;  on  aura  (en  concevant  dans  les  trois  nom- 
bres du  Corollaire  dixième ,  que  la  fécante  G  H  tombe 

fur  la  tangente  RT)  1°.  Lg  reélangle  MPxPN.  KT;-, 
APxPQ^.  BTx  TS.  1°.  En  prolongeant  Pv^  jufqu'k  ce 
qu'elle  rencontre  K  T  en  R  ,    le  rectangle  MPy.P  N^ 

KR:  :AP.AR.  5°.  Le  quarré  TcT .  YTi  ::BTx  TS. 
ARxRS. 

11°.  S'il  y  a  dans  les  Hyperboles  oppofées  deux  tan- 
gentes parallèles  KR,LF,  qui  rencontrent  une  afymp- 
tote es  aux  points  S ,  l^;  &  qu'on  mené  par  deux  points 
quelconques  A ,  B ,  de  la  Scâion  ,  àevix  parallèles  AR^ 
B  Fh^  l'afymptote  CS  lefquelles  rencontrent  ces  tangentes 
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aux  points  il ,  F  ;  on  aura  (en  concevant  dans  les  deux 
premiers  nombres  du  Corollaire  dixième  ,  que  les  deux 
Sécantes  MN ,  GH ,  tombent  fur  les  deux   tangentes 

KR,  LF)  i\  Le  quatre  k1  .  LF\  :  ARxRS.  BF>^  FK 
p.  Le  quarré  ÂÂ'.  TTË^ y.  AR.  AE, 

PROPOSITION    XIV. 

Problême.    ' 

fis. 99,  loo        ijG.  ijÉCRiRE  une  EUipfc  ou  deux  Hyperboles  op- 

^  loi,       pofées  autour  d'un  parallelogranimc  donné  f  GHK,  & 

dont  r un  de  fes  diamètres  AB  parallèle  aux  deux  côtés 

FK  ,  GH  ,Joit  àfon  conjugué  DE,  en  la  raifon  donnée 

dç,  m  à  n. 

Ayant  mené  les  lignes  AB ,DE ,  qui  coupent  par  le 
milieu    les    côtés    oppofés   du    parallélogramme    donné 

*  /^«.  14^'    F  G  HK ,  il  efl:  clair  *  qu'elles  feront  fur  deux  diamètres 

conjugues  de  la  Seârion  qu'on  demande  ;  &  q'i'ainfi  leur 
point  d'interfedion  en  fera  le  centre  \  puifque  (elon  l'une 
des  conditions  du  Problême  ,  les  parallèles  FG,  KH , 
doivent  être  terminées  par  la  Sedlion  ,  aufli  bien  que  les 
deux  autres  parallèles  FK ,  GH.  Or  cela  pofé  ,  fi  l'on 
prend  AB ,  DE,  pour  ces  deux  diamètres  conjugués  ,  & 
qu'on  nomme  (  les  points  L ,  O  ,  coupent  en  deux  parties 
égales  les  lignes  FG,  K  H,)  les  données  CL  ou  CO ,  a  ; 
L  F  ou  OK,b  }  6c  l'inconnue  CA  ou  CB  ,t;  on  aura, 

*  An.  41  <S-   10,  Lorfque  *  la  Scèlion  efi:  une  E\\\^ÇQ,BLxLA{tt—aa\^ 

LF  {bb):'.  AB  .  D  E  ::  mm.  n  n.   Et  partant  tt=a  a 
'     ^^'    '       H-——.   1°.  Lorfque  ^  la  Section  doit  être  deux  Hyper- 
boles oppofées ,  CL  '^CA  (aa^tt),  LF  (bb)::  ylB  , 
DE  ::  mm.mi,  ce  qui  donne  tt=  a  a— r-'^— ou  tt 

*  nn, 

= —  a  a  ;  \cz.vo\r  tt=a  a- lorfque  la  lisfne 

nn  ■        *  nn  ^  o 

AB  ë'^nn  premier  diamètre  ,  ôc  tt=  — " a  a  Jorf- 
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Planc/ie  tt  .pa^-tiS. 
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que  c'cll  un  fécond.  D'où  l'on  rire  la  conftru£lion  fui- 
vante  ,  que  je  dittinguc  en  trois  diffcrcns  cas. 

Premier  cas.  Lorfquc  la  Sedion  eft  une  Ellipfe  ;  foit 
fait  un  triangle  reélangle  VSl',  dont  l'un  des  côtés 
ST^CL,  &  l'autre  i'F==- IF,-  &  foit  décrit  dit 

demi- diamètre  C^=  Tl^\,  qui  foit  a  fon  dcmi-conju- 
gui  CD  ^  comme  m  efl:  à  n  une  Ellipfe  :  je  dis  qu'elle 
fatisfera  au  Problême.  Car  i^.  Le  diamètre  AB  paral- 
lèle aux  côtés  FK,GH ,  efl:  à  fon  conjugué  DE,  en  la 
raifon  donnée  de  m  h  n.  2".  A  caufe  du  triangle  T S  V 

feflangle  en  S  ,    le  quarré   2'K  ou  CA  {tt)^=TS  < 

{a  a)  -+-  TP^  (^^)  ■  &  partant  B  Lx  LA  {tt~^aa) 

=  ~-y~  '•■  c'cfl:  pourquoi  l'on   aura  B  LxLA  i  '^—  j  , 

LF  {bb)  ::  mm.  nn  r:  AB  .  DE  .  D'où  l'on  voit  que 
LF  eft  une  ordonnée  au  diamètre  AB  i  &  qu'ainfi  la 
Seftion  palîe  par  le  point  F,  On  prouvera  de  môme  que 
là  Sedion  palTera  par  les  points  G ,  H  y  K  ;  puifque 
CL=^LF=OK=OFI,ëc  que  CO=^CL. 

Second  cas.   Lorfque  la  Ses3:ion  doit  être  deux  Hyper-- 

boles  oppofées ,  &  que  CL  eft  plus  grande  que  —  LF  : 

foit  formé  un  triangle  ITiS /^^'^redangle  en  S,   dont  l'un 

des  côtés  S  P'^=  —  LF ,  6c  l'hypothénufe  V  T=^  CL  ;■ 

&  foicnt  décrites  du  premier  dcmi-diamctre  CA  =  T  S  y 
qui  foit  à  fon  demi-conjûgué  CD  ,  comme  m  eft  à  n  y 
ceux  Hyperboles  oppofées. 

2\oiJleme  cas.  Lorfque  la  Sc£lion  doit  être  deux- 
Hyperboles   oppofées  ,    6c    que  CL  eft  plus  petite  que 

—  LF:  on  formera  un  triangle  T^i'/^redangle  en  T  dont 

Tun  des  côtés  TS=  CL,  &.  l'hypothénufe iS7^'=  —  Z,i?T 

On  décrira  enfuite  du  fécond  demi-diametre  CA=.  TVy 
qui  foit  à  (on  demi-conjugué  CD  ,  comme  m  eft  à  «  3:^ 
deux  Hyperboles  oppofées. 

La  démonflration  de  ces  deux-  derniers  cas  eft  fem- 
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blable  à  celle  du  premier  ;   mais  il  faut  remarquer  quç 

lorfque  C L^=^  LF ,  le  Problême  eft  impcffibie. 

Corollaire     X, 

177.  CjOMMe  la  pcficion  des  deux  diamètres  con- 
jugués AB  ^  D  E  y  e't  déterminée,  auffi  bien  que  leur 
grandeur  ;  puifque  félon  les  conditions  du  Problême  ils 
doivent  couper  par  le  milieu  les  côtés  oppofés  du  paral- 
lélogramme ,  &  qu'on  ne  trouve  pour  le  demi-diametre 
CA  oa  C B  qu'une  feule  valeur  :  il  s'enfuit  qu'il  ne  peuç 
y  avoir  qu'une  feule  Section  qui  fitisfaiTe. 

Corollaire       IJ. 

178.  l)e-la  on  voit  comment  on  peut  décrire  une 
S'edion  Conique  autour  d'un  parallélogramme  donné 
F GH K ,  &  qui  paffe  par  un  point  donné  M. 

Car  ayant  mené  les  deux  diamètres  conjugués  ^^5 , 
F)  E  ,  qui  coupent  par  le  milieu  les  côcés  oppofés  du 
parallélogramme  ,  <5c  du  point  donné  M  l'ordonncç 
JSdP  au  diamètre  A  B ,  laquelle  rencontre  les  côtés  op- 
pofés F  K,  G  H  jSlux  points  il,  Q  ,  &  la  Section  (que  je 
fuppofe  décrite)  au  point  N ;  il  eft  clair  que  PN^=PM, 
&  qu'ainfl  KN=  QM ,  puifque  PR=^  PQ.  Le  redan- 
^leRMxMQ  fera  donc  égal  au  reétangle'il Mx  R  N. 

An.  164.  Or  ^  FRx  RK.  MRxRN  ouRMxMQ  :  :  ÂB\  DE, 
Et  par  conféquent  la  raifon  du  diamètre  AB  parallèle 
aux  côtés  F  Kf  G  H  ,hL  fon  conjugué  -D  £',  eft  donnée , 
puifque  les  re3:angles  FR xRK,RMxMQ^,  font  don- 
nés. De  plus  la  Sedion  fera  une  Ellipfe ,  lorfqu'entre 
les  deux  ordonnées  MF  ,  KO  ^  au  diamètre  AB  ,  qui 
tombent  du  même  côté  du  centre  C ,  celle  qui  eft  la 
plus  proche  du  centre  eft  plus  grande  que  la  plus 
éloignée  ;  &  au  contraire  deux  Hyperboles  oppofées  , 
Jorfqu'elle  eft  plus  petite.  D'où  l'on  voit  que  cette 
quçftion  fe  réduit  au  Problême  précédent. 

^  Si 


Des  TU  OIS  Sections  Coniques,     m 

Si  le  point  donné  AI  tomboic  fur  l'un  des  côtés  du 
parallélogramme  ,  prolongé  k  difcrétion  ;  il  eft  clair 
que  ce  Problême  feroit  alors  impoïïible  ,  puifque  ce 
côté  rencontreroit  la  Section  en  trois  dilfcrens  points  ;  ce 
qui  ne  peut  "f-  être.  *  Jrt.  14^. 

C0ROLLA.1RE   III. 

179.  L)e-la  on  tire  encore  la  manière  de  décrire 
une  Sedion  Conique  ,  qui  ait  pour  diamètre  une  ligne 
y^  B  donnée  de  poficion  ,  pour  centre  le  point  donné 
C  ,  ôc  pour  deux  ordonnées  à  ce  diamètre  les  droites 
MP.KO. 

Car  ayant  pris   fur  le  diamètre  A  B   h    partie    CL 
égale  ^  C  O ,  éc  mené  LF  parallèle  &  égale  a  OK ,    il 
ell  clair  qu'elle  fera  ^  une  ordonnée  au  diamètre  AB  ,  *Jrt.j,<i,^^, 
ôc  qu'ainfi  prolongeant  KO  en  H ,  ôc  FL  en  G  ,  cnforte       S  5  6-  118. 
que  O  H=OK ,  ôc  LG=  LF  j  les  droites  égales  <Sc 
parallèles  KH,  F  G  ,  feront  ^  deux  doubles  ordonnées  *  Jrt.  144. 
au  diamètre  A  B.    D'où  l'on  voit  que  la  Sedion  doit 
être  décrite    autour  du  parallélogramme  FGHK,  & 
pafTer  par  le  point  donné  M  y    ce  qui  fe  fera   par   le 
moyen  du  Corollaire  précédent. 

Comme  cette  queftion  fe  réduit  à  celle  du  Corollaire 
précédent ,  qui  fe  réduit  au  Problême  ;  &  que  félon  le 
Corollaire  premier  ,  on  ne  peut  trouver  qu'une  feule 
Sedion  qui  y  fatisfafTe  :  il  s'enfuit  de  même  qu'on  ne 
peut  décrire  qu'une  feule  Section  qui  remplifTe  les  con- 
ditions de  ce  dernier  Corollaire. 

PROPOSITION    XV. 

Problême. 

180.  Ijfi'cRiRE  une  Seclion  Conique  qui  p^ijfz  par  Fio.  loz^ 
cinq  points  donnés  F,  M ,  K ,  G,  N  ;  <S'  démontrer  qu'il      103. 
n'y  en  peut  avoir  qu  une  feule. 
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Ayant  joint  quatre  des  points  donnés  par  deux  lignes 
droites  FG ,  M N ,  qui  fe  rencontrent  au  point  R ,  on^ 
mènera  par  le  cinquième  point  donné  K  deux  droites- 
KD  ,K  H ,  parallèles  aux  droites  F  G,  MN ,  &  qui  les^ 
rencontrent  aux  points  E  ,  Q.  On  prendra  fur  ces  deux 
lignes  prolongées  ,  s'il  eft  néceiîaire  ,  les  points  F)  ,  H  y 
tels  que  MiixRN.  GRxRF::  MExEN.  KExED.  Ec 
FRxRG.  MRxRN'.iFQxQG.  BQxQK.  en  obfer- 
vant  que  les  points  K  ,  D ,  ou  K ,  H  ,  doivent  tomber 
de  part  &  d'autre  du  point  de  rencontre  E  ,  ou  Ç ,  lorf- 
que  les  points  J\4 ,  N,  ou  F ,  G ,  tombent  auffi  de  part 
&  d'autre  de  ce  même  point  ;  &  au  contraire.  On  mè- 
nera enfuite  par  les  points  de  milieu  des  parallèles  DK  ,, 
FG,  &  MNyK  H,  les  droites  II,  AB,  qui  s'entre- 
^Arc.  ïjy>  coupent  au  point  C.  On  décrira  enfin  ^  la  Section  Co- 
nique qui  a  pour  diamètre  la  ligne  AB  donnée  de  pofi- 
tion  ,  pour  centre  le  point  donné  C,  &  pour  ordonnées- 
les  deux  droites  ÂiP ,  K  O.  Je  dis  qu'elle  fatisfera  au 
rroblême ,  &  qu'il  ne  peut  y  avoir  que  celle-là. 

*  Jrc.  i6G,        Car  les  deux  points  F) ,  H ,  feront  -^  à  la  Seftion  qui 

paffe  par  les  cinq  points  donnés  F,  M ,  K  ,  G ,  N  ;    & 
*'Art:\^C&  ainfî  les  lignes  I/,  AB,  en  feront  ^  deux  diamètres, 
J4F'  qui  en  détermineront  par  conféquent  le  centre  par  leur 

point  d'interfevlion  C.  Il  eft  donc  évident  que  la  Seétion 
Conique  qui  paiTe  par  les  cinq  points  donnés,  doit  avoir 
néceffairement  pour  diamètre  la  ligne  A  B  donnée  de 
pofirion  pour  centre  le  point  C,  &  pour  ordonnées  au- 
diamètre  AB  les  droites  MP ,  K  O.  Or  comme  il  n'y  a 
qu'une  feule  SeAion  Conique  qui  puifTe  remplir  ces  con- 
ditions ,  il  s'enfuit  que  ce  fera  celle  qu'on  demande ,  & 
qu'il  ne  peut  y  avoir  que  celle-là. 

S'il  arrive  que  les  diamètres  ^5,  LJ,  foient  parai- 

*  Art.  Ï47.-  lèles  entr'eux  ;  la  Sedion  lera  alors  ^  une  Parabole  qu'on 

décrira  par  l'article  170. 


12^ 


LIVRE      CINQUIEME. 

De  la  comparaijon  des  Scellons  Coniques  en- 
tr  elles  ,  &  de  leurs  Segmens» 

L   E   M   M   E      I. 

i8i.  Si  /^  différence  de  deux  quantités  diminue  con- 
tinuellement, enfortc  qu'elle  devienne  enjin  moindre  qu\^u^ 
cune  grandeur  donnée  y  je  dis  que  dans  cet  état,  ces 
deux  quantités  feront  égales. 

Car  fi  elles  ne  Tétoient  pas,  on  pourroit  aiïïgner  en- 
tr  elles  quelque  différence  ;  ce  qui  elè  contre  l'hypothèfe. 

L    E    M    M    E       II. 

182.  Si  la  raijbn  de  deux  quantités  e(l  telle  qu&T an- 
técédent demeurant  toujours  le  même ,  fa  différence  avec 

Jon  conféquent  diminue  continuellement ,  enj'orte  qu'elle, 
devienne  enfin  moindre  qu^ aucune  grandeur  donnée  i  je 
dis  que  dans  cet  état ,  ces  deux  quantités  feront  égales. 

Car  par  le  Lemme -^  précédent,  l'antécédent  fera  égal  *  An.  iSî< 
à  fon  conféquent  ;  &  ainfi  les  quantités  dont  ils  expri- 
ment le  rapport ,  feront  égales. 

Lemme     II  L 

183.  Si  Von  fuppofe  fur  une  ligne  courbe  quelcon-  Fig,  104^ 
^«cABG  un  arc  MN   infiniment  petit ,  ccjl  à-dire, 
moindre  qu'aucune  grandeur  donnée  ;  &  qu'on  imagine 

par  les  extrémités  de  cet  arc  les  ordonnées  M  P  ,  NQ  ,  à 
l'axe  ou  diamètre  A C ,  avec  les  parallèles  M  R  ,  N S  ,  à 
ce  diamètre  :  je  dis  que  les  parallélogrammes  PQRM, 
P  Q  N  S  ,  peuvent  être  pris  chacun  pourVefpace  P  Q  N  M 
renfermé  entre  les  ordonnées  P  M ,  Q  N ,  la  petite  droite 
P  Q ,  <&  /e  petit  arc  de  la  courbe  M  N. 
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Tous   les  points   d'une  ligne   courbe  ou   s'éloignent 
continuellement   de  plus  en   plus  de  fon   diamètre  ,  oit 
bien  s'en  approchent  continuellement  de  plus  en  plus  j. 
ou  enfin   cette  ligne  courbe  efl:  compofée  de  plusieurs 
portions ,  dont  les  unes  s'éloignent  de  plus  en  plus ,  êc 
les  autres  s'approchent  de  plus  en  plus  de  fon  diamètre. 
Car  il  eft  évident  qu'il  ne  peut  y  avoir  aucune  portion 
dans  une  ligne  courbe  ,  dont  tous  les  points  foient  égale- 
ment éloignés  de  fon  diamètre  ;  puifqu'alors  cette  por- 
tion ne  fcroic  plus  courbe  ,  mais  une  ligne  droite  paral- 
lèle à  ce  diamètre. 

Suppofons    1°.  Que  Tare  M N  foit  fur  une   courbe; 
j4MB  dont  tous  les  points  s'éloignent  de  plus  en  plus, 
de  fon  diamètre  ^C  Si  l'on  prend  du  côté  du  point  A'" 
l'arc  MO    d'une   grandeur   finie  ,    &    qu'ayant   mené 
l'ordonnée    OF  parallèle  à  MP ,    on    rire  les    droites 
OD  ,  ME ,  parallèles  au  diamètre^  Cy    il  eft   clair 
que  l'efpace  curviligne  P FO M  fera  plus  grand  que  le 
parallélogramme  iiifcrit  P  F E  AI ,    ôc  moindre   que  le 
parallélogramme  circonfcrit  PF  OD.   Or  fi  l'on  ima- 
gine que  le  point  O  fe  meuve  fuivant.  la  courbe  vers  le 
point  M .,  il  eft  vifible  que  le  parallélogramme  ME  O  D 
qui  efl  la  différence  des  parallélogrammes  infcrits  &  cir- 
confcrits  à  l'arc  OAI,  diminuera  continuellement  jufqu'à 
ce  qu'enfin  il  devienne  nul  ou  zéro  dans  l'inftant  que  le 
point  O  parvient  en  M.  D'où  il  fuit  que  îorfque  le  point 
O  efl  arrivé  en  N ^  c'e(l-à-dire  ,  infiniment  près  de  M,, 
le  parallélogramme  MEOD ,  qui  devient  AfKNS ,  fera 
moindre  qu'aucune  grandeur  donnée.  Il  efî  donc  évident 
An.  iSi.    feJon  le  Lemme  ^  premier,  que  les  parallélogrammes 
PQRM,PQNS,  devienneat  alors  égaux  entr'eux  ; 
&   par  conféquent  auffi  é^^aux  chacun  à  l'efpace  curvi- 
ligne P  Q  NM.   Donc  ,  Le. 

Suppofons  2^.  Que  le  petit  arc  M  N  foit  fur  une 
courhe  B  M  G  dont  tous  les  points  approchent  de  plus 
en  plus  de  ceux  de  fon  diamètre  CG.  Il' eft  vifible  que 
ladémonflration  demeure  la  même  que  pour  le  premier 
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cas ,  en  obfervanc   fimplemcnt  que  le  parallélogramme 
circonftrit  F  (^  NS  devient  infcric  dans  ce  cas-ci. 

Suppofons  3°.  Qu'une  ligne  courbe  telle  que  ^5 G, 
foit  conipofée  de  plufieurs  portions  dont  les  unes,  comme 
u4B  ,  s'éloignent  de  plus  en  plus  du  diamètre  ^G;  & 
les  autres  au  contraire,  comme  B  G  ,  s'en  approchent  de 
plus  en  plus.  Je  àis  que  les  points,  comme  B ,  qui  fépa- 
rent  ces  portions  ,  ne  peuvent  tomber  fur  les  arcs  ikf  xV; 
car  fi  cela  éroif  le  point  B  feroit  plus  près  du  point  ilf  que 
n'eft  le  point  xV  ;  ce  qui  eft  contre  la  fuppolition.  Il  eft 
donc  évident  que  ce  dernier  cas  efl  néceflairemcnt  ren- 
fermé dans  l'un  ou  dans  l'autre  des  deux  premiers» 

Corollaire  I, 

1S4.  L)e-la  il  fuit  que  fi  l'on  mené  par-tour  où  l'ore 
voudra  une  ordonnée  CB  parallèle  à  PM  ,  &  qu'on' 
imagine  que  la  portion  de  courbe  AB  foit  dtvifée  en 
une  multitude  infinie  d'arcs  infiniment  petits  ,  tek  que 
MN  j  refpace  ACB  renfermé  par  les  droites  A  C,  CB , 
&  par  la  portion  de  courbe  A  B ,  fera  égal  à  la  fomme 
de  tous  les  parallélogrammes  tels  que  PQ^RM  ou» 
PQNS.  Il  s'enfuit  de  même  que  l'efpace  MP  C  B  ren- 
fermé par  les  droitesMP,,  P  C,  C  B ,  &c  par  la  portion: 
de  courbe  MB ,  fera  égal  à  la  fomme  de  tout  ce  qu'il  y 
aura  de  ces  parallélogrammes  dans  cet  efpace  j  &  dé' 
même  dans  toute  l'étendue  de  la  courbe  ABG. 

Corollaire     II. 

18^.  o^iL  y  a  une  figure  quelconque  CAfZ) OC ren-  pj-g 
fermée  entre  deux  parallèle,<Cli  ,D  F,  ce  qu'on  imagine 
par-tout  où  l'on  voudra  entre  ces  parallèles  deux  droi- 
tes ilfO,  NL,  infiniment  proches  l'une  de  l'autre,  & 
qui  leur  foient  aufîi  parallèles  }  je  dis  que  l'efpace 
OMNL  qu'elles  couperont  dans  la  figure  CM  DOC, 
fera  égal  au  redangle  d'une  d'elles  ,  comme  de  iW  O,  par 
leur  diftance ikf il  ou  OS.  Car  menant  la  perpendicu- 
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laire  AB  fur  les  parallèles  CE ,  D  F ,  laquelle  rencon- 
tre les  parallèles  MO  ,  N L  ,    aux  points  P,  Qj   il  eft 

*  ^«.  .183.    clair  par  ]e  Lemme  ^  que  l'efpace  P  M NQ  eft  égal  au 

reftangle  PMRQ,  &  l'efpace  P  O  L  Q  zu  reftangle 
POSQi  &  par  conféqucnt  que  l'efpace  OMN  L  eft 
égal  au  redangle  OMKS  ou  OMxPQ. 

Corollaire     II L 

i%6.  IL  fuit  du  Corollaire  précédent,  que  s'il  y  a 
deux  figures  quelconques  CMD  OC,  EGFHE  ren- 
fermées entre  deux  parallèles  CE ,  D  F ,  ôc  qui  foienc 
telles  qu'ayant  mené  entre  ces  parallèles  par -tout  où 
l'on  voudra  une  ligne  M  H  parallèles  aux  droites  CE, 
Z)F;  les  parties  MO,GHy  de  cette  ligne  comprifes 
dans  les  figures  CMJD  O  C,  EGFHE  ^  foient  tou- 
jours entr'elles  en  raifon  donnée  :  il  fuir,  dis-je,  que  ces 
jàeux  figures  (  j'entends  les  efpaces  qu'elles  compren- 
nent )  font  aufll  entr'elles  en  raifon  donnée.  Car  imagi- 
nant une  autre  parallèle  N  K  infiniment  proche  de  M  H, 
ôc  tirant  une  perpendiculaire  AB  fur  les  parallèles  C  E y 
F) F,  laquelle  rencontre  les  parallèles  MH ,  NK,  aux 

*  ^rr.  185.    points  P,  Qy  il  eit  clair  par  le  Corollaire  ^  précédent  que 

l'efpace  OMlVL  efl  égal  au  redangle  OM  x  PÇ> ,  &  de 
même  que  l'efpace  G  H  K I  eft  égal  au  rei3tangle 
GHx  PQ.  Ces  deux  efpaces  feront  doncentr'eux  comme 
J\dO  eft  à  GH -^  &  comme  cela  arrive  toujours  en  quel- 
que endroit  qu'on  mené  la  droite  MH ,  il  s'enfuit  que 
la  fomme  de  tous  les  petits  efpaces  MN L  0,c'eft-à-dire, 
l'efpace  CMD  O  C  Çera.  à  là  fomme  de  tous  les  petits 
efpaces  GH  Kl,  c'eft-à-dire,  h  l'efpace  £" G i^i/ii,  en 
ia  raifon  donnée. 

On  prouvera  de  même  que  la  partie  MD  O  de  la  figure 
CMD  OC yt^  encore  à  la  partie  correfpondante  GFH 
de  l'autre  figure  EGFHE ,  en  la  raifon  donnée  :  commq 
aufîi  les  parties  refiantes  CM  O ,EGH. 

II  eft  vifible  que  fi  la  raifon  donnée  eft  celle  d^égalité. 
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c'cft-a-dire ,  que  fi  les  parties  MO ,GH ,  de  la  droite 
M  H  ,  Tont  toujours  égales  entr' elles  ;  les  efpaces 
CMD  OC  ,  E  GF HE ,  &  leurs  parties  correfpondan- 
ces  MD  OjGFH  ,  ôc  CMO,  EGH,  feront  égales 
encr'elles. 

L    E    M    M    E       IV. 

187.  Si  l'on fuppofe  fur  une  ligne  courbe  quelconque  Fig.  io-?.' 
un  arc  infjiiment  petit  ^iN  ;  &  quon  imagine  les  tan- 
gentes M  T,  N  T,  qui  Je  rencontrent  au  point  T  ,  la  fou^ 
tendante  M  N  ,  &  /^  droite  N  S  perpendiculaire  fur  M  T 
prolongée  :  je  dis  quon  peut  prendre  pour  l'arc  MN  /a- 
Jbutendante  M  N  ,  où;  la  fomme  des  deux  tangentes  M  T,' 
N  T ,  ow  cnpn  la  droite  M  S. 

Toute  ligne  courbe  eft  nécelTairement  ou  toujours  con=- 
cave  vers  un  certain  endroit ,  ou  compofée  de  plufîeurs 
portions  dont  les  unes  étant  concaves  vers  une  certaine 
part ,  les  autres  le  font  vers  le  côté  oppofé.  Or  les  points 
qui  féparent  ces  portions  ^  ne  peuvent  point  fe  trouver  *  Art.iZ^y. 
fur  les  arcs  infiniment  petits  MN  :  puifqu'ils  feroient  «•  3* 
plus  près  du  point  M  que  n'eft  le  point  N  ;  ce  qui  eft 
contre  la  fuppofition.  On  peut  donc  toujours  fuppofer  que 
l'arc  MN  fait  partie  d'une  courbe  ou  portion  de  courbe- 
qui  efl  toujours  concave  vers  un  certain  côté. 

Maintenant  fi  l'on  prend  fur  la  courbe  du  côté  du 
point  iV,  l'arc  MO  d'une  grandeur  finie,  &  qu'on  tire 
la  foutendantc  OAl ,  la  tangente  OG,  &  la  parallèle  OD 
à  NS  :  il  eft  clair  1°,  A  caufe  du  tri.Jigle  MJD  O  redangle- 
en  D,  que  la  tangente  MD  eft  moindre  que  la  foutendante 
MO ,  &.  à  plus  forte  raifon  moindre  que  l'arc  MNO  j  de 
forte  que  l'arc  MNO  &  fa  foutendante  MO  font  plus 
grands  chacun  que  MD,  &  chacun  moindre  que  la  fomme 
des  deux  tangentes  MG ,  OG.  2°.  A  caufe  de  la  concavité 
de  l'arc  MNO  vers  le  même  côté  ,  fi  l'on  mené  par  un 
point  quelconque  N  de  l'arc  MO  une  tangente  TR, 
les  points  T,  P\.,  où  elle  rencontre  les  tangentes  MG, 
OG ,  feront  fuués  entre  les  points My  G,Ôi.  O,  G;  ainfi 
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l'angle  OG  D ,  qui  eft  excerne  au  triangle  l'GB.,  eft  plus 
grand  que  l'angle  R  TG  ou  N  TS. 

Ceci  fuppofé  ,  fi  l'on  mené  les  droites  ME  ,  MF ^ 
parallèles  aux  tangentes  OGy  NT,  &  qui  rencontrent 
la  droite  O  O  aux  points  E ,¥ ;  &  qu'on  imagine  que  le 
point  O  fe  meuve  fuivant  la  courbe  vers  le  point  M  :  il  eft 
vifiblc  que  l'angle  OGD ,  ou  fon  égal  E MD,  diminuera 
continuellement  jufqu'à  ce  qu'il  s'évanouifTe  dans  l'inf» 
rant  que  le  point  O  parvient  en  M j  puifqu'alors  la  tan- 
gente  O  G  k  confond  avec  la  tangente  MD  :  d'où  il 
fuit  que  la  ligne  M  E  diminue  continuellement ,  jufqu'à 
ce  qu'enfin  elJe  devienne  égale  à  MO  dans  cet  iqi'tant. 
Donc  lorfque  le  point  O  elt  arrivé  en  N ,  c'efl-à-dire , 
infiniment  près  du  point  1/,  Ja  ligne  AI  E ,  alors  en  MF, 
ne  fera  pour  lors  différente  de  la  tangente  MD  ,  que 
d'une  grandeur  moindre  qu'aucune  donnée  ;  &  par  con- 
*Jrt.iîî.  féqueni  ^  les  lignes  TN,  TS ,  dont  elles  expriment 
le  rapport ,  feront  égales  entr'elles.  Les  deux  tangentes 
MT ,  TN ,  prifes  enfemble  ,  feront  donc  égales  à  la 
droite  MS  ,  comme  auffi  à  l'arc  MN ,  &  à  la'  foûteA- 
4ance  MN.  Ce  qu'il  falloic  démontrer, 

Corollaire     I. 

i88.  Puisque  l'angle  FMD,  ou  fon  égal  NTS,c(ï 
infiniment  petit  dans  la  fuppofirion  que  le  point  iV  foit 
ififiniment  près  du  point  M ,  il  s'enfuit  que  dans  le  tn'an- 
gle  MT  N,  l'angle  interne  N  M  T,  qui  eft  moindre  que 
.  l'extérieur  NTS,  fera  aufli  infiniment  petit,  c'eii-à-dire , 
moindre  qu'aucun  angle  donné  ;  &  qu'ainfi  on  ne  pourra 
mener  par  le  point  M  aucune  ligne  droite  qui  tombe 
dans  l'angle  TMN.  D'où  l'on  voit  que  ces  deux  lignes 
MT,  NM,  fe  confondent  entr'elles ,  &  qu'ainfi  on  peut 
regarder  une  tangente  comme  une  ligne  droite  qui  pafle 
par  deux  points  d  une  ligne  courbe  infiniment  proches 
i'un  de  l'autre. 


Corollaire  II, 
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Corollaire   II. 

1S9.  V.  I  l'on  imagine  qu'une  ligne  courbe  quelcon- 
que foit  divifce  en  une  multitude  infinie  d'arcs  infiniment 
petits  tels  que  MN  i  il  eft  clair  qu'en  prenant  au  lieu 
.de  ces  arcs  leurs  foutendantes ,  on  verra  naître  un  Poly- 
gone d'une  infinité  de  côtés,  chacun  infiniment  petit,  que 
l'on  pourra  prendre  pour  la  ligne  courbe  :  pulfqu'elle  ^  *  ^'^''^-  '■  ^  T- 
n'en  différera  en  aucune  manière.  De  plus  ,  les  petits 
côtés  de  ce  Polygone  étant  prolongés  de  part  &  d'autre, 
feront  les  tangentes  de  cette  courbe  ;  puifqu'ils  pafienc 
■chacun  par  deux  de  {ts  points  infinimej;;:  proches  l'un  de 
l'autre. 

Remarque. 

190.  On  doit  faire  ici  attention  que  l'idée  ou  no- 
tion qu'on  a  donnée  des  tangentes  des  Set^ions  Coni- 
ques,  ne  convient  qu'aux  lignes  courbes  qui  font  tou- 
jours concaves  dans  toute  leur  étendue  vers  le  même 
côté,  comme  font  ^  ces  Seâ:ions  :  au  iieu  que  cette  der-  *  Jrt.  iC^, 
niere  notion  eft  générale  pour  toutes  fortes  de  lignes  ^^  ■  '-4* 
courbes.  Aufîi  eft -ce  elle  qui  fert  de  fondement  à  l:i 
méthode  des  tangentes  que  j'ai  expliquées  ,  dans  mon 
Livre  des  Infiniment  petits ,  &  que  j'ofe  aflurer  être  la 
plus  fimple  &  la  plus  générale  qu'on  puiiïe  fouhaiter.  On 
en  verra  un  foible  échantillon  à  la  fin  de  ce  Livre. 

Définitions. 

I. 
Deux  fegmens  de  lignes  courbes  quelconques  B  AD ,  Fig.  icy, 
had ,  font  appelles  Semblables  ,•  lorfqu'ayant  infcrit  dans     '®^>  ^°9' 
l'un  d'eux  une  figure  rectiligne  quelconque  B  M  NOD , 
on  peut  toujours  infcrire  dans  l'autre   une  figure  rccti- 
ligne  femblable  bmnod. 

Deux  Serions  Coniques  font  appellées  Semblables  ; 
lorfqu'ayant  pris  dans  l'une  d'elles  un  fegment  quelcon- 

R 
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que  B AD,  on  peut  toujours  affigncr  dans  l'autre  un' 

fegment  femblable  bad. 

On  appelle  diamètres  Semblables  AP,ap,  dans  dif- 
férenres'sca.ons  Con.ques  ,  ceux  q-  .^^'^^^^^^ 
ordonnées  PiW,p  m,  les  mêmes  angles  ^PiW,  apm. 

Corollaire, 

lOT    Plu  s  chacun  des  côtés  B  M,  M  iV,&c.  bm 
mnUc.  devient  petit  ;  plus  leur  nombre  -SJ-"^^'^ 
plus  auffi  les  figures  redili^gnes  ^'^'-^lables  BMiYO  ^, 
bmnod,  approchent  des  (egmens  BAD,bad,  auxquels 
dfes    font  l'fcrites  ;    de  forte  qu'elles  leur  dev.m.en 

■^Jr.  ,8,.    enfin  égales  ^    lorfque  chacun  des  ^«f  .^f^^^f  ^gf^"^ 
petit,  &  que  leur  nombre  par  confequentettmhm    Dou 

ffui  qu^e  les  fegmens  femblables  ^^  ^  '  ^  ^ '^ '/°"^ 
entr'eux  comme  les  quarrés  de  leurs  foutendantes  B  D  , 
r"/qui  ?ont  des  côtés  homologues  ;  &  les  portons  des. 
courbes  BAD.badi  comme  ces  foutendantes. 

PROPOSITION     I. 

Théorème. 

1 02    S  o  I E  N  T  deux  Paraboles  A  M ,  a  m ,  qui  aycnt 

"     ^^'     dcurd.amecZfcrnblahUshhr^L,  fuués  Jurla  manc 

dZlc    cnTorre  que  leurs  ordonnées  P  M ,  p  m    fount  pa- 

dans  des  Paraboles  un  point  fixe  L  ,  tel  que  L  A  V^zf  a 
Tl  comme  leyaramctre  KG  du  diamètre  kl.  delaPa^ 

P^iL/e  am.  Je  dis  que  fi  l'on  mené  du  point  fixeL  a 
un  point  qudconque  M  de  la  Parabole  AM,  une  ligne 
Tof "lM  ;  elle  Rencontrera  Vautre  Parabole  am  ..  ut, 

point  m  tel  que  L  M    L  m  :  rL  A .  ^^'  ^^^^,^^ 

Ayant  mené  l'ordonnée  iWJ^  , /^  nomme  k. 
I  ^  ,a  ,•  I  a ,  è  i  ^  G  „p  ;  &  les  indéterminées  ^  P,  ^  , 
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PM,yi  on  aurais  (ci).  La,(b)  ::  AG  (p).  ag=^-^. 

Or  fi  l'on  prend  fur  le  diamctre  û  L  de  la  Parabole  a  m  , 

la  partie  ap  =  ^,  &  qu'on  mené  l'ordonnée  p  m  ;  il  eft 

,  .     vt         '  ^     „  /bbpx\ bhyy        mettant  *  -^'■'-  <^  ^' 

clair  *  quQ  pin  =paxag  \^~-) ^-  en  mettant      ^^^ 

pour/jx  *  fa  valeur  jy  y  &  qu'ain{i/;/72=  '^^.  Donc  FM  *  Ibii. 
{y).pm  (^)  ::LP(u—x).Lp  {^~'i)-  Etparcon- 
féquent  la  ligne  L  M  paflera  par  Je  point  m  extrémité 
de  l'ordonnée/; m,  c'ett-à-dire ,  qu'elle  coupera  la  Para- 
bole a  m  en  ce  point.  Donc  à  c.iufe  des  triangles  fcm- 
blables  LPM,  Lpm,  on  aura  LM.  Lm::  PMÇy). 
pm  QA  ■.■.LA{a).La  (^).  Ce  quilfalloit  dcmonticr. 

Corollaire     I. 

193.  Si  l'on  prend  dans  la  Parabole  ^  M  un  %- 
ment  quelconque  BAD  ;  &  qu'ayant  mené  les  droites 
LB,LD,  qui  rencontrent  l'autre  Parabole  am  aux 
points  b  ,  d,  on  tire  la  foutendante  bd:  je  dis  que  le  Çq^^- 
ment  bad  àt  la  Parabole  .z/n,  eft  femblable  au  fegme.it 
BAD  de  la  Parabole  A  M.  Car  ayant  infcrit  dans  le 
fecrment  BAD  une  figure  reailigne  quelconque 
B^MNO  D  ,  il  eft  clair  que  fi  l'on  mené  les  droites 
L  M,L  N^LO  ,  qui  rencontrent  l'autre  Parabole  aux 
points  m,n,oi  les  triangles  LBM,Lbm;  LMN, 
Lmn;  LNOyLno^  LOD,Lod^  LBD,Lbd,fcront 
femblables  ;  &  qu'amfi  les  côtés  B  M,bni  ;  MN^mn; 
NO,noi  OD,odi  BD.bd;  feront  parallèles,  & 
toujours  en  même  raifon  chacun  à  fon  correfpondant  ; 
puifque  toutes  les  àrokcs  LB ,  LM ,  L  N,  L  O ,  L  D 
font  coupées  en  même  raifon  aux  points  b  ,m,n,o,d. 
D'où  l'on  voit  que  les  figures  redilignes -B  M  iV  O  VJ  , 
è  m  a  o^,  font  femblables.  Or  comme  il  eft  évident  que 
cette  démonftration  fubfifte  touiours  ,  telle  que  puifie 
être  la  figure  rectiligne  infcrite  dans  le  fegment  BAD i 

Rij 
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-'  Dcf.  I.      il  s'enfuit  que  les  fegmens  BAD^  b  ad,  ^  font  fcmbFa- 
•*  Z?./.  i.      blés  •  ik  par  conféquent  ^  que  les  Paraboles  A  M,  am  ,\& 

font  aufli. 

Corollaire     II. 

194.  T3e-la  il  cft  évident  que  fi  l'on  mené  par  le 
point  L  une  double  ordonnée  E  f  dans  la  Parabole -<47Vf, 
laquelle  rencontre  l'autre  Parabole  a  m  aux  points  c,/",- 
les  fegmens  E  AF ,  caf,dcs  deux  Paraboles  A  M,  am^. 
feront  femblables  entr'eux. 

COROLEAIRE       III. 

i^<).  1  ouTE.s  les  Paraboles  font  femblabfes  en- 
tr 'elles  ;  car  fi  l'on  prend  fur  deux  diamètres  femblables  de 
deux  difFércntea  Paraboles  ,  les  parties  AL,aL,  quj 
foient  enrr'elles  comme  les  paramètres  /îG^ag;  &  fi  l'on 
conçoit  que  le  diamètre  La  foit  ficué  fur  le  diamètre 
LA,  enforte  que  les  points  L  y  L  ,  tombent  l'un  fur 
l'autre,  &  que  leurs  ordonnées /^  A/,/? m  ,  (bienr paral- 
lèles entr'elles  :  il  d\  clair  qu'ayant  mené  du  poii  t  fixe 
L  a  un  point  quelconque  M.  de  ia  Parabole  A  M. ,  une 
ligne  droite  L  31 ,  elle  rencontrera  toujours  l'autiv.  Para- 
bole il  m  en  un  point  m  tel  que  L  M.  Lia  ::  LA .  L  a, 
■'  An.\^}^   Donc,  ^  &c. 

Corollaire  IV^ 

r9<3.  L)h'LA  il  fuit  que  fi  l'on  prend  fur  deux  dia- 
mètres femblables  de  deux  différentes  Paraboles ,  Jes- 
Y>'àrn^s  A  L  ,  a  L ,  qui  foient  entr'elles  comme  les  para- 
mètres de  ces  diamètres  ,  &  qu'on  tire  par  les  points  L,  L  ^ 
les  doubles  ordonnées  E  F,cf:.  les  fegmens  E  AF,.  caf^, 
des  deux  Paraboles  A  M,  ij  /n,  feront  femblables  entr'eux^ 

Corollaire     V. 

197.  S  I  deux  fegmens  B  A  D,  bad ,  font  femblables- 
«.Hr'eux,.  &  que  l'un  éicnxB  AD j  foit  le  fcgmenc  dun& 
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Parabole  j  je  dis  que  l'autre  bad  fera  le  fcgmenc  d'une 
autre  Parabole  ,  &  qu'ainfi  il  n')''  a  entre  touteçles  cour- 
bes imaginables  que  des  Paraboles  qui  puifTent  être  fem- 
bîabies  à  une  Parabole  donnée.  Car  fi  l'on  place  le  petit 
fegment  bad  au  dedans  du  grand  3u4 D  ,  enforte  que 
les  foutendantes  bd,  B  D  y  foient  parallèles  ;  &  qu'on 
infcrive  dans  l'un  ôc  l'autre  deux  figures  rediJignes  quel- 
conques lemblables  BMNOD,  bmnod  :  il  eft  clair  que  les 
côtés  homologues  B M,bni  y  Al  N ,mn)  &i.c.  de  ces  deux 
figures  feront  parallèles  :  puifque  les  angles  D  B  M,  dbm  • 
BMN,  bnin-^  &c.  font  égaux  entr'eux.  Or  menant  L  M^ 
L  Ny  L  O ,  par  le  point  de  concours  L  des  deux  droites 
B  b,  Dd,  qui  joignent  les  extrémités  des  foutendantes 
parallèles  B  D  y  bdy  qui  font  les  deux  côtés  homologues 
donnés  -,  ces  droites  LMy  LN y  LO  ,  pafTeront  par 
les  points  correfpondans  m ,  n  ,  o  ,  où  elles  fuiront  divi- 
fées  en  même  raifon  que  L  B  l'cft  en  i».  ou  L-D  en  d^ 
puifque  iJD.  bd  :  :  LB.  Lb  :  :  BM.  bm  y.LM.  Lm  :  :  AIN, 
Mu  ::  LN.  L  n  :  :  NO.  no  ::  LO.  Lo  ::  OD  od. 

Maintenant  fi  l'en  mené  p;ir  le  point  L  le  diamètre 
L,  A  delà  Parabole -.f^  M-  qu'on  le  divife  en  a,  tu  la 
nitme  raifon  que  LB  i'eit  en  ^ ,  ou  L  iJ  en  ^;  &  qu'on 
décrive  ^  dj  d'ametre  a  L  ^  &  du  paramètre  a  g  qui  foie  *  -^''^''  ^^^' 
au  paramètre  ^G  du  diamètre  AL  de  la  Parabole 
A  M.  y  comme  La  efl  à  LA  ,  une  Parabole  am  donc 
les  ordonnées  p  ni  foient  panillèles  aux  ordonnées  B  M 
de  l'autre  Parabole  :  il  eft  évident  ^  qu'elle  paffera  par  '*  Art,  ujz,. 
tous  les  points  ù,  m,  n,  o,d ,  qui  divifént  dans  la  raifon 
donnée  de  B  U  a  bd  toutes  les  droites  LB  y  L  M  y  L  N, 
L  O ,  LD.  Or  comme  ce  raifbnnement  fubfifte  toujours 
tel  que  puifTe  êïre  le  nombre  des  côtés  des  figures  reâi- 
lignes  femblables  B  M  N  O  Dybmnod,  6c  àt^  tdle  gran- 
deur qu'ils  puilîlnt  être  ;  il  s'enfuir  que  la  Parabole  a  m 
pafTe  par-tout  par  où  le  ftgm.ent  ba  û  pafTc ,  &  qu'ainfr 
ce  fegment  en  eft  une  portion.  Ce  qu'il  falioit  dd^ 
montrer. 
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PROPOSITION    II. 

Théorème. 

FîG.  io8  ,  198.  Soit  une  EllipJ'c  ou  Hyperbole  MAcjui  ah  pouf 
1^^  un  de  fes premiers  diamètres  la  ligne  x\H  ,  6'  pour  para- 

mètre de  ce  diamètre  la  ligne  AGj  6'  ayant  pris  fur  ce 
diamètre  {^prolongé  dans  V  Hyperbole)  un  point  fixe  L, 
^  divijé  en  même  raifon  aux  points  z, h,,  J es  parties 
L  A  ,  L  H.  Soit  une  autre  ElUpfe  ou  Hyperbole  a  m  (]ui 
ait  pour  premier  diamètre  la  ligne  ah  ,  pour  paramètre 
de  ce  diamètre  la  ligne  a  g  cjuifoit  à  A  vî  comme  a.h  t/l  à 
AH.,  &  dont  les  ordonnées  ^  m  Joient  parallèles  aux  or- 
données PM  de  Vautre  Seclion  A  M.  /e  dis  que  fi  l'on 
mené  du  point  fixe  L  à  un  point  quelconque  M  de  la 
Section  A  M  ,  une  ligne  droite  quelconque  L  M  ;  elle  ren~ 
contrera  l'autre  Seclion  am,  en  un  point  m  tel  que  LM. 
Lm  :  :  LA.  La  :  ceji-à-dire  que  toutes  les  dro.tes  tirées 
du  point  fixe  L  aux  points  de  la  Seclion  KM. ,  font  divi" 
fées  en  même  raifon  par  la  Seclion  a  m. 

Il  faut  prouver  que  L  M  .  L  m  :  :  L  A  .  L  a. 

Ayant  mené  l'ordonnée  :MP ,  &  nommé  les  données 
LA  ,a  ;  La  ,b  i  AH  ,2t  ;  &  les  indérerminécs  A  F,x  ; 
FM, y  i    on  aura  LA  {a).  La  {b)  ::    LH.  Lh  ::       9 

hH^LAoM  AH  {zt).  Lh^t^La  on  ah^^"--^-^,       1 

Or  fi  l'on  prend  fur  le  diamètre  ah  de  la  Sedion  am\2L 

partie  ap=—,   &  qu'on  menç  l'ordonnée  pm  ;    il  eft 

*^r^4l,5  5,  clair  "(•  (^nt  AFxP  H  {itx^Lx  x).  Pivî  {yy)  ::  AH, 
816-118.    AG::ah.ag::  a/,x/;A  (^'-^*^^).  ^/^'='^f ,  & 

qu'ainfi/J/72=^.  I>oncPM{y). pm  (^f)  ::  LP {a—x). 

Lp  (b —  -^y   Et  par  conféquent  la  ligne  L  M  paffera 

par  le  point  m  extrémité  de  l'ordonnée /? /7Z ,  c'eft-à-dire 
qu'elle  coupera  la  Scdion  a  m  en  ce  point.  Donc  à 
caufe  des  triangles  fcmblablçs  LP  M ,  Lpm  ,  on  aura 
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LM.LniMFMiy).  pm  (^)  ::  LA  (a).  La  (b).  Ce 
^u'il  fallait  démontrer. 

Corollaire     I, 

199.  Si  Ton  prend  dans  la  Seétion -^ TVf  un  fegmenc 
quelconque  BAD,  &  qu'ayant  mené  les  droites  Li?, 
LD ,  qui  rencontrent  l'autre  Scftion  a  m  aux  points  i»,  dy 
on  tire  la  foutendantc  bd  :  je  d  s  que  le  fegment  bad  de 
la  Sedion  «  m  eft  femblable  au  fegment  BAD  de  la  Sec- 
tion :/4ikf  ;  &  partant  que  fi  l'on  mené  par  le  point  L 
une  double  ordonnée  £"2^  dans  la  Sedion  AM,  laquelle 
rencontre  l'autre  Sedion  aux  points  c,fi  les  fegmens 
E  AF,  eaf,  des  deux  Ellipfes  ou  des  deux  Hyperboles 
AM,  a  m  ,  feront  femblables  entr'eux.  Cela  fe  prouve  de 
même  que  pour  la  Parabole  dans  les  articles  193  &  194. 

CorollaireII. 

200.  1  ouTES  les  Ellipfes  ou  Hyperboles  A  M,  am^ 
qui  ont  deux  diamètres  femblables -^ if ,  ah,   en  même 
raifon  avec  leurs  paramètres  ^i G,  û^,  font  iemblabLs 
entr'elles.    Car  fi  Ton  pt;nd  les  parties  ^L,  al.,  qui 
foient  entr'eiies  comme  ics  diauittres  AH ,  ahj  éc  que 
l'on  conçoive  que  le  diamètre  ah  foit  fitué  fur  le  dia- 
mètre-^//, enforte  que  les  points  L  ,L,  tombent  l'un 
fur  l'autre,  &  que  les  ordonnées  pm  ,  FM,  foient  pa- 
rallèles entr'eiies,:   il  efl   clair  qu'ayant  mené  du  point 
fixe  L  à  un  point  quelconque  ikf  de  ia  Sedion  A  M  une 
ligne  droite  Z/ikf,  elle  rencontrera  toujours  l'autre  Sec- 
tion am,  en  un  point  m  tel  que  L  M.   Lm  ::  LA.  La. 

Donc ,  ^  (Sec.  *  Jrt.  iç)^ 

Corollaire     III. 

201.  1Je-la  il  efl  évident  que  s'il  y  a  deux  Ellipfes 
ou  deux  Hyperboles  AJVL  ,am,  dont  deux  diamètres  fem- 
blables A  H ,  ah  ,  foient  en  même  raifon  avec  leurs  pa- 
ramètres AG,ag  j  &  qu'ayant  pris  les  parties  u4L ,  aL^. 
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qui  foient  cncr'elles  comme  les  diametres^/f ,  tz /z ,  oh 
tire  par  les  points  L ,  L ,  les  doubles  ordonnées  £  F ,  ef: 
il  eft  évident,  dis-je ,  que  les  fegmens  EAF ,  eaf,  dçs 
xleux  Sections  -^jM^,  a  m  ,  font  femblables  entr'eux, 

CorollaireIV. 

202.  o  I  deux  fegmens  BAD,had,  font  femblohJe^ 
entr'eux  ;  &  que  l'un  d'eux  fo:t  le  fegment  d'une  Eliipfe 
ou  d'une  Hyperbole  AM.  qui  aie  pour  un  de  fes  diame- 
xres  quelconques  la  ligne  ^ii  dont  le  paramètre  eli  A  G  ; 
je  dis  que  l'autre  bad  (srâ  le  f^gment  d'une  autre  Ellipfe 
ou  d'une  autre  Hyperbole  a  in  ,  qui  aura  pour  l'un  de  fes 
.diamètres  femblables  k  A  H ^  la  ligne  a  h  qui  fera  en  même 
raifon  avec  fon  paramètre  a  g ,  q'as  A  H  avec  le  fici). 
u4G.  Car  avant  placé  le  f^gment  b a  d ,  au  dedans  du 
fegment  BAD,  enforte  que  la  foutendante  hd  foit  pa- 
rallèle à  la  foutendante  B D ,  ôc  que  les  lignes  Bk ,  Dd, 
concourent  en  un  point  L  du  diamètre  AH  i  ce  qui  eft 
toujours  poffible),  &  infcrit  dans  l'un  &  l'autre  deux 
figures  reélilignes  quelconques  femblables  ;  on  prouvera 
comme  dans  la  Parabole  article  1 97 ,  que  les  droites  L  M., 
LN,  LO ,  paiferont  par  les  points  correfpondans  m,  n,o y 
où  elles  feront  divifçes  en  même  raifon  que  L  B  l'eft  en  b, 
oa  LD  en  d. 

Maintenant  fi  l'on  divife  les  parties  LA,  LH,  du 
diamètre  AH  aux   points  cL,h  ,   en  même  raifon  que 

«  Jrt.  16 i.  LB  l'eft  en  b  ;  &c  qu'on  décrive  ^  du  diamètre  ah  &c  à\x 
parametrç  ag  qui  foit  au  paramètre^ G  du  diamètre 
AH ,  comme  I>a  cHkLA,  on  a  ha  AH ,  une  Ellipfe  ou 
une  Hyperbole  a  m,  dont  les  ordonnées /?  m  foient  paral- 
lèles aux  ordonnées  P  M  àe  l'autre  Ellipfe  ou  Hyper- 

*  Art.  19 S.  bûîe  AM:  il  eft  évident  *  qu'elle  pafTera  par  tous  les  points 
b,  m,n  ,  0 ,  d ,  qui  divifent  dans  la  raifon  donnée  de  bd 
hBD  toutes  les  droites  LB ,  L  M,  L  N ,  L  O,  LD. 
Or  comme  ce  raifonnement  fubfifte  toujours  tel  que 
puilTe  être   le   nombre  des  côtés  des  figures  reétilignes 

femblables 


\ 
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femblables  B  M N  OD,  bmnod,  &  de  telle  grandeur 
qu'ils  puifTent  être  ;  il  s'enfuit  que  l'ElIipfe  ou  l'Hyper- 
bole a  ni  paiTe  par  tous  les  mêmes  points  par  lefquels 
palîe  le  fegment  bd ,  &  qu'ainfi  ce  fegment  en  eft  une 
portion.    Ce  qu'il  falloit  démontra: 

Corollaire     V. 

203.  1  L  eft  donc  évident  que  fi  deux  Ellipfes  ou  deux 
Hyperboles  AM,  am  ,  font  femblables ,  &  qu'on  prenne 
dans  la  Section  A  M  un  de  fes  diamètres  quelcon- 
ques-^/f,"  il  y  aura  toujours  dans  l'autre  Sedion  a  in 
un  diamètre  ah  femblable  z.  AH ,  qui  aura  avec  fon  pa- 
ramètre a  g\a.  même  raifon  que  AH  avec  le  fien  AG  : 
&  qu'ainfi  les  diamètres  femblables  AH ,  ah ,  feront 
en    même   raifon  avec  leurs    diamètres   conjugués.    Or 

comme  dans  une  Ellipfe  ou  Hyperbole  il  ne  peut  y  avoir  ^  *  An.  6S  S 
que  deux  diiFérens  diamètres  conjugués  qui  fafTent  en-  ^^^* 
ti-'eux  les  mêmes  angles  ,  &  que  ces  diamètres  ne  diffé- 
rent que  par  leur  pofition  ,  leur  grandeur  demeurant  la 
même  ;  il  s'enfuit  que  dans  les  Ellipfes  ou  les  Hyperboles 
femblables  tous  les  diamètres  conjugués  qui  feront  les 
mêmes  angles ,  feront  entr'eux  en  même  raifon  ;  en  ob- 
fervant  de  prendre  pour  les  antécédens  de  ces  deux 
raifons  les  plus  grands  de  ces  deux  diamètres  conjugués, 
&  pour  conféquens  les  moindres. 

PROPOSITION     III. 

Théorème. 

204.  Si  l'on  mené  dans  une Sccîion  Conique  deux p a-  Fig.  ho 
rallèles  quelconques  B  D ,  E  F,  terminées  par  la  Section  y       m. 
0  qu'on  joigne  leurs  extrémités  par  deux  droites  BE,  DF  : 

je  dis  que  les  fegmens  BMEB,  DMFD,  compris  par 
des  portions  de  la  SeSion  ,  6"  par  les  droites  quijoign&nt 
les  extrémités  des  parallèles ,  feront  égaux  entr'eux. 

S 
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Car  ayant  prolongé  les  foutendanres  B  E ,  DF,  fuf- 
qu'à  ce  qu'elles  fe  rencontrent  en  un  point  G ,  &  ayant 
mené  par  ce  point  Ôc  par  le  point  de  milieu  jFf  de  la  ligne 
J5Z),  la  droite  G  H  ;  il  eft  clair  qu'elle  divifera  par  le 
milieu   en  iC  la  parallèle  £F  à  -B  Z)  ^   comme  auffi  par 
le  milieu  en  P  un  autre  parallèle  quelconque  O  O  i\  la 
*  ^n.  1 4<j.     même  ligne  B  D.   Donc  la  1  igné  H  K  fera  un  diamètre  ^ 
qui  aura  pour  ordonnées  de  part  &c  d'autres  les  paral- 
lèles BD  ,EF  \   &  partant  fi  l'on  mené  par  un  de  fes 
points    quelconques  P  une   parallèle  k  ces  lignes  ,  elle 
*Art.i^^.     rencontrera  *  la  Section  en  deux  points  M,  M,  égale- 
ment éloignés  du  point  P  ;  d'où  l'on  voit  que  les  parties 
MO,  OM  ,  de  la  même  parallèle  MMà  BD,  compri- 
fes  dans  les  fegmens  B  ME  B ,  D  MF  D  ,  font  toujours 
égales  cntr'elles  ,   en  quelque  endroit  que  puifFe  tomber 
cette  parallèle  entre   les  lignes  BD,EF.    Il  eft   donc 
An.  iS(J.    ^^.j^^gpjj.  Jf  que  ces  deux  fegmens  feront  égaux  entr'eux. 
Si  les  foutendantes  BE  ,DF ,  étoient  parallèles  cn- 
tr'elles ,  il  faudroit  mener  par  le  point  de  mileu  H  de  la 
lio-ne  B  D  une  droite  HK  parallèle  à  ces  foutendantes, 
&  la  démonftration  demeureroit  toujours  la  même. 

Corollaire     I. 

?iG.  1 10.  20<.  Puisque-  P  M  cfi  toujours  égale  à  PM  -^  il  s'en- 
fuit I  .  Que  les  Trapéfes  Coniques  KHBE,  KH  D  E  , 
font  égaux  entr'eux.  i".  (  Lorfque  la  ligne  BD  au  lieu 
de  rencontrer  la  Seclion  en  <leux  points  ,  la  touche  en  un 
point  A)  que  les  Trilignes  Coniques  AKE  ,  AKF, 
font  égaux  ;  &.  qu'ainfi  les  fegmens  AEMA,AFMA, 
le  font  aufli  ;  puifque  le  triangle  A  E  F  ei\.  divifé  en  deux 
parties  égales  par  le  diamètre  A  K  qui  pafTe  par  le  milieu 
de  EF. 

Corollaire     II^ 

îiG.  Tio.       206.  Si  la Sedion  étant  une  Parabole,  une Ellipfe,  ou 
une  Hyperbole,  l'on  mené  par  les  extrémités  des  parallèles 
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BD  ,EF,  les  drorces  BF,DE ,  qui  s'entrecoupent  en- 
tre ces  parallèles  ;  les  fegmens  BFDAB,  DEBAD ,  fe- 
ront égaux  encr'cux.  Car  les  triangles  BFD,BED  ,  qui 
font  entre  les  mêmes  parallèles  B  D  ,  E  F ,  6c  qui  ont  la 
même  bafe  B  D  ,  font  égaux  entr'eux  ;  &  partant  fi  l'on 
ajoute  d'une  part  le  {cgmcuzDAIFD  plus  le  fegment 
BADB,  ëc  de  l'autre  BMEB  égal  au  fegment  DMFD, 
plus  aufli  le  même  fegment  BADB;  les  touts  BFDAB , 
DEBAD,  feront  égaux  entr'eux. 

Corollaire     III. 

207,  De-  L  A  on  voit  comment  on  peut  couper  par  Fig.  m. 
un  point  donné  D  fur  une  Seèlion  Conique  ,  deux  feg- 
mens DGED.DFBD,  égaux  chacun  a  un  fegment  donné 
BEDB.  Car  ayant  tiré  les  droites  BD,  DE,  &  mené  BG 
parallèle  a  D  E  ,  ôc  E  F  parallèle  à  5  D  ,  lefquclles  ren- 
contrent la  Sedion  aux  points  G ,  F;  il  elt  clair  ^  en  joi-  *  Jn,  iq6. 
gnant  la  droite  D  F,  que  le  fegment  DFBD  e(}:  égal  au 
fegment  BEDB,  a  caufe  des  parallèles  DB,EFy  &  de 
même  en  joignant  DG,  que  le  fegment  DGED  eft  égal 
au  fegment  BEDB  ,  k  caufe  des  parallèles  BG ,  DE.    ^ 

Si  le  point  donné  tomboit  fur  l'une  des  extrémités 
du  fegment  donné  que  je  fuppofe  être  à  préfent  DGED, 
il  faudroit  mener  par  l'autre  extrémité  G ,  une  parallèle 
GFk  la  tangente  qui  palTe  par  le  point  D  ;  &  tirant  par 
le  point  F  où  cette  parallèle  rencontre  la  Sedion ,  &  par 
le  point  donné  D ,  la  foutendante  DF,  il  eft  clair  que  le 
fegment  DFBD  fera  égal  au  fegment  donné  DGED. 

Il  eft  vifible  qu'il  ne  peut  y  avoir  dans  ce  dernier  cas 
que  le  feul  fegment  DFBD  qui  foit  égal  au  fegment  don- 
né DGED  ;  puifque  tout  autre  fegment  qui  aura  pour 
l'une  de  fes  extrémités  le  point  donné  £>,  fera  plus  grand 
ou  moindre  que  le  fegment  DFBD,  félon  que  fon  autre 
extrémité  fera  plus  proche  ou  plus  éloignée  du  point  D  que 
n'eft  le  point  F.  D'où  il  fuit  que  fi  deux  fegmens  hGEO, 
DFBD  ,  qui  ont  une  extrémité  commune  D ,  font  égaux 

S  ij 
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entr'eux  ;  &  que  fi  l'on  mené  par  le  point  D  une  paraHèîe 
à  la  droite  G  F  qui  joint  leurs  autres  excrêmicés,  elle  fera 
tangente  en  D. 

Corollaire     IV> 

208.  O  N  tire  du  Corollaire  précédent  une  manière 
toute  nouvelle  &  fort  aifée  de  mener  une  Tangente  par 
un  point  donné  D  fur  une  Sedion  Conique  donnée. 

Car  ayant  tiré  par  ce  point  deux  droites  quelconques 
D  B  ,  B  E  ,  qui  rencontrent  la  Sedion  aux  points  B ,  E  ^ 
on  mènera  par  le  point  B  une  parallèfe  B  G  -a.  DE  ,  & 
par  le  point  E  une  parallèle  E  F  à  B  D ,  lefquelles  ren- 
contrent la  Sedion  aux  points  G  ,F  y  que  l'on  joindra 
par  une  ligne  droite  G  F ,  à  laquelle  on  tirer^^  par  le 
point  D  une  parallèle  qui  fera  la  tangente  cherchée  ;  puif- 
que  les  fegmens  DG  E  D,D  FBJD ,  étant  égaux  chacua 
au  même  fegment  BE  D  B ,  le  feront  entr'eux. 

PROPOSITION    IV. 

Théorème. 

Irs.  115 ,  209.  S'il  y  a  dans  uneEllipfc,  dans  une  Hyjrer- 
1 1 4,,  115.  hok ,  ou  dans  les  Hyperboles  oppojees  deux  lignes  droites 
BD  ,  EF,  parallèles  entr'elles  &  terminées  par  la  Sec- 
tion y  &  qu'on  tire  du  centre  C  les  denii-diametres  C  B  , 
CE ,  C  D  ,  C  F  ;  les  Secteurs  Elliptiques  ou  Hyperboli- 
ques C  B  E ,  C  D  F ,  feront  égaux  entreax. 

Car  menant  par  les  points  de  milieu  H,K,  des  droi- 
tes BDyEF j  le  diamètre  CK,.  les-  triangles  CHB , 
CHU,  &  CKE,CKF,  feront  égaux  entr'eux  ;  puif- 
qu'ils  ont  ic  même  fommet  C,  &  que  leurs  bafes  H  B  ^ 
HD,  &  KE,  KF,  font  égales.  Par  confêquent  (p'g.  ha.)- 
KHBE  -4-  CBE=  CKE—  CHB=  CKF  —  CHD=. 
=KHDF-{-CDF;  &  {jig.  113,115.)  KHBE—CBE 
c=^  CHB  Z^  CKE=-^  CHD  ::^  CKF:=KHDF— 
CD  F,   Donc  puifque  les  Trapefcs  Coniques  KHBE, 
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KHDF,  font  *  égaux,  il  s'enfuit  que  les  Semeurs EIlip^  *  ^^«.  205. 
îiques  ou  Hyperboliques  CB  £ ,  CD  F,  le  feront  auffir 

Corollaire     I. 

210.  Si  la  Section  efl:  une  Ellipfe  ou  ane  Hyperbole  ;  Îig.  ti^y 
êc  que  la  ligne  B  D  parallèle  k  EF,  devienne  tangente       ii4' 

en  ^4  y  il  cil  clair  que  les  Sedeurs  CA  E  ,CA  F  ^  feront 

égaux  entr'eux.    Car  prolongeant  le  dcmi-diametre  CA 

jufqu'à  ce  qu'il  rencontre  la  ligne  £  F  au  point  K,  cette 

ligne  fera  coupée  en  deux  également  en  ce  [)oint  ;  &  par 

conféquent   les  triangles   CKE ,  CKF  ,  feront  égaux. 

Or  les  trilignes  Coniques  AKE ^AKE,  le  font  ^  auffi.  *  ^re.  zoj-; 

Donc ,  &c. 

COROLLAIRE'      II. 

211.  JL/E-LA  on  voir  que  pour  divifer  en  deux  par-' 
tics  égales  un  Seâeur  Elliptique  ou  Hyperbolique  quel- 
conque CE  Fj  il  n'y  a  qu'a  mener  le  demi-diametre  CA 
qui  divife  par  le  milieu  en  K  la  foutendante  E  F  àe  ce 
Secteur.  Ce  qui  donne  encore  les  Sed:eurs  CB  E ,  CD  F, 
égaux  entr'eux ,  en  fuppofant  BD  parallèle  a  E  F.  Car 
ayant  de  cette  manière  les  Seéleurs  CAE ,  CAF ,  &c 
CAB,  CAD  ,  égaux  entr'eux,  les  Sedcurs  CBE^ 
CDF ,  qui  en  font  les  différences  ,  doivent  auffi  être 
égaux  entr'eux, 

PROPOSITION    V. 

Théorème» 

212.  Soit  un  demi-cercle  ADH  ,  ^uî  ait  pour  dia-  f  jg.  jt/ç^ 
mètre  le  premier  ou  grand  axe  AU  d'une  demie-EUipfe 

A  BH  'iJoit  menée  par  un  point  quelconque  P  de  Faxe 
A  H  ,  une  perpendiculaire  à  cet  axe ,.  qui  rencontre  l'El- 
lipfc  au  point  M  ,  &  le  cercle  au  point  N  ;  par  où  &  par 
k  centre  C  J'oient  tirées  les  droites  C  M ,  C  N,  Je  dis  quô 
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le  Scclcur  Elliptique  C  AM  cjl  au  Secteur  circulaire  CAN, 

comme  la  moitié  C  B  du  petit  axe  de  VEllip/e  ^  ejl  à  la. 


moitié  C  A  ou  CD  du  grand. 


*  Jrt.  41  &        Car   par  la  propriété   ^   de  rEllipfe  FM  .    CB  :: 

5  5-  APxPH.  ACxCH  ou  ÏTA  ,  &  par  la  propriété  du 

cercle  Fn".  ZD^  ::  APxF  H.  ACxCH  ou  CÂ^ 

Donc  JJI.  'CB  ::~P'N.  'CD  .  ou  Jm\  FN^::  'CB\ 

CD  .  Et  en  tirant  les  racines  quarrées  ,  FM.  FJV:  :  CB, 
CD  ou  Cyî.  Or  comme  cela  arrive  toujours  en  quel- 
que endroit  que  tombe  la   perpendiculaire  FMN ,   il 

*  Art.  lia.     s'enfuie  ^  que  l'efpacc  Elliptique  entier  ABHA  eftau 

demi  -  cercle  ^  D  if  ^,  &  la  portion  -^PM  de  cet 
efpace  k  la  portion  AF  N  au.  demi-cercle  ,  comme  CB 
eft  à  CD  ou  h  CA.  Mais  le  triangle  redangle  CFM  eft 
au  triangle  rectangle  CF N  qui  a  la  même  hauteur, 
comme  la  bafe  FMcPi  à  la  bafe  FN ,  c'eft-à-dire ,  comme 
CB  eft  à  CD  ou  à  CA-^  &  par  conféquent  l'efpace  Ellipti- 
que AF  M  plus  ou  moins  le  triangle  CF  M  (  plus  lorfque 
j4P  eik  moindre  que  A  C ,  &c  moins  lorfqu'elle  eft  plus 
grande)  c'eft-à-dire,  le  Sedeur  Elliptique  CA  M  fera  à 
J'efpace  circulaire  A  F  N  plus  ou  moins  le  triangle  CPN, 
c'eft-à-dire,  au  Sedeur  circulaire  CAN,  comme  CB 
eft  à  CD  ou  à  CA.  Ce  gu' il  fallait  démontrer. 

'  CoROLtAIREl, 

213.  v^fOMME  le  Sedeur  de  cercle  CA  N  eft  égal  au 
redangle  de  l'arc  AN  par  la  moitié  du  rayon  CA  ou  CD  ; 
il  s'enfuit  que  le  Sedeur  Elliptique  CAM.  eft  aufTi  égal  au 
redangle  de  ce  même  arc  A  N  par  la  moitié  de  CB. 

Corollaire  II. 

214.  Si  l'on  mené  par  un  point  quelconque  G  à\i 
grand  axe  A  H  autre  que  le  point  F ,  une  perpendicu- 
laire à  cet  axe ,  qui  rencontre  l'Ellipfe  au  point  E ,  de  le 
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cercle  au  point  F  ;  je  dis  que  les  Sedeurs  Elliptiques 
ACE  yAC  M,  font  entr'eux  comme  les  Sedeurs  cir- 
culaires ^  C  F ,  ^  C.V.  Car  ACM.ACN  ::  CB. 
CD.  Et  de  même  ACE.  ACF  ::  CB.  CD.  Et  par- 
tant ACM.  ACN  :  :  ACE .  ACF.  Et  ACM.  ACE  :  : 
A CN.  ACF.  D'où  l'on  voir  que  pour  trouver  un  Sec- 
teur Elliptique  ACM ,  qui  foit  au  Sedteur  Elliptique 
A  CE  en  raifon  donnée  ;  il  n'eft  queftion  que  de  trouver 
un  Seâeur  circulaire  A  C  N  qui  foit  en  railon  donnée  au 
Sedeur  A  CF ,  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe  ,■  de  divifèr- 
en  raifon  donnée  l'arc  A  N  F  ou  l'angle  ACF. 

PROPOSITION     VI. 

Théorème. 

215.  S^iL  y  a  deux  dcmi-HyperboIes  AM,  h  "bJ ,  ou  Frc.   ri/^. 
B  M  ,  D  N ,  çui  ay  eut  pour  centres  le  même  point  C ,  pour      ^  ^*! 
un  de  leurs  dcmi-diamctres  la  même  droite  C  A  ,  &  pour 
les    deux    dcmi-diametrcs  conjugués   au  demi-diametre 
C  A  ,  deux  droites  quelconques  C  B  ,  C  D ,  Jituées  fur  la 
même  ligne  ;  £'  qu'on  mené  par  un  point  quelconque  P  du 
demi -diamètre  CA    (prolongé  s'il  ejl  nécejfaire)   une- 
droite  parallèle  à  CD;  laquelle  rencontre  les  Hyperboles 
aux  points  M ,  N  ;  par  lej'quels  6'  par  le  centre  C  ,Joient 
tirets  les  droites  C  M ,  C  N  :je  dis  que  les  Secteurs  Hyper- 
boliques CAM  ,  Ct\N  ,ou  CBM ,  CDN  ,  feront  entr'eux,^ 
c-omme  les  demi-diametres  conjugues  CB.  CD. 

On  aura   par   la  propriété   ^    des   deux  Hyperboles  '>'  Jrr.  8s  & 

AM,  ■^^yOn^M^DN,_ces_deux  proportions  PM .      '  ' S- 

TB-.'.'CF^CA.  C_A:-^n\  CD\    Et  par  confé- 

quent  FM  .  FN  ::  CB  .  CJJ  .  Et  en  prenant  les  racines 
quarrées  ,  PM.  FN  :  :  CB .  Cl).  Or  comme  cela  aixive 
toujours  en  quelque  etidroit  que  tombe  la  parallèle 
FMN,  il  s'cnluit  ^'-  quelesefpaces Hyperboliques ^PM,  *  An.  iS(?» 
AFN,  ou  -CFMB,  CFNJ-,  font  entr'eux  comme  CB 
eft  à  CL.   Mais  les  triangles  CFM,  CFN ,  font  en- 
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tr'eux,  comme  leurs  bafes  P  M,  P  N ,  (puifqu'ils  font 
fitués  entre  les  mêmes  parallèles  CD ,  P  N)  ,  ou  comme 
les  demi-diametrcs  conjugués  C B ,  CD.  Et  par  confé- 
quent  (fig.ny.)  CB.  CD::  CPM~-u4PM.  CPN 
^APN  ::CAM.  CAN.  Ou  bien  (/o-.  nS.)  CB. 
CD::  CPMB-^CPM.  CPND-^CPN::  CBM. 
CDN.   Ce  ^u'il fallait  démontrer. 

Corollaire. 

iiG.  oi  les  deux  demi  -  diamètres  conjugués  CA, 
C  D  ,  font  égaux  entr'eux  ,  l'Hyperbole  A  N  ou  D  iV 
fera  équilatere.  Et  fi  l'on  avoit  trouve  le  moyen  de  quar- 
jrer  les  Secteurs  Hyperboliques  CAN,  ou  CDN,  on 
auroitaufii  la  quadrature  des  Sedl:eurs  CA  M ,  ou  CBM, 
qui  ont  pour  bafes  des  portions  ^iVf,  ou  S  ilf  d'une 
autre  Hyperbole,  dont  le  demi -diamètre  conjugué  CB 
peut  être  pris  de  telle  grandeur  qu'on  veut  ;  puifque  le 
rapport  des  Seéteurs  Hyperboliques  CAM^  CAN,  ou 
CD  N,  CBM,  étant  exprimé  par  les  droites  CD ,  CB , 
eft  donné.  D'où  l'on  voit  que  fi  l'on  avoit  la  quadra- 
ture de  l'Hyperbole  équilatere ,  on  auroit  aufîî  celle  de 
*Arc.iiz.  toutes  les  autres  Hyperboles  :  de  même  qu'ayant  -^  la 
quadrature  du  Cercle ,  on  auroit  celle  de  toutes  les  Ellipfes. 

PROPOSITION    VIL 

Théorème. 

ï  X  G,  1 1 9^  2 1 7.  O I  l'on  prend  fur  une  afymptote  C  N  d'une  Hy- 
perbole EBDF,  deux  parties  CK,  CL,  qui  foient 
cntr'elUs  en  même  raifon  que  deux  autres  parties 
quelconques  CG,  CH,  de  la  même  aj'yrnptote  ;  & 
qu'ayant  mené  les  parallèles  GF,  HD,  KB,  LE, 
à  Vautre  afymptote  C  P  ,  kj'quelles  rencontrent  l' Hy- 
perbole aux  points  F  ,  D  ,  B  ,  E  ,  on  tire  les  demi- 
diametres  C  F ,  C  Û  ,  C  B  ,  CE:  je  dis  que  les  deux 

Sc3eurs 
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Sccleurs  Hyperboliques  C  b  £,  CD  F , /iront  cgnux  en- 
trcux. 

Ayant  mené  les  deux  droites  B  D ,  EF ,  qui  rencon- 
trent es  alymptotes  aux  points  M ,  O,  N ,  P  ;  les  paral- 
lèles KB,  ii L>,  donneront  cette  proportion,  MB.  M K  :  : 
1  O.  C1I.  Les  parallèles  LE ,  G  F,  donneront  aulli  cette 
autre  proportion,  NB.  NL  :  :  FP.  CG.  Et  partant  puifque  *      ^^''-  ^5' 
A  5=.  bo,  6l  iV£  =  /^P,  il  s'enfuit  que  MK  =  CH , 
&   N L  =  CG.    Or  par  la  fuppofition    CG  ou  I,N. 
CE  ou  r-M::  CK.  CL::"^  LE.  KB.  Er  partant  LN.  *  ^rt.  100. 
LE  ::  KM.  KB,  Donc  les  lignes  NE,  MB ,  c'elt-à-dire, 
les  deux  droites  E F,  BlJ ,  dont  elles  font  parties,  feront 
parallèles  enrr'elics.   Donc  *  les  Sedcurs  Hyperboliques  *  '^''^  ^^9' 
ChE  ,  CD  F ,  font  égaux  entr'eux.   Ce  qu'il  fallait,  w'c. 

•Corollaire     L 

2î8.  Si  les  parties  CK,  CL ,  de  l'afymptotc  CA", 
font  en  même  raifon  que  deux  parties  quelconques  C'^", 
CT  de  l'autre  afymptote  CP  ;  &  qu'on  mené  les 
parallèles  KB  ,  LE ,  a  i'afymptore  CP ,  &  les  parallèles 
SD ,  TF ,  à  l'autre  afymptote  C  N  ;  il  eft  clair  que  les 
Seéleurs  Hyperboliques  CDF,  CB  E  ,  feront  auffi  égaux 
çntr'eux.  Car  ayant  mené  les  parallèles  FG,  DH,  à 
Fafymptote  CP,  on  aura  "^  CG.Cti:;  HD  ou  CS.  *  ^rt.  100. 
Gi^  ou  CT"^  ::  CH.  CL.  Donc,  &c.  î  Hyp. 

COROLLAIRK         II. 

219.  Si  l'on  prend  fur  la  même  afymptote  la  partie 
CK  troifieme  proportionnelle  à  deux  parties  quelcon- 
ques CG,  CFl i  on  prouvera  par  un  raifonnement  fem- 
blable  à  celui  du  Théorème  que  la  ligne  B  F  ed  paral- 
lèle à  la  tangente  qui  palîé  par  le  point  D;  <Sc  qu'ainfî  ^  *  Art.  110, 
les  Secteurs  Hyperboliques  CFD,  CDB,  font  égaux 
entr'eux.  D'où  il  fuit  que  fi  l'on  prend  fur  une  afymp- 
tote autant  de  parties  qu'on  voudra  CG,  CH^  CK, 
CL  ,  &c.  en  progrelllon  géométrique  continue ,  d'où 
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partent  les  parallèles  GF,H D ,  KB ,LE ,  6cc.  a  Vâiw 
tre  afymptote,  les  Semeurs  Hyperboliques  CFD,  CDB^ 
CBE ,&cc.  feront  tous  égaux  entr'eux. 

Corollaire      III, 

210.  De-la  on  voit  que  fi  CH  efl  la  première 
de  deux  moyennes  géométriquement  proportionnelles 
entre  les  extrêmes  CG  ,  CL  ;  &  qu'on  rire  les  droites 
G  F,  FI  D  ,  LE  y  parallèles  à  l'autre  afymptote  ;  le  Sec- 
teur CD  F,  feraauSedeur  CEE ,  comme  i  eft  à  3.  De 
même,  fi  CH  efi  la  première  de  trois  moyennes  pro- 
portionnelles entre  CG,  CL;  le  Se^eur^  CDF  fera  au 
Se£leur  CEE,  comme  i  eft  à  4.  Et  en  général ,  fi  la  let- 
tre m  marque  un  nombre  entier  quelconque  ,  &  que 
CH  foit  la  première  d'autant  de  moyennes  proportion- 
nelles entre  les  extrêmes  CG,  CL,  que  le  nombre  m — i 
contient  d'unités  ;  le  Sedeur  CD  F  y  fera  au  Seâ;eur  CEE,, 
comme  i  eft  au  nombre  m. 

Remarque. 

121.  On  peut  ici  donner  une  idée  fort  exade  dfe 
ce  qu'on  appelle  Logarithmes  dans  l'Arithmétique  ,  & 
de  l'extrême  facilité  qu'ils  apportent  au  calcul ,  lorfqu'il 
s'agit  d'opérer  fur  de  forts  grands  nombres.  Voici  com- 
ment : 

Si  l'on  fuppofe  que  CG,  exprime  l'unité ,  &  que  CL 
étant  décuple  de  C  G ,  c'eft-à-dire ,  i  o  ,  le  Sedeur  Hyper- 
bolique Ci' "£  ,foitdivifé  en  1 0000000000  parties  égales. 
Et  fi  l'on  compofe  une  table  divifée  en  deux  colomneSy 
dont  la  première  renferme  de  fuite  tous  les  nombres 
naturels  i  ,  2  ,  3 ,  4,  «5 ,  ^  >  "^c.  &  l'autre  des  nombres, 
artificiels,  placés  vis-avis,  &  qui  foient  tels  que  CH  y 
exprimant  un  nombre  quelconque  naturel ,  le  nombre 
artificiel  placé  vis-a-vis  ,  exprime  le  nombre  des  parties 
que  le  Semeur  Hyperbolique  CDF  contient  par  rap- 
port au  nombre  des    parties   que   contient   le  Sedeur 
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CFE  ;  les  nombres  artificiels  feront  appelles  les  Loga^ 
rkhrncs  des  nombres  naturels  auxquels  ils  répondent. 
Cela  pofé  , 

I  .  Si  l'on  propofe  de  multiplier  deux  nombres  natu- 
rels quelconques  CH ,  C K,  l'un  par  l'autre,  il  n'y  aura 
qu'a  prendre  dans  la  table  leurs  Logarithmes  qui  expri- 
ment les  Sedreurs  CFL),  CFB,  6c  ajoutant  enfemblc 
ces  deux  Logarithmes  ,  on  aura  le  Logarithme  qui  ex- 
prime le  Sedeur  CFE ,  vis-à-vis  duquel  fera  placé  le 
nombre  naturel  CL  produit  de  la  multiplication  des 
deux  nombres  CH ,  C  K. 

2".  Si  l'on  propofe  de  divifer  le  nombre  CL  par  le 
nombre  CK,  il  n'y  aura  qu'à  retrancher  le  Logarithme 
CFB  du  Divifeur  CK,  du  Logarithme  CFE  da  nom- 
bre à  divifer  CL,  pour  avoir  le  Logarithme  CBE  ou 
CF  D  du  quotient  C  H. 

3°.  Si  l'on  propofe  d'extraire  une  racine  quelconque 
au  nombre  CL,  par  exemple  la  cubique,  il  n'y  aura 
qu'à  divifer  fon  Logarithme  CFE  en  trois  parties  égales, 
pour  avoir  le  Logarithme  CED ,  vis-à-vis  duquel  efl 
placé  le  nombre  CH ,  qui  efè  la  racine  cubique  cher- 
chée. 

Tout  cela  eft  une  fuite  de  ce  que  les  Secteurs  Hyper- 
boliques CED,  CBE  ,  font  égaux  entr'eux  ,  lorfque 
CG.CH:  CK.  CL.  Et  que  les  Sedeurs  CED,  CDB, 
CBE ,  &c.  font  aufli  égaux  entr'eux ,  lorfque  CG.  CH  :: 
CH.  Cv::  C/v.  CL  :;  &c.  IJ  efl: donc  évident  que  par 
Je  moyen  de  cette  table  on  pourra  abréger  extrême- 
ment les  opérations  de  l'Arithmétique  ,  lorfqu'il  s'agit 
d'opérer  fur  de  grands  nombres ,  comme  dans  les  cal- 
culs Aflrcnomiques. 

Comme  l'on  n'a  pu  jufqu'à  préfent  trouver  en  nom- 
bres exads  ,  le  rapport  des  Sedeurs  Hyperboliques 
CFL)  ,^  CFB  ,  &c.  au  Sedeur  CFE ,.  on  s'eft  con- 
tenté d'exprimer  ce  rapport  en  nombres  fort  appro- 
chans  ;  &c  par  le  moyen  de  ces  nombres  qu'on  ap- 
pelle Artificiels  ,  &  des  nombres  naturels  qu'on  a  pla- 

Tij 
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eés  vis-k-vis,  on  a  compofc  la  Table  des  Logarithmes  qui  a 
les  propriétés  qu'on  vient  d'expliquer.  Or  dans  la  fuppo- 
fition  que  le  Sedleur  CFE  Logarithme  de  CL  (  1  o)  contient 
10000000000  parties  égales  ,  on  trouvera  que  le  paral- 
lélogramme CGFT  contient  plus  de  4342944818  de 

ces  parties  ,  &  moins  de  4342944^19^  ^'^",''°"a''°"' 
qu'un  Sefteur  Hyperbolique  quelconque  C  B  t  ,  elt  au. 
parallélogramme  CGFT  à-peu-près  comme  le  Loga- 
rithme du  nombre  CK  trouvé  dans  la  Table  ,  eft  au  nom- 
bre 4342944819  ,  &  cela  en  prenant  les  Logarithmes  de- 
dix  caractères  outre  la  caratliériftique. 

PROPOSITION    VIII. 

Théorème^ 

22Z.  S'il  y  a  fur  chaque  afymptotc  deux  parties  CG,-. 
C  L  ,  &  C  R  ^ C  S ,  ^wi  foUnt  telles  que  y/C  G.  >/C L  :  < 

y'C  R .  v/C  S  ;  Ç^  qil  'on  tire  les  droites  G  F ,  L  E ,  R  T, 
SV,  parallèles  aux  ajymptotes  :  je  dis  que  le  SeFleuf 
CFE  J'cra  au  Scieur  CT  V,  comme  m  eji  à  n.  Les  lettres' 
m  o"  n  marquent  des  nombres  entiers  quelconques. 

Car  fi  l'on  fait  v/CG.  Ç'CL::  €G.  CH.   Et  ^CR.- 
v^CS  ••  CR.  CQ.   Et  qu'on  tire  ks  droites  H D,  Q N ,, 
parallèles  aux  afymptotes  ;   il  eft  clair  que  les  Sedeurs^ 
*'  An.  n  S.    Hyperboliques  CFD,CTN,  feront  e^gaux^^  encr  eux  ,- 
*  Hyp.  puifque  >^  C  G .  CH::  CR.  CQ.  Or  febn  la  nature  des^ 

Progreffions  géométriques ,  la  ligne  CM  fera  la  pre- 
mière'd'autant  de  moyennes  proportionnelles  entre  ^G  ëc 
CL  que  le  nombre  ni  —  i  contient  d'unités  ,  &  de  même-' 
la  lio-ne  C  Q  fera  la  première  d'autant  de  moyennes  pro- 
portu^nnelles  entre  CR  &  CS  que  le  nombre  ';,-;, con- 
*^.  ..o  ncnt  d'unités.  Donc  *  CFE.  CFD::m.  u  Et  C^iV 
ou  CF U.  CTV  ::  i.  n.  Et  par  confequenr  le  Sefteur 
CFE  eft  au  SecT:eur  CTKen  raifon  compofée  de  m  à  i, 
&  de  i  à  «  ,  c'eft-a-diTC ,  comme  le  nombre  m  eft-  au. 
nombre  n.   Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Corollaire. 

223.  De-I-a  on  voit  qu'un  Sefteur  Hyperbolique 
CFE  étant  donné  avec  un  point  quelconque  T  de 
l'Hyperbole  ,  il  ne  faut  pour  trouver  un  autre  point  ^de 
la  même  Hyperbole,  tel  que  le  Seéteur  CFE  foit  au 
Sedeur  C2'/^,  comme  m  eft  à  « ,  que  prendre  CS  en 

forte  que  y/CG.  y/C L  ::  \/CR.  \/CS ,  ou  (ce  qui  re- 
vient au  même)  \/CG  .  j/CZ.  ::  CR.  CS.  C'eft-à-dire, 

qu'il  faut  prendre  CS=  CR  ^\/~. 

PROPOSITION      XX. 

Théorème,' 

224.  S  I  l'on  mené  par  les  extrémités  B,  F ,  d^un  Sec-  Fîg.  lir, 
leur  H/pcrbolique  queiccnque  CBF,  Ils  droites  BK,  FG, 
parallèles  à  une  ajymptote  CS  ,  £'  terminées  par  Vautre 

C  L  ;  je  dis  que  le  Secteur  Hyperbolique  G  B  F  c//  égal  à 
Vefpace  Hyperbolique  BKG  F  compris  entre  les  paral- 
lèles BK ,  FG  y  à  une  ajymptote  CS  ^  la  partie  G  K  de 
l'autre  a/ymptote  CL,  6'  /a  portion  BF  de  l'Hyperbole', 

Car  fi  l'on  retranche  des  triangles  égaux  ^  C:  B ,  *  Art.  ^f,- 
CGF,  le  même  triangle  CGA  (le  point  A  efl:  le  point 
d'interfcdion  des  deux  droites  F  G  ,  CB  )  &  qu'on  ajoute 
aux  deux  reftes  B  KG  A,  CA  F  ,\c  même  efpace  hyper- 
bolique BAF,  on  formera  d'une  part  l'efpace  BKGF\' 
&  de  l'autre  le  Se6leur  CBF  qui  feront  égaux  entr'euxv 
Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire     Ï, 

22'^.  Si  l'on  eut  mené  les  lignes  5  Q,  7^0,  parallèles 
à  l'afymptote  CL,  &  terminées  par  l'afymptote  CiS',  on 
àuroit  prouvé  de   mêrne  que  le   Sedeur  Hypcrboliq.i& 
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CBF  cfï  égil  à  l'efpace  hyperbolique  BQOF;  d'où 
l'on    voit    qje    les    efpaces    ou  Trapefes   hyperboliques 
BKGF,BQ_Ob\iont  égaux  encr'eux. 

Corollaire  II. 

226.  l)e-l  a  il  eft  évident  que  tout  ce  qu'on  vient  de 
.démoi  trer  dans  les  artic.es  217,  218,  219,  220,  221,  222, 
&  223 ,  des  Sedeurs  Hyperboliques ,  fe  doit  auiïr  entendrç 
de  ces  fortes  de  Trapélcs  ;  puifqu'ils  leur  font  égaux. 

PROPOSITION    X. 

Théorème, 

fiç.  Il*,  227.  SoiSNT  deux  différentes  Hyperboles  BM  F  f 
HND,  ^ui  aycnt  Us  mêmes  ajymptotes  CL ^Cb  ,  & 
foient  menées  par  deux  points  quelconques  G  ,  K  ,  d''unt 
afymptote  deux  parallèles  G  D  F ,  K  H  B  ,  à  l'autre.  Te 
dis  que  l'efpace  hyperbolique  HKGO  eji  à  Vcj'p ace  hyper» 
boliquc  B  K  G  F  ,  comme  la  puijfance  de  L' Hyperbole 
HND  ,  ejl  à  la  puifance  de  l'Hyperbole  B  M  F. 

Car  ayant  mené  par  un  point  quelconque  P  de  la 
partie  GK^  une  parallèle  aux  deux  droites  G  D ,  KH, 
laquelle  rencontre  l'Hyperbole  BMFau  point  M  y  & 
l'Hyperbole  HND  au  point  N ;  &  nommé  la  puif» 
fance  de  l'Hyperbole  HND,  aa  ;  celle  de  l'Hyper- 

*  Art.  loi.    bole  B  MF ,  bb  ,  èx.  l'indécerminée  CP,  xy   on  aura  ^ 

PN^"-^,  ôcPM=~;&c  partant  PN.  PM-.-.aa.  bb. 

Or  comme  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  la 

*  An.  iSé.     partie  Gi^  que  tombe  le  point  P  ;  il  s'enfuit  *  que  Tef- 

pace  hyperbolique  HK.GD.   BKGF  ::  aa.  bb.    Ce 
qu  il  fallait  démontrer. 

Corollaire. 

228.  Lorsque  les  puifTances  des  Hyperboles  HND^ 
BMF ,  font  enrr'elles,  comme  le  nombre  m  eft  au  nom-f- 


De  la  comparaison  des  Sect.  Coniq.  i^i 
bre  n  ,•  on  pourra  toujours  trouver  dans  l'Hyperbole 
HND  un  Trapéfe  hyperbolique  RS^T  égal  à  un  Tra- 
péfe  hyperbolique  GKBF  de  l'autre -8  iW  F,  les  droites 
CG,  CK,  CR,  étant  données.  Car  il  eft  clair  -^  que  le  *  ^^c  iii& 
Trapéfe  GKHD  d\  au  Trapéfe  GKBF,  comme  m  efl  21  '5 . 
à  /2  ;  &  qu'ainfi  toute  la  difficulté  fe  réduit  à  trouver  dans 
la  même  Hyperbole  HND  ,  le  Trapéfe  il 6^  F 2%  qui 
foit  au  Trapéfe  GKHD ,  comme  le  nombre  n  eft  au 
nombre_m  .•  &_c'dl  ce  qui  fefera  "^  en  prenant  CS,  telle  *Jrt.ii^& 

<luey/CG  .  x/Cr<  ::  CR.  es,  "'^• 

Définitions. 

4-. 

Soit  une  ligne  droite  indéfinie  AC ,  qui  ait  pour  ori-  tio.  123.. 
gine  le  point  fixe  ^  y  &  foit  une  ligne  courbe  ^  Ai  i? 
telle  qu'ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M 
une  droite  MF  qui   faiTe  avec  ^  C  un    angle    donné 
u4PM  &.  ayant  nommé  les   indéterminées  AP ,  x  ; 
FM,yi  on  ait  toujours  a  x=yy  (]a  lettre  a  marque  une 
ligne  donnée):  il  eft  clair  ^  dans  cette  fuppofition  que  la  *  Art,  i^i 
ligne  courbe  A  MB  eft  une  Parabole  qui  a  pour  dia- 
mètre la  ligne  v4C,  pour  une  ordonnée  à  ce  diamètre 
la  droite  Pikf ,  &  pour  paramètre  de  ce  diamètre  la  don- 
née a.    Mais  fi  l'on  fuppofe  k  préfent    que  la  nature  de  la 
courbe  ^Af£  foit  exprimée  par  l'équation  y^:=aax 
ou  par  cette  autre  y^  =  axx  ^    cette  ligne  courbe  fera 
nommée  Farabok  cubique,  ou  du  troifiemc  degré ^  parce 
que  celle  des  deux  indéterminées  x  ou  j ,  dont  la  pJifTance 
eit  la  plus  élevée  ,  monte  au  troifieme  degré.  De  même 

JtTn'T  '^  J'  =  ^'  ^  ^  O"  J'  =  ^  ^S-  la  ligne  courbe 
AMB  &{i  appellée  Farabole  du  quatrième  degré  i  parce 
que  l'indéterminée  y  dont  la  puiiTance  eft  la  plus  haute 
monte  au  quatrième  degré.    Il  en  eft  ainfi  de  toutes  les 
autres  a  1  infini. 


1» 
Soit  comme  dans  la  définition  précédente  une  ligne 
droite  A  C  qui  ait  pour  origine  le  point  fixe  A  ;  &  foie 


i-  IG.    114, 
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une  ligne  courbe  B  M ,  relie  qu'ayant  mené  d'un  de  fesr 
points  quelc:)nques  M  la  droice  MP  qui  fafle  avec  AC 
un  angle  donne  AFM  ,  ôc  ayant  Hommé  AF,  x  j 
FM,  y  ;  on  ait  toujours  xy=^au  (la  lettre  a  marque 
*  Jn.  loi.  une  ligne  donnée)  :  il  efl:  clair  "^  que  cette  ligne  courbe 
fera  une  Hvperbole  ,  qui  aura  pour  l'une  de  fes  afymp- 
totes  la  ligne  A  C ,  &(.  pour  1  autre  ,  la  ligne  AD  paral- 
lèle à  P^Vi  ,  &  dont  la  puiffance  fera  le  quarré  a  a.  Mais 
(i  l'équation  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  B  M  eft 
XX  Y  =  a^  •  cette  ligne  courbe  fera  nommée  Hyperbole 
cubicjue  ou  du  troijkme  degré  ,  parce  que  le  produit  x  xy 
des  deux  indéterminées  x  &:  y  ,  a  trois  dinienfions.  De 
même  ,  l\  l'équation  écoit  x^y^a"^;  la  ligne  courbe  B  M 
feroit  une  Hyperbole  du  quatrième  degré  ;  parce  que  le 
produit  x'j  a  quatre  dimcnfions.  Il  pn  cit  aiafi  de 
fojates  les  autres  à  l'infini. 

Corollaire. 

Fi«.  113 ,         229.  Si  l'on  fuppofe  que  la  lettre  m  marque  un  nom- 
j  14.  bre  entier  quelconque  qui  foit  l'expofant  de  la  puiiïance 

de  l'indéterminée  A  F  (x  )  ;  &  de  môme  que  la  lettre  a 
marque  l'expofant  de  la  puilTance  de  l'autre  indéter- 
minée P M  (y):  il  eft  clair  que  l'équation  jn  =  x'» 
xa"-'^  (ou  fimplemen.c  j''=x'«,  en  faifant  pour  abré-r 
«^er  la  donnée  a«==i)  exprimera  la  nature  des  Parabo- 
les de  tous  les  degrés  k  l'infini.  On  voit  de  même  que 
l'équation  x'^  y"  =  a '^+«  (  ou  fimplement  x'^y"  =  i, 
en  faifant  a=i)  exprime  en  général  h  nature  des  Hyr 
perboles  de  tous  les  degrés  à  l'intini, 

Corollaire     II. 

2,90.  Si  l'on  mené  par  l'origine  fixe  ^  delà  ligne  ^C 
«ne  ligne  droite  indéfinie  AD  parallèle  àPM y  &  qu'ayant 
ciré  MK  parallèle  k  AC,  qui  rencontre  AD  au  point 
K.,  on  nomme  le»  indéterminées   ^K,  x^  KM,  y; 

U 


i 
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ni  eft  clair  que  l'indéterminée  x  qui  exprimoic  aupara- 
vant la  ligne  ^P  ou  MK,  devient  à  préfent  jy  ôc  qu'au 
contraire  y  qui  exprimoit  FM  o\x  AK,  devient  h  pré- 
fent  X.   D'où  il  fuit  : 

i*^.  Que  fi  la  courbe  A  MB  eft  une  Parabole  ordinaire,  Fie.  !ij. 
elle  aura  pour  équation  jj.=  ^  >:  ou  xx  =  ay  ,  félon 
tju'on  rapportera  fcs  points  à  ceux  de  la  ligne  A  C  ou 
AD;  &  de  même  que  la  Parabole  cubique  qui  a  pour 
équation  j^  =  a^j(:  lorfqu'on  rapporte  fes  points  h  ceux 
.de  la  ligne  A  C ,  aura  pour  équation  x''  =  aay  lorfqu'on 
les  rapporte  à  ceux  de  la  ligne  ^Z>;  &  en  général  que 
fi  la  ligne  courbe  y^  M 5  a  pour  équation  y"  =  x'"a'2—'" 
étant  rapportée  à  la  ligne  droite  A  C ,  cette  même  courbe 
aura  pour  équation  x''=j'"^"— '"  (l'on  fuppofe  que  n 
iurpafle  m)  étant  rapportée  h  la  ligne  AD. 

2°.  Que  l'Hyperbole  ordinaire  a  toujours  la  même  F  i  g.  124* 
équation  xy  =  aa  ,  foit  qu'on  la  rapporte  à  la  ligne  A  C 
ou  à  la  ligne  AD;  que  l'Hyperbole  cubique  qui  a  pour 
équation  xxy:=a^  étant  rapportée  3.  AC  ,  aura  pour 
équation  xyy=a^  étant  rapportée  à  l'autre  ligne  AD  ; 
&  en  général  que  l'Hyperbole  qui  a  pour  équation 
3C'"j''=û'"H-"  lorfqu'on  rapporte  fes  points  à  ceux  de 
ia  ligne  AC ,  aura  pour  équation  x"j'"  =  a«-+-"  lorf- 
qu'on les  rapporte  à  ceux  de  la  ligne  A  D. 

Corollaire     III. 

231.  13  E-L  A  il  eft  évident  qu  il  y  a  deux  Paraboles 
cubiques  dont  l'une  a  pour  équation y^=aax  ou  x'=aiZj, 
&  l'autre  y'  =  ^  XX  ou  x^  =  ayy  ;  au  lieu  qu'il  n'y  a 
qu'une  feule  Hyperbole  cubique  x«y=a5  ou  xyy=a'f. 
Car  les  indéterminées  x  &  y  ne  peuvent  être  combinées 
que  des  quatre  premières  manières  pour  exprimer  Jes 
Paraboles  cubiques  ou  du  troifieme  degré  ;  &  des  deux 
fécondes  pour  exprimer  les  Hyperboles  cubiques.  Or 
comme  les  quatre  premières  égalités  appartiennent  à 
deux  différentes  courbes  ,  &  les  deux  fécondes  k  la 
^lême  j  il  s'enfuit,  ^c.    On  peuc  trouver  par  la  mêm.e 
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voie    le  nombre  des  Paraboles  ou   des  Hyperboles   du- 

quatrième  ,  cinquième  degré  ,  <kc. 

C    G    R    G    r,    t    A     1    R    F       IV. 

FiG  ii±  ^■^■^'  iNoN-SEULEMENT  l'Hypcrbolc  Ordinaire  a  pour 
afymprores  les  lignes  droites  indéftnies  AC ,  A D  i  mais 
encore  celle  de  tous  les  degrés  à  l'infini.  Car  foit  l'équa- 
tion  générale    Xmyn=:=.am-V-n    ou   jn  =  ^—  (u4P  =  Xy 

P  M=y)  qui  exprime  la  nature  de  telle  Hyperbole 
qu'on  voudra ,  lorfqu'on  rapporte  fes  points  à  ceux  de  la 
ligne  AC  )  il  eft  manifefte  que  plus  A  F  {x)  augmente, 
plus  au  contraire  j",  &  par  conréquentPAi(y)  diminue; 
de  forte  que  x  étant  infiniment  grande,  P  M  {y')  devient 
nulle  ou  zéro  :  c'eft- à-dire  que  l'Hyperbole  B  M  Sx. 
la  ligne  AC,  étant  prolongées  l'une  &  l'autre  à  l'in- 
fini ,  s'approchent  toujours  de  plus  en  plus  jufi^u'à  ce 
qu'enfin  elles  fe  joignent  dans  l'infini  même  ;  ce  qui 
conftitue  l'efTcnce  d'une  afymptote.  Maintenant  fi  l'on 
rapporte  les  points  de  la  même  Hyperbole  à  ceux   de 

la  ligne  AD  ,   on    aura  x"j'"  =  a'"-l-"  ou  y^='^—-~ 

{AK  =  x,KM=y)  ;  d'où  il  fuit  que  plus^i^(x) 
devient  grande  , plus  au  contraire  KM(y)  devient  petite^ 
&  cela  à  l'infini  ;  oc  qu'ainfi  la  ligne  -dî  jO  eft  encore  une 
afymptote  de  la  même  Hyperbole. 

PROPOSITION     XI. 

Problème. 

liG.  12'.  -33-  <^oii  propofé  dcmener  d'un  point  donné  Islfurla 
fccondc  Parabole  cubique  A  M  B  ,  dont  la  nature  êji  ex- 
primée par  Véquatïon  y'"  =  ax  s,  la  tangente  Pvl  T. 

Ayant  fuppofé  l'arc  MN  infiniment  petit,  &  mené  iVQ 
parallèle  à  PM,  &  MK  parallèle  2iAC:  le  petittriangle 
MRN  fera  femblable  au   grand  TPM^   puifque  le 
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petit  arc  MN  peut  être  regardé  ^  comme  la  prolon-  ¥  ^^t.  189. 
gation  de  la  tangente  T M.  Cela  pofé ,  on  nommera  la 
foutangente  cherchée  TP ,  s  ;  &  la  petite  droite  P  <2  ou 

AIR,  c;  ce  qui  donnera  R  N=—  ,  à  caufe  des  triangles 

femblablcs   TPM,  MRN.     Or  fi  l'on   mec   le  cube 

de  Q  iV  fy  -+-  —  )  à  la  place  de  j'  dans  l'équation  y'^ 

z=axx  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  AMB  ; 
&  à  la  place  de  x  x  ,  le  quarré  de  yi  Q  (x  -h  e)  :  il  elt 

évident  qu'on  formera  une  équation  j'  •+■  — --  -h  —^— 
^ -^—=axx-hzcax-\-cca  qui  exprimera  le  rap- 
port de  ^  Q  à  Q  iV.  Et  fi  l'on  retranche  par  ordre  des 
deux  membres  de  cette  dernière  équation  ceux  de  la 
première  ,  &  qu'on   divife   enfuite  par  c ,  on  trouvera 

iZ!  _{_  12:1  H- ^  =  2  û;  X -h  e  iZ  ;   dans  laquelle  efFaçant 

tous  les  termes  où  c  fe  rencontre  ,  parce  que  P  Q  (e) 
étant  infiniment  petite  ou  nulle ,  ces  termes  font  nuls 

par  rapport  aux  autres  ;  il  vient  enfin ~=:zax ;  & 
partant  PT{s)  =  -^—  =  1  x  en  mettant  pour  y'  fa 
valeur  axx.   Ce  qu'il  f allô it  trouver. 

Remarque. 

234.  Si  l'on  fait  attention  fur  le  calcul  précédent ,  on 
verra  avec  évidence  qu'en  fubftituant  à  la  place  de  la  puif- 

fance  dey, une  pareille  puilTance  dey  -f-  ^ ,  on  n'a  befoin 

que  des  deux  premiers  termes  de  cette  puifTance.  Car 
tous  les  autres  étant  multipliés  par  les  puifî'ances  de  e , 
ils  renferment  chacun  e ,  ou  des  puiflances  de  e ,  dans 
la  dernière  équation  que  l'on  trouve  à  la  fin  de  l'opéra- 
tion ;  &  doivent  par  conféquent  être  effacés.  îl  çn  efl  de 
même  lorfqu'on  fubflitue  à  la  place  de  la  puifTance  de  x, 
une  pareille  puifTance  dex-^e.  Mais  fi  l'on  forme  de  fuite 

Vij 
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toutes  les  puiflluiccs  du  binôme  x-h-c  ,  on  aura  pour 
les  deux  premiers  termes  de  la  féconde  puiilance 
X*  H-  2  e  X  ,•  de  la  troifieme  x^  -h  3  e  x  x  ;  de  la  quutriime 
x'*-+-  4ex^  i  de  la  cinquième  x'  h-  -^  l'x'^;  &  ainii  de  fuite, 
à  l'infini.  De  forte  que  les  deux  premiers  termes  d'une 
puifîcincc  quelconque  m  de  x  ~\-e,  feront  x«  H-  m  c  x'"  — î; 
On   trouvera  de   même   que   les  deux  premiers  termes- 

d'une  puiirance  quelconque  n  du  binôme  J  -h  - ,.  feront 

ney" 

C    O    R    O    L    L    A    I    R    r. 

23^.  L)ii-LA  on  voit  que  pour  trouver  une  expref» 
fion  générale  de  la  foutangente  P  T  (s)  des  Paraboles 
de  tous  les  degrés  à  l'infini  ;  il  n'y  aura  qu'à  fe  fervir  de 
l'équation  générale  j''  =  x'"a« — '^ ,  ou  (  prenant  <3  pour  ' 
l'unité)  j«  =  x'n  qui  exprime  la  nature  de  toutes  ces 
Paraboles.  Voici  comment» 

On  mettra  dans  l'équation  générale  j"  =  x'«  à  la  place 
de  j"  ,   les  deux  premiers  termes  de  la  puifTance  n  de 

j -h -^ ,  c'eft-à-dire ,  y«  +  — ^  ;  &  de  même  à  la  place' 

de  x'"  ,  les  deux  premiers  terme?  de  la  puifTance  m  de 
x-{-e  ,    c'eft-à-dire  ,   x'"  +  mex'"—^  :   ce  qui  donnera^ 

yn^  !!iy!L=:x'"-\--mex'» — i.  Et  retranchant  par  ordre 
les  membres  de.  la  première  équation  de  ceux  de  celle-- 
ci ,  &  divifant  enfuite  par  e ,  l'on  aura  — =/7zx'«--i  •  &. 

partant  s  =  — ,^^7  =  -^?^  en  mettant  poury«  fa  valeur  x^:. 

PROPOSITION    XJL 

Problème. 

Î:g.  iii,,        2,36.  ^J\-EJiV.K  les  tangentes  des Hyperboks  de  tous  les- 
degrés  à  l' infini. 

La  même  préparation  étant  faite  que  dans  la  propo-- 
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fîcion  précédente  ,    on   mettra  dans   l'équation   gcnéraîc' 
^myn:=:.am-hn   qui   exprime  le    rapport  àe  A P  (x)    k 
FM  (y)  ,  à  la  place  de  x'"  les  deux  premiers  termes  de 
la  puiflance  m  de  ^  Q  (^'-Hc)  c'eft-h-dire,  x'»  -}-  m  c  x"z— i  ; 
&  de  même  à  la  place  de  j"  les  deux  premiers  termes  de 

la  puiflance  n  de  QN  fy —  y  j  c'efl-k-direj"  —  -~  :  ce 
qui  par  la  multiplication  donne  cette  autre  équation 
x'nyn-^-mcynxm—i — -— i i =  a'»-r-"-  qui 

exprimera  le  rapport  de  ^  Q  à  Q  A"^.  Er  retranchanc 
par  ordre  des  deux  membres  de  cette  dernière  équa- 
tion ,  ceux  de  la  première  ;  &  divifant  enfuite  par  cyn  j 

il   Vient   mx"^ — ^ =  o;   dans   laquelle 

équation  effaçant  le  terme  —  —— —  qui  eft  nul  par  rap- 
port aux  deux  autres,  parce  qu'il  renferme  dans  fon  expref^ 
fion   la  ligne  infiniment  petite  ou  nulle  -P  Q  (^)  ,  on- 

trouve  en   tranfpofant  à  l'ordinaire  PT  (s)  =  ~~ 


n 
~X> 

m 


Corollaire. 


237.  Il  eft  donc  évident  que  pour  mener  la  Tangente     pj^^  j   ^j, 
MT à'nn  point  donné  M  fur  une  Parabole  ou  uneHyper-      124'.      ^ 
teole  de  tel  degré  qu'on  voudra  ;    dont  l'équation  eft 
pour  la  Parabole  j;i=  jc'»û«-^'"  ,  &  pour  l'Hyperbole^ 
x^y"=a^^-\-n  :  il  ne  feut   que  prendre  la  foutangente' 

PT=^  AP  An  même  côté  du  point  -^  par  rapport' 

au  point  P  ,    lorfque  c'eft   une  Parabole  ;   &  du  coté 
oppofé ,  lorfque  c'eft  une  Hyperbole, 
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PROPOSITION    XIII. 

Théorème. 

2-^8.  Soit  comme  dans  la  définition  quatrième ,  une 
F I  G.  1 2  j.  Parabole  AMB  de  tel  degré  cjuon  voudra ,  dont  la  nature 
eji  exprimée  par  Véquation  yn  =  xman-m  :  foit  menée 
d'un  dejés  points  quelconques  B  la  droite  BC  qui  fajfi 
avec  AC  l'angle  donné  ACB ,  ^foit  achevé  leparalléLo- 
crramme  ACBD.  Te  dis  que  le  parallélogramme  circovf- 
crir  AC  BD  efi  à  Vefpace  Parabolique  ACBMA  compris 
par  les  droites hC.CB,  &  par  la  portion  de  Farabolc 
AMB;  comme  m  H-  n  e/l  à  n. 

Jl  faut  prouver  que  A.CBU .  ACBMk  ::  m-+-n.  n. 
Ayant  fuppofé  fur  la  portion  de  la  Parabole  ^M5  l'arc 
MN  infiniment  petit  ,  ou  fi  l'on  aime  mieux ,  indéfini- 
ment petit,  c'cfi-a-dire  ,  moindre   qu'aucune  portion 
donnée  de  la  Parabole  ,  fi  petite  qu'elle  puifîe  être  ;  & 
mené  les  droites  MP,NQ,  parallèles  à  5  Cy  &  MK, 
NL,  parallèles  à  v4C;  lefiquelles  forment  par  leurs  ren- 
contres le  petit  parallélogramme  MRNS:  on  tirera  la 
tangente  MT  qui  rencontre  le  diamètre  ^C  au  point 
T  ,   par  où  l'on  mènera  une  parallèle  à  Cfi  ,  qui  ren- 
contre les  lignes  MK,  NL ,  aux  points  F,  G.  Cela  fait, 
*Jrt.  iS?.     on  regardera  ^  le  petit  arc  M  N  comme  l'un  des  petits 
côtés  du  Polygone  qui   compofe  la  portion  de  Para^ 
ho\Q  AMB  ,'  &  la  tangente  M r  comme  le  prolonge^ 
ment  de  ce  petit  côté  ;  de  forte  que  l'on  a  deux  tnan- 
Hes  reaili^nes  NRM,  MPT,  qui  font  femblables  : 
c'eft  pourquoi  NR  ou  M  S.  RM::  M  P.  P  T  on  M  F. 
Et    partant    le    parallélogramme    PMRQ    eft    égal 
au    parallélogramme    FMSG;    puifque    les    angles 
P  MR^F  MS ,  font  égaux,  &  que  les  côtés  autour 
de    ces    angles    font    réciproquement    proportionnels. 
^An.  157.    Or  ^  MF  ou  PT=!LAP  ou  ^MR.  Donc  auffi 
le  parallélogramme  FMSG  ou  fon  égal  PMRQ_  — 
=  ^  KMSL.   Et  comme  cela  arrive  toujours  en  quel- 
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que  endroit  de  la  portion  de  Parabole  A  MB  que  tombe 
le  petit  arc  M  ISl  ;  il  s'enfuit  que  la  fomme  de  tous 
les  petits  parallélogrammes  PiWilQ,  c'eft-à-dire,  ^  le  *  ^rt.  iS,$, 

Trilignc  parabolique  ACBMA^^ADBMA  fomme 

de  tous  les  petits  parallélogramme  ^  KMS  L.   On  aura 

donc  ADBMA.  ACBMA  ::  m.  n.  Et  par  conféquenc 
ADBMA-hACBMA  om  ACB D.  ACBMA  :i 
jji  _j_,  n .  n.    Ce  qu'il  falloit  démontrer. 


OROLLAIRE. 


239.  L)  E-L  A  il  eft  évident  que  le  Triligne  paraboli- 
que AF  Mt&  au  parallélogramme  circonfcrit  A  F  M  K  ^ 
comme  /î  eft  à  m  -+-  «  ;  &  qu'ainfi  le  Trapefe  parabolique 

MFCB  =  -^ABCD ^AFMK^    puifque 

'ACBMA=~  ACBD ,  ôc  APM=^AFxMK. 

PROPOSITION    XIV. 

Théorème. 

240.  ooiT  comme  Von  a  expliqué  dans  la  définition  pj^^  j^^' 
cinquième,  une  Hyperbole  BMO  de  tel  degré  quon  voudra, 

dont  la  nature  ejl  exprimée  par  V  équation  x'^  -^^ =3.^-^^  i 
foit  menée  d'un  de  fes points  quelconques^  la  ligne  BC 
parallèle  à  Fune  des  afymptotes  AD,  6*  terminée  par 
Vautre  en  C;  &  foit  achevé  le  parallélogramme  h.QBjy. 
Je  dis  que  ce  parallélogramme  ACBD  ejî  à  Fefpace  hyper~ 
bolique  EC  BM  O  renfermé  par  la  droite  déterminée  BC, 
par  la  ligne  C  E  prolongée  à  lin  fini  du  côté  de  E ,  G'  par 
la  portion  d'Hyperbole  BMO,  prolongée  au£i  à  l'infini 
du  coté  de  O  ;  comme  m  —  u  ejê  à  n. 

Il  faut  prouver  que  ACBD.  ECBMO::  m  ~n.n. 

La  même  préparation  étant  faite  que  dans  la  propo- 
fîtion  précédente  ,   on    prouvera  de   la   même   manière 

que  le  petit  parallélogramme  P  MR  Q  =-  KMSL. 
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Or  comme   cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de 
la  portion  d'Hyperbole  BMO  que  tombe  le  petit  arc 
MN ;  il  s'enfuit  que  la  fomme  de  tous  les  petits  parallé- 
4^t.  18.4.    logrammes  PMR(^,  c'eft-à-dire ,  *  l'efpace  ECBMO 

,=  —  EADB M  O  fomme  de  tous  Jes  petits  parallélo- 
grammes ^  if  M5  L,    On  aura  donc  EADBMO. 

ECBMO:  :  m.  n  ;  &  partant  EADBMO—ECBMÔ 
ou  ACBD .  ECBMO  :  :  m—n .  n.  Ce  qu'il  falloit  dû 
montrer. 

Corollaire     I. 

2.41.  Delà  il  efl:  évident  que  le  Trapéfe  hj^perboli- 
,que  C?MB  =  —-ACBD -"—  ABMK ;  puif- 

que£CBMO=~^CJ5£),   &  que  par  la  même 

raifon  l'efpace  EP M0=  ^  A P MK. 

Corollaire      II. 

2.42.  1Je-la  il  fuit: 

1°.  Que  lorfque  m  furpafTe  n  ;  le  rapport  du  parallèle^ 
, gramme  infcrit  ACBDk  l'efpace  E  CBMO  indéfini- 
ment étendu  du  côté  de  E ,  fera  toujours  exprimé  par 
.des  nombres  pofitifs  ;  &  qu'ainfi  on  aura  toujours  dans 
,ce  cas  la  quadrature  abfolue  de  cet  efpace. 

2°.  Que  lorfque  ot=/z,  ce  qui  arrive  dans  l'Hyper- 

Jjole  ordinaire;  on  trouve  que  le  parallélogramme  ACBD 

efl:  k  l'efpace  hyperbolique  E  CBMO  ,  comme  zéro  eft 

,à  l'unité  :  c'eft-à-dire  que  cet  efpace  eft  infini  par  rappqrc 

.au  p3ralIélogramme  infcrit  A  CBD. 

3°.  Que  lorfque  m  eft  moindre  que  n\  le  jjarallélo-p 
gramme  infcrit  ACBD  fera  à  l'efpace  hyperbolique 
E  CB  M  O  comme  un  nombre  négatif  à  un  nombre 
pofitif  :  ce  qui  fait  voir  alors  que  la  raifon  de  cet  efpace 
au  parallélogramme  ACBD  ,  eft  pour  ainfi  dire  plus 
qu'infinie.    Mais  on  doit  remarquer  dans  ce  dernier  cas , 

que 
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que  l'efpace  hyperbolique  renfermé  par  la  droite  DB ,  par 
rafymptote  A  D  prolongé  à  l'infini  du  coté  dQ  D  ,  &c  par 
l'Hyperbole  OMB  auHi  prolongée  à  l'infini  du  côté  de 
B  ,  lera  au  parallélogramme  infcric  ACB  D  ,  comme  m 
eit  à  n  —  n^,  c'eft-à-dire,  que  cec  efpace  fera  quarrable  ; 
car  prenant  les  indéterminées  (x)  fur  l'afymptote  AD, 
au  lieu  qu'on  les  avoir  prifes  fur  l'afymptote  ^C,  l'équa- 
tion à  i'iiyperbole  deviendra  ^  x"j'":^û'"-f-".  *  Jn.  ijo. 

PROPOSITION    XV. 

Théorème. 

243.  OOiT  dans  Pangk  droit  CAD  une  ligne  courbe  Pic.  117., 
quelconque  AMB,  dont  l'on  Jcachc  mener  les  tangentes 
M  T  ;  &  Jbit  dans  r  angle  D  AH  qui  ejl  à  côté  de  celui- 
ci  ,  une  autre  ligne  courbe  HFE  ,  telle  qu'ayant  mené 
d'un  de  fes  points  quelconques  F  la  ligne  FM  parallèle 
à  AC ,  qui  rencontre  en  K  la  ligne  AD,  6^  en  M  la  pre- 
mière courbe  AMB,  (S"  ayant  tiré  la  tangente  MT  qui 
rencontre  AC  au  point T  :  on  ait  toujours  comme  AK. 
ejl àMT,  ainji  une  ligne  confiante  a  qui  demeure  toujours 
la  même  en  quelque  endroit  que  tombe  le  point  "F  ,  ejl  à 
KF.  Je  dis  que  fi  par  un  point  quelconque  D  de  la  ligne 
AD  l'on  mené  une  ligne  droite  E  B  parallèle  ^  AC  0'  ter- 
minée par  les  deux  courbes  ,•  l efpace  A  D  E  F  H  fera  égal 
ûu  reclangle  de  la  courbe  AMB  par  la  confiante  a. 

Il  faut  prouver  ^£/cADEFH  =  AMBxa. 

Ayant  luppofé  par-tout  où  l'on  voudra  fur  la  courbe 
AMB  l'arc  MN  infiniment  petit,  &  mené  les  droites 
MF ,  iVG,  parallèles  à  v^C,  Ôc  qui  rencontrent  la  droite 
AD  aux  points  K ,  L,  &  la  courbe  HFE  aux  points 
F,  G ,  on  tirera  les  droites  FS ,  MR  ,  parallèles  h.  A  D , 
Ôc  on  prolongera  KiVf  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  ^C 
en  P.  Cela  pofé  ,  les  deux  triangles  rectangles  fembla- 
bles  iWPr,  MRN ,  douncnt  MR.  MN::  MP  ou 
AK.  MT::a.  KF.  Et  partant  KFxMR,  c'efU-dire , 

X 
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le  petit  rediangle  FKLS==MNxa.  Or  comme  cefa 
arrive  toujours  en.  quelqu'endroit  de  la  Courbe  A  MB 
qu'on  prenne  le  petit  arc  M  N,  il  s'enfuit  que  la  fomme  de 

*  Jn.  1 84.    tous  les  petits  rectangles  KLSF ,  c'cft-k-dire  , ^  l'efpace 

AD EFH  fera  égal  a  la  fomme  de  tous  les  petits  redan- 
gles  MNxa  ,  c'eft- à-dire  ,  au  redangle  de  la  courbe 
A  MB  par  la  confiantes.  Ce  qu'il falloit  démontrer. 

Corollaire     I. 

244.  L)h-la  il  eft  évident  que  le  re£tangle  de  la 
portion  A  M  par  la  confiante  s  ,  efl  égal  à  l'efpace 
AKFH  ;  &  de  même  que  le  rectangle  de  la  portion 
MB  par  la  même  ligne  a  ,  eft  égal  à  l'efpace  KÙE  F. 

Corollaire     II. 

24'^.  Si  l'on  fuppofe  que  la  Courbe  AMB  foit  la 
féconde    Parabole    cubique  ,    qui    ait    pour    équation 

*  Jrt.  î'.    y'  =  d X X (A F  =  X ,  PM=y)-^  on  aura^  P  T==-  x; 

&  a  caufe  du  triangle  rc6langle  MP  T ,  l'hypothénufe 

M T=yyy  H-  ~.v  X.  Mais  par  la  propriété  de  la  Courbe 

BFE  ,    il   finit  que  MP  (j).  MT  (i/jjTfT^) 

:  :  a .  K F.  Ce  qui  donne  A i^'  =aa-\-^——=aa-^~av 

en  mettant  pour  a  x  x  fa  valeur  j'.  D'où  l'on  voit  que 
la  Courbe  HFE  eft  dans  ce  cas  une  Parabole,  qui  a 
pour  axe  la  ligne  AD  ^  dont  l'origine  eft  au  point  O , 
pris  de  l'autre  côté  du  point  D  par  rapport  au  point  A , 
en  forte  que  A0  =  7;a  ,  &  dont  le  paramecre  =-  a  : 

*  ^n.  ic,.      car  par  la  propriété  de  cette  Parabole  ^   le   quarrc  de 

l'ordonnée  KP"  fera  égal  au  redangle  de  KO  par  le 
paramètre -f  û ,  c'eft-à-dire  en  termes  analytiques  ,  Ai^' 
s=^aa-i-^ay.  Or  comme  les  Trapefes  paraboliques 
'*  An.  239.  -^  ^^F  H,  A  KFH,  font  ^  quarrables,  il  s'enfuit  qu'on 
■-  a  la  rcdification  tant  de  la.  Couxhe.  A  Al B ,  que  d'une 
de  ks  portions  quelconques  A  M. 
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Si  l'on  veut  exprimer  au  jufte  la  valeur  de  la  portion 

u4M,  on  remarquera  que  y^  iî  eft  =  ^  ;  puifque  ^IH 

=:iAO  xla  =  aa.  Ainfi  ayant  nommé  la  tangente  ikf^Vy 

la  ligne  A  K  ou  MP  ,y  ;  on  aura  KF=  -,  &  le  Tra- 

pefe  parabolique  FKAH  ou  ^  ~  FKxKO—-  HAxAO  *  jn.  2 jj. 


i  ^  k    ,     iaat 


at-i-—- aa=  AMxa.  C'eft-à-dire  en  divi- 
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fant  par  a  ,    que  la  portion  cherchée  AM=  -t-\ — — 

-a.   Ce  qui  donne  cette  conftrudion. 

Ayant  mené  du  point  donné  M  fur  la  féconde  Para- 
bole cubique  AMB  ,  la  tangente  AIT  qui  rencontre 
en  Q  la  ligne  AK  menée  par  l'origine  A  de  l'axe  AC 
perpendiculairement   à   cet   axe  ,    on  prendra  fur  cette 

ligne  la  partie  A  V=  —  a  ;  &  ayant  tiré  VC  paral- 
lèle à  MT  qui  rencontre  l'axe  en  C  ,  on  décrira  du 
centre  ^  &  du  rayon  VA  un  arc  de  cercle  qui  coupe  VC 
en  X.  Je  dis  que  la  portion  A  M  de  la  féconde  Parabole 
cubique  AMB  fera  égale  a  la  fomme  des  deux  droites 
MQ,CX. 

Car  à  caufe  des  triangles  femblables  TP M,  TAQ^  ; 

il  eft  clair  que  M  (2  =  ^  Af  r(0,  puifque^P=^  FTy 
&  à  caufe  des  triangles  femblables  MPT,  VAC ,  il 
vientMP(j).Air(0::^F(^a).FC=^-^,& 
partant  CX=-^  —  ^a.  Donc,&c. 

PROPOSITION    XVI. 

Théorème. 

24(3.  Soit  unt  Hyperbole  équïlatere  E  AF,  qui  a't.c  p^^    jj,§ 
pour  centre  le  point  C  ,  o'  pour  la  moitié  de  fon  premier 

Xij 
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^xe  la  droite  C  A  ;  avec  une  Parabole  N  C  S  jui  aîtpour 

^xc  ia  ligTic  A  C  prolori£;cc  dis  cote  Je  C  <jui  en  fera  l'ori- 

gin£ ,  C:"  pc-jr par^zaicrrc  Je  l'^xe  une  ligne  double  de  CA. 

«i*  Fon  mené  par  un  peint  juelcon^uc  N  de  la  Parabole 

N  C  S  .  -  ir  parallèle  N  E  a  C  A ,  qui  rencontre  l'Hy- 

perhole  EAF  au  point  E,  ^j>'  Jon  Jccond  j:xe  CL  <::/ 

point  L  ;  je  dis  que  Fefpace  hyperbolique  C  L  E  A  rcn- 

Jerme  entre  les  droites  A  C  ,  C  L ,  L  E  ,  &  la  r. '.*;or:  E  A 

de  l'Hyperbole  ,  ej!  égal  au  reSangle  de  la  portion  C  N 

d<  la  Parabole  par  U  droite  A  C. 

Avant  mené  par  un  point  qadcooqœ  3f  de  la  por- 
tion ex  de  la  Parabole  ,  une  peqjendiculaire  ^IG  a  la 
taEgenre  ^IT  <pl  paffe  par  ce  point ,  rerminées  l'une 
&  r.îutre  par  Taxe  aux  points  G  yT  ;  iSc  une  parallèle 
Ji B  a  C--/ ,  q-à  rencontre  '*Hvperbole  en  S ,  &:  îbn  fe- 
ccMKi  ase  CL  en  H  :  les  lignes  3f  G,  HB,  feront  éga- 
les entr'elîes.  Car  menant  focdooBée  J\1P  à  l'axe  on 
"  ./-r.  2^      aura  *  PG=C-.4  ;   6c  z  caufe  du  trrar»gk  redançrle 

MFG ,  le  qiurre  ÂTg'^  ~I  —  TG  =  CTF'—  Ta' 

*  Atz.  127.    _  *  TTB  ,  \  caufe  de  rHvr^erbole  eouiiarere  EAI i  & 

partant  -^ÏG^^H B.    Or  les   triangles  raiangles  {cm- 
blables  rP3f ,  .UP  G,  con-ent  SlP  ou  Ciî.  3Xr:r 

•  ^rr.  145.   pG  ou  C^.  M  G  OU  iî5.  Donc*,  &c. 

C    O    5.    O    I    L    A    I    5.    E        L 

247.  L)e-la  ii  Cil  évidcr:  c-ie  le  Trapelè  hyper- 
bolique H  L  E  B  tîï  égal  au  redangîe  de  la  fxxtion 
de  Farabo!e  -VJN  par  'a  mcirit  CA  du  rarametre  <fe 
foa  axe. 

Corollaire     II. 

14?.  S  I  ]"i>-  mené  ài:-^  iTIrperboîe  équîîare.-^ 
£  AF-à^ax  raraiicles  qudccn -jes  B  D  .  EF ^  ce  qu'on 
tire  par  leurs  extrémités  des  lignes  droites  B  Ai,  E  _V, 
DRj  FS,  parallèles  à  .'iC,  lelque^es  rencontrent  le 
lecocd  axe  de  THyperbcle  aux  poirrs   H,  L,  K,  O, 
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la  différence  des  re^angles  ^Cx  M N ,  A  CxRS ,  {^ra. 
égale  (en  tirant  les  droites  BE ,  D  F ,)  h  la  différence 
des  Trapefes  redilignes  HLEB,  KOFD. 

Car  le  redangle  ACxMN  eft  égal  *  au  Trapefe  *  Jrt.  247. 
hyperbolique  HLEB  \  &  par  conféquent  le  rcftangle 
ÀCxMN  plus  le  fegment  hyperbolique  5 £"  fera  égal 
au  Trapefe  rediligne ///,£  JB  ;  de  même  le  reftangle 
ACxkS  plus  le  fegment  hyperbolique  D  F  fera,  égal 
au  Trapefe  reéliligne  KOFD.  Donc  puifque  les  deux 
fegmens  hyperboliques  E  B,  D  F,  font  ^^  égaux  entr'eux,  *  j^rt.  104. 
la  différence  des  rectangles  A  C x  M  IV ,  A  Cx  R  S ,  fera 
égale  à  la  différence  des  Trapefes  redilignes  HLEB, 
KOFD,   Ce^u  il  fallait  démontrer. 

Corollaire     ÎII. 

249.  LjES  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  le 
Corollaire  précédent  ;  fi  l'on  fait  %  A  C.  L  H  :  : 
BH-\-  LE.  m.  il  eft  clair  que  le  redangle  ACxm=  '-LH 

xB  H  -{-LE  ,  c'eft-à-dire  .  égal  au  Trapefe  reétiligne 
ELEB.  De  même  fi  l'on  fait  lAC.  KO  :  :  KD-hFO.  n. 
il  eft  clair  que  ACxn  eft  égal  au  Trapefe  rediligne 
KOFD.  Far  conféquent  ^  la  différence  des  rectangles  *  ^rt.  248, 
ACxMN ,ACxRS,  fera  égale  à  la  différence  des 
redang'es  A  Cxm  ,  ACxn  ,  c'eft-à-dire  ,  en  divifanc 
par  A  C  ,  que  la  différence  des  arcs  paraboliques  Ai  N, 
RS ,  fera  égale  à  la  différence  des  droites  m,  n.  D'où 
l'on  voit  qu'on  peut  trouver  des  lignes  droites  égales  à  la 
différence  d'une  infinité  d'arcs  Paraboliques  tels  que 
MN.RS. 
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Des  Seciiojîs  Conigiies  conjide'rées  dans  le  Solide. 

CHAPITRE    PREMIER. 

Des  trois  Secîions  Coniques  en  général* 

DÉFINITIONS. 
I. 

FiG.  119.  Ç-'-  P'''"  ""  point  fixe  S  élevé  au-delTus  du  plan  d'un 
^cercle  VXY,  on  fait  mouvoir  une  ligne  droite  SZ 
indéfiniment  prolongée  de  part  &  d'autre  du  point  S ^ 
autour  de  la  circonférence  du  cercle  ,  en  forte  qu'elle 
falTe  un  tour  entier  ;  les  deux  furfaces  convexes  produites 
par  la  ligne  droite  indéfinie  S  Z  dans  ce  mouvement,  font 
appellées  chacune  féparément  Surface.  Conique. ,  ôc  toutes 
deux  enfemble  Surfaces  Coniques  oppofées. 

2. 
Le  point  fixe  S  qui  eft  commun  à  l'une  &  à  l'autre 
Surface  Conique ,  eft  nommé  Sommet. 

3- 

LeCercle  FXF,  5^/d. 

4- 
Le  Solide  compris  par  la  bafe  V XY",  &  par  la  por- 
tion de  la  Surface  Conique  que  cette  bafe  coupe  depuis 
le  Sommet  ^S,  eft  appelle  Conc. 

5- 
La  ligne  SX  menée  du  Sommet  o  à  un  point  quel- 
conque X  de  fa  bafe ,  en  eft  un  des  Côtés, 

G. 
La  ligne  S  O  menée  du  Sommet  S  du  Cône  par  le  cen- 
tre O  de  la  bafe ,  en  eft  F  Axe. 

7- 
On  dit  qu'un  Cône  eft  droit ,  lorfqae  fon  axe  eft  per- 
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pendiculaire  fur  le  plan  de  fa  bafe  ;  &  au  contraire  qu'il 
cûjca/cnc  ,  lorfque  fon  axe  eft  oblique  fur  ce  plan. 

8. 


Si  l'on  coupe  une  Surface  Conique  par  un  plan  Fyî  G  Fig.  uq^ 
qui  ne  pafTe  point  par  le  Sommet  S,  &  qui  ne  foit  point  i)i,  i^z. 
parallèle  au  plan   de  la  bafe  FXV ^  la  liane  courbe 


£^A  G  formée  par  la  rencontre  de  ce  plan  avec  la  Sur- 
face Conique ,  eft  appellée  Section  Conique. 

9- 
Si  l'on  mené  par  le  Sommet  S  d'un  Cône ,  un  plan 
çÇD^"  parallèle  au  plan  d'une  Sedion  Conique  ;  la  droite 
indéfinie  DE  formée  par  la  rencontre  de  ce  plan  avec 
celui  de  la  bafe  du  Cône ,  s'appellera  Directrice, 

lO. 

Une  Sedion  Conique  FA  G  eft  appellée  Parahoh , 
lorfque  la  Diredrice  D  E  touche  le  cercle  qui  eft  la 
bafe  du  Cône  :  EUipfe ,  lorfqu'elle  tombe  toute  entière 
au  dehors  :  &  Hyperbole  ,  lorfqu'elle  le  traverfe. 

Mais  dans  ce  dernier  cas,  fi  l'on  prolonge  le  plan  de  Fig  1:2 
Ja  Sedion  ,  il  eft  vifible  qu'il  rencontrera  la  Surface  Co- 
nique oppofée  ;  &  la  ligne  courbe  i^ikf/V' formée  par 
cette  rencontre  ,  fera  nommée  Hyperbole  oppo/ee  à  la 
première  FA  G  y  &  les  deux  enfcmble  ,  Hyperboles  ou 
Scclions  oppojces. 

II. 

Si  dans  le  plan  d'une  Scûion  Conique  il  y  a  une  ligne  Fig.  i  jq, 
droite  qui  ne  la  rencontre  qu'en  un  feul  point,  &  qui     151,151' 
étant  prolongée  indénn  ment  de  part  &  d'autre  n'entre 
point  dedans  ,  mais  tombe  route  entière  au  dehors  ;  cette 
ligne  fera  nommée  Tangente ,  &  le  point  où  elle  ren- 
contre la  Sedion  ,  point  d'Attouchement. 

Corollaire     I. 

2^0.   Dans    la  Parabole    tous  les  côtés  du  Conc  f,q    j 
étant  prolongés  indéfiniment ,   rencontreront  néceflaire- 
nient  fon  plan ,  excepté  le  feul  côté  SD  tiré  da  Sommet  i* 
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par  le  point  D  où  la  Diredrice  D  E  touche  la  bafe  ; 
puifqu'il  n'y  a  que  ce  côté  qui  foit  dans  le  plan  S  D  E 
paraÛèle  à  celui  de  la  Section  ,  &  que  tous  les  autres 
le  coupent  dans  le  point  S.  D'où  il  eft  clair  que  la  Para- 
bole s'étead  à  l'infini ,  &  ne  rentre  point  en  elle-même. 

Corollaire   II. 

FiG.  13J.  251.  Dan?  rEllipfe  tous  les  côtés  du  Cône  étant 
prolongés  ,  s'il  eft  nécelîaire  ,  rencontrent  fon  plan  ; 
puifque  le  plan  S  D  E  qui  lui  eft  parallèle  ,  eft  rencontré 
par  tous  dans  le  point  S.  D'où  l'on  voit  qu'elle  renferme 
un  efpace  en  rentrant  en  elle-même. 

Corollaire     III. 

FiG.  iji,  21^2.  Dans  les  Hyperboles  oppofées  to.r  les  côtés 
du  Cône  excepté  les  deux  S  D ,  SE,  tirés  du  L^ommet  S 
aux  points  D  ,E ,  où  la  Direélrice  coupe  la  bafe  ,  étant 
prolongés  indéfiniment  de  part  &  d'autre  du  Sommet  S  y 
rencontrent  néceflairement  leur  plan  ;  puifqu'il  n'y  a 
que  ces  deux  côtés  qui  tombent  dans  le  plan  S  D  E  pa- 
jallèle  au  plan  de  ces  deux  Hyperboles  ,  &  que  tous  les 
autres  le  coupent  dans  le  point  S.  Les  côtés  de  la  portion 
S  D  y  E  forment  les  points  de  l'Hyperbole  FAG  ^  & 
ceux  de  la  portion  S  D  Y  E  étant  prolongés  de  l'autre 
£Ôté  du  Sommet  S  ,  forment  les  points  de  fon  oppofée 
KM  H.  D'où  l'on  voit  que  les  Hyperboles  oppofées 
s'étendent  chacun  à  l'infitù  ,  &c  ne  rentrent  poist  en 
elles-mêmes  ,  non  plus  que  la  Parabole. 

PROPOSITION     I. 

Théorème. 

Fis.  iji.       z^^.C>il'oiicoupedcuxJurfaccsConi(^uesoppoJces,jpar 
un  plan  Sam  qui,p.ijfaiit  par  leur  Sommet  S,  entre  au 

dedans  • 
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dedans  i  j^  dis  qu'il  formcm  par  fa  rencontre  avec  ces 
deux  Surfaces  y  deux  lignes  droites  Sa,  Sm,  iadcfai- 
ment  prolongées  de  part  &  d'autre  du  point  S. 

Car  foit  a  ni  la  commune  Seétion  du  plan  tx)upanr ,  & 
du  plan  de  la  bafe  :  il  eft  clair  qu'elle  rencontrera  cette 
bafe  en  deux  points  a  ,  ra  y  puifque  par  la  fuppofition  le 
plan  Sam  entre  au  dedans  de  la  furface  Conique.  Or 
fi  l'on  mené  les  côtés  ^S* a,  Sm  ,  indéfiniment  prolongés 
de  part  &  d'autre  du  Sommet  S  y  il  eft  évident  par  la 
génération  des  Surfaces  Coniques  oppofées  que  ces  côtés 
feront  les  deux  communes  Scdions  de  ces  deux  Surfaces, 
avec  le  plan  coupant  Sa  m.  Cejl  ce  qu\il fallait  démontrer. 

Corollaire  I. 

2<54.  C-/OMME  la  partie  de  la  ligne  a  m  qui  joint 
les  deux  points  a ,  m  ^  de  la  circonférence  ,  tombe  au 
dedans  de  la  bafe  ,  &  que  tout  le  refte  de  cette  ligne 
tombe  au  dehors  ;  il  s'enfuit  que  fi  l'on  conçoit  que  le 
plan  Sam  foie  indéfiniment  étendu  tout  autour  du  Som- 
met .S"  ,  la  partie  de  ce  plan  qui  fera  renfermée  dans 
l'angle  aSm  ,  &  dans  fon  oppofé  au  Sommet,  tombera 
au  dedans  des  deux  Surfaces  Coniques  oppofées  ,  &  que 
tout  le  refte  de  ce  plan  tombera  entre  ou  (ce  qui  eft  la 
même  choie)  au  dehors  de  ces  deux  Surfaces. 

Corollaire      IL 

li^-i^.  Oe-la  il  fuit  que  fi  l'on  joint  deux  points  pj^^  ,.^j 
quelconques  A^  M ,  d'une  Sedion  Conique  par  une 
ligne  droite  ,  elle  fera  renfermée  au  dedans  de  la  Sec- 
tion ;  &  qu'étant  prolongée  indéfiniment  de  part  & 
d'autre,  elle  tombera  toute  entière  au  dehors.  Car  menant 
du  Sommet  S  par  les  points  A  ,  M  ,  les  côtés  Sa , 
S  m  ,  &  faifant  pafler  un  plan  par  ces  côtés  ;  il  eft  clair 
que  la  ligne  ^Af  tombe  dans  la  partie  de  ce  plan  qui 
êft  renfermée  dans  l'angle  aSm,  &  que  tout  le  refte 

Y 
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de  cette  ligne  fe  trouve  dans  la  partie   de  ce  plan  qui 

tombe  dans  les  angles  à  côté. 

Corollaire     III, 

2<,(i.  Si  l'on  mené  par  le  Sommet  vS  du  cone  une  ligne 
parallèle  à  une  ligne  A  M  terminée  par  une  Seéliorv 
Conique  ;  il  eft  clair  par  le  Corollaire  précédent  que 
cette  ligne  S  H  ,  tombera  dans  l'un  des  angles  à  côté 
de  l'angle  a  S  m,  c'elt-à-dire  au  dehors  de  la  Surface 
Conique  ;  &  qu'ainfi  elle  ira  rencontrer  le  plan  de  la  bafe 
en  quelque  point  hors  la  circonférence  du  cercle ,  01* 
bien  qu'elle  lui  fera  parallèle. 

Corollaire     IV, 

FiG.  i'2.  ^^7'  î^  ^^^^  encore  du  Corollaire  premier  que  fï 
l'on  joint  deux  points  quelconques  A ,  M ,  de  deux  Hy- 
perboles oppofées  par  une  ligne  droite  ,  elle  fera  renfer- 
mée entre  ces  Hyperboles  ;  &  qu'étant  indéfinimenc 
prolongée  de  part  &  d'autre  ,  elle  entrera  au  dedans. 
Car  menant  par  le  Sommet  S  les  côtés  Sa,  Sm,  qui 
paiTent  par  les  points  A  ,  M ,  Ôc  faifant  palTer  par  ces- 
côtés  un  plan  indétiniment  étendu  tout  autour  du  point: 
S  i  il  ell:  clair  que  la  partie  de  ce  plan  qui  eft  renfermée 
dans  l'angle  ASM  où  tombe  la  ligne  A  M  ^  eft  com- 
prife  entre  ces  deux  Surfaces  ,  &  que  la  partie  du  même 
plan  qui  eft  renfermée  entre  les  deux  angles  à  côté  où 
jO;.  .  fe  trouvent  les  prolongemens  de  la  ligne  AM,  tom- 
bent au  dedans  de  ces  deux  Surfaces.  Or  comme  la 
ligne  A  31  eft  la  commune  Sedion  du  plan  Sam  avec 
celui  des  deux  Hyperboles  oppofées  ,  il  s'enfuit,  &c. 

C    O    R    0    L    L    A    I    R    E       V» 

2<58.  Il  fuit  auïïî  des  Corollaires  deuxième  &  qua- 
trième ,    qu'une  ligne   droite   ne    peut   rencontrer  un* 
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Scdion  Colique  ,  ou  les  deux  Hyperboles  cppolces ,  an 
plus  qu'en  deux  points. 

PROPOSITION     II. 

Théorème. 

2 «59.  Si  Von  coupe  l'une  ou  l'autre  des  deux  Surfa-  Fig.  li?. 
CCS  Coniques  oppofees  ^  par  un  plan  ovxy  parallèle  à  la 
bajc  OVXY-:  je  dis  que  la  Section  qu'il  forme  par  fa 
rencontre  avec  la  Surface  Conique ,  e/l  un  cercle  qu  i  a  pour 
centre  le  point  o,  où  ce  plan  rencontre  l'axe  SO  ,  prolongé 
de  l'autre  coté  du  Sommet  S  ,  lorfqu'il  eji  nécejfaire. 

Car  fi  l'on  mené  par  un  point  quelconque  X  de  la 
bafe  au  centre  O  le  rayon  X  O ,  &c  au  Sommet  S  le  côté 
^^^qui  rencontre  le  plan  ovxy  au  point  x  :  les  lignes 
OX,  ox  ,  feront  parallèles  entr'elles  ;  puifqu'elles  font 
les  communes  Sections  de  deux  plins  parallèles  OyXY, 
ovxy,  par  le  même  plan  S  O X  prolongé,  s'il  eft  nécef- 
faire  de  l'autre  côté  duSommeCLÎ.  Les  triangles  OSX, 
oSx,  feront  donc  femblables  j  &  par  confjquent  on 
aura  toujours  SO .  OX  ::  So.  ox.  Or  les  premiers  ter- 
mes de  cette  proportion  étant  par-tout  les  mêmes  ,  le 
quatrième  ox  ne  changera  point  de  grandeur  en  quel- 
que endroit  que  tombe  le  point  x.  D'où  l'on  voit  que 
la  ligne  courbe  vxy  eft  la  circonférence  d'un  cercle 
qui  a  pour  centre  le  point  o. 

Corollaire. 

260.  I  L  fuit  de-là  qu'on  peut  placer  la  bafe  d'un  cône 
en  tel  endroit  qu'on  veut  ,  félon  qu'il  eft  plus  commode. 
C'ctt  pourquoi  lorfque  la  Sedion  eft  une  Parabole  ou  une 
Hyperbole  ,  on  la  place  ordinairement  en  forte  qu'elle 
coupe  la  Section  ;  mais  lorfque  c'eft  une  Ellipfe  ,  on  la 
place  tantôt  de  manière  qu'elle  la  coupe,  &| tantôt  ds 
manière  qu'elle  tombe  au-deftbus. 

Yij 
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PROPOSITION     II  r. 

Théorème^ 

PiG.  i3(%  2.^T.  Si  dans  h  plan  d'une  Parabole  FAG,  l'on  tire 
par  un  de  fcs  points  quelconques  A  V£rs  le  dedans  du 
cane  ,  une  ligne  droite  indéfinie  A  B  parallèle  au  côté  SD 
qui paJJ'e  par  le  point T)  où  la  Directrice  DE  touche  la 
baji  y  je  dis  que  cette  ligne  A  B  tombe  toute  entière  au 
dedans  de  la  Seclion  ,'  6*  qu'elle  ne  te  rencontrera  jamais 
quoique  prolongée  à  Finjini  du  coté  de  B. 

Car  ayant  mené  par  le  Sommer  S  du^cone  ,  &  par  là 
ligne  AB  un  plan  S  A  B\,  il  formera  par  fa  rencontre 
avec  la  Surface  Conique  deux  côcés ,  donc  l'un  fera  tou- 
jours la  ligne  SD ,  puifque  AB  lui  eft  parallèle  ;  & 
l'autre  la  ligne  Sa  qui  pafle  par  le  point  A.  Or  le  plan 
DSa  renfermé  entre  les  côtés  SD^  Sa  ,  prolongés  à 
Art.  134.  l'infini  du  côté  de  D  Se  a,  tombe  ^  au  dedans  de  la  Sur- 
fece Conique.  Par  conféquent  la  ligne  AB  qui  eit  tou- 
jours dans  ce  plan  ,  étant  parallèle  au  côté  SD\  tom» 
bera  route  entière  au  dedans  de  la  Parabole ,  &  ne  I* 
rencontrera  jamais  quoiq^ue  prolongée  à  l'infini  vers  i^. 

PROPOSITION    IV. 

Théorême„ 

2^2.  S  I  dans  le  plan  d'une  Parabole  FAG,  fon  tirs: 
par  un  de  Jés  points  quelconques  A  vers  le  dedans  du.' 
cône,  une  ligne  droite  A  M  qui  ne  j'oit  point  parallèle  aw 
côte  isYi  ,  qui  paJJ'e  par  le  poiiu  'Ùoù  la  Directrice  D  E- 
touihe  la  baje  :  je  dis  que  celte  ligne  étant  prolongée  au^ 
tant  quil J'era  néceJJ'airc  ,  reucoiurera.  la.  Parabole  en 
quelque  autre  point  M. 

Car  fi  l'on  fait  palTer  par  le  Sommer  S  du  cône  &  par- 
cette  ligne  un  plan  SAM  ,  il  efl  clair  qu'il  entre  au 
dedans  de  la  Surface  Conique  ^  &  qu'il  ne  palîè  point  par 


Te, 


11  jo; 
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Je  côté  SD  y  d'où  il  fuie  que  ce  plan  forme  fur  la  Sur- 
face Conique  ^  deux  côtés  Sa^  S  m ,  dont  l'un  Sa  pafle  *  Art.  15  j,' 
par  le  point  A  f  &c  l'autre  S  m  n'eft  point  parallèle  au 
plan  de  la  Sedion  ,  puifqu  il  n'y  a  (  hyp.  )  que  le  feul  côté 
SD  qui  lui  foit  parallèle.  Par  conféquent  le  côté  S  m 
^tant  prolongé  (s'il  eft  nécefîaire)  rencontrera  le  plan 
de  la  Parabole  en  un  point  M  ,  par  où  pafî'e  la  ligne 
A  M  qui  eft  formée  par  la  rencontre  du  plan  a  S  m  avec 
celui  de  la  Parabole.  Or  il  eft  vifible  que  ce  point  M 
eft  un  des  points  de  la  Parabole  FA  G;  puifqu'il  fe  trouve 
en  même  tems  dans  le  plan  de  la  Sedion,  &  fur  la  Surface 
Conique.  Donc ,  &c. 

PROPOSITION    V. 

Problêmcr 

2^3.  JVlENER  d'un  point  donné  A.  Jur  une  Section  Tro.rjf^ 
Conique  ,  une  2'angènCe  A  F.  134^  1  j  j,- 

Ayant  mené  par  le  point  A  &c  par  le  Sommet  S  dii 
cône,  une  ligne  droite  SA  qui  rencontre  le  plan  de  la 
bafe  au  peint  û  ,  on  tirera  a  cette  bafc  par  le  point  a  , 
la  Tangente  Eaf  ;  &  la  ligne  v^  jF  formée  par  la  ren- 
contre du  plan  S E  dj  (  prolongé  ,  s'il  eft  néceftaire  au 
delà  du  Sommet  S  )  avec  le  plan  de  la  Sedion  ,  fera  la- 
Tangente  qu'on  cherche. 

Car  puifque  la  Tangente  E  aftomhe  toute  entière  aa 
dehors  de  la  bafe  excepté  lé  feul  point  u,  il  s'enfuit  que 
le  plan  S  E  a  f  prolongé  indéfiniment  de  part  &c  d'autre 
du  Sommet  S  ne  rencontre  les  Surfaces  Coniques  op-- 
polees  que  dans  la  ligne  S  a  auftî  prolongée  indéfini- 
ment de  part  &.  d'autre  du  Sommet  iS",  &  que  tout  le 
refte  de  ce  plan  rximbe  au  dehors  de  cts  Surfaces.  Par 
conféquent  la  ligne  ^i*^  formée  par  la  rencontre  de  c& 
plan  avec  celui  de  la  Sedion  ,  ne  peut  avoir  de  com- 
mun avec  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  Surfaces  que  le- 
feul  point  A  où  la  ligne  Sa  rencontre  le  plan  de  la 
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Se£tion  ,  &  tombe  toute  entière  au  dehors  excepté  ce 

point.  Donc ,  &c. 

Corollaire     T. 

,  2^4.  v^  o  M  M  E  l'on  ne  peut  faire  pafTer  par  le  point 

a  de  la  bafe  du  cône  ,  qu'une  feule  Tangente  E afi  il 
s'enfuit  aufîi  que  d'un  point  donné  A  fur  une  Sedion 
Conique,  on  ne  peut  mener  qu'une  feule  Tangente -^i^. 

CorollaireII. 

lG<,.  L/E-t-A  on  tire  la  manière  de  mener  une  Tan- 
gente A  F  parallèle  à  une  ligne  droite  MN  donnée  de 
polition  fur  le  plan  d'une  Sedion  Conique  ou  de  deux 
Sellions  oppofées.  Car  ayant  mené  par  le  :>ommet  S  du 
eone,  une  parallèle  SE  à  JVLN ,  elle  rencontrera  la  Direc- 
trice DE  en  un  point  E  ,  ou  bien  die  lui  fera  paral- 
lèle ;  puifque  cette  ligne  SE  fera  parallèle  au  plan  de 
la  Sedion  ,  &  tombera  par  conféquent  dans  le  plan 
S  O  E.  Si  elle  la  rencontre  en  un  point  E  qui  tombe  au 
dehors  du  cercle  qui  ell  la  bafe  du  cône  :  ayant  mené 
du  point  £■  à  ce  cercle  ,  la  Tangente  E  af^  il  eft  clair 
que  le  plan  5' £d/ formera  par  fi  rencontre  avecle  plan 
de  la  Sedion  ,  une  Tangente  A  F  qui  fera  parallèle  à  la 
ligne  MN i  puifque  les  deux  Serions  AF ,  SE,  des 
*  Hyp.  plans  *  parallèles  M  A  N  S  E  D,  coupés  par  le  plan  tou- 

chant SEaf,  font  parallèles  encr'elles  auflî-bien  ^  S  E, 
MN. 

Corollaire      III, 

266.  LyES  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  le 
Corollaire  précédent. 
Fie.  ijj.  i°-  Dans  la  Parabole  le  Problême  efl:  impolîîble  , 
lorfque  la  ligne  M  N  donnée  de  poficion  ,  devient  paral- 
lèle au  côté  S  D  qui  pafle  par  le  point  D  où  la  Direc- 
trice Z)  E  touche  la  bafe  ;  car  alors  le  point  E  tom- 
bant en  D  y  on  ne  pourra  m^ner  par  ce  point  d'autre 
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Tangente  que  la  Directrice  D  E  :  ôi.  comme  le  plan  qui 
pafTc  par  le  Sommet  &  par  la  Diredrice  D  E  tû:  ^  parai-  *  De'f.  9, 
lèle  au  plan  de  la  Parabole ,  il  ne  pourra  former  par  fa 
rencontre  avec  ce  pian  aucune  Tangente.  Mais  lorfque 
la  ligne  donnée  de  pofition  ,  n'eft  point  parallèle  au 
côté  SD  ,  on  pourra  toujours  mener  une  Tangente  ^F 
parallèle  à  cette  ligne ,  &  jamais  davantage  ;  car  alors 
le  point  E  tombant  au  dehors  du  cercle  qui  eit  la  bafe 
du  cône,  on  en  pourra  toujours  mener  E af ,  E D L  h. 
cette  bafe  ;  dont  l'une  E  £)  L  fe  confondant  avec  la  Direc- 
trice ,  ne  peut  fcrvir  à  trouver  aucune  Tangente  dans  le 
plan  de  la  Seftion  ;  &  l'autre  Eaf  étant  différente  de 
la  Diredrice  ,  fervira  toujours  à  trouver  par  la  rencontre 
du  plan  S  Eaf  avec  le  plan  de  la  Parabole,  une  Tan- 
gente yîF  qui  fatisfera.  Il  en  eft  de  même  lorfque  la 
ligne  SE  eft  parallèle  k  la  Diredrice ,  car  la  Tangente 
i^ydeviendra  alors  parallèle  à  la  Directrice  ;  &  comme 
on  n'en  peut  mener  qu'une  feule  qui  lui  loic  parallèle  j 
puifque  la  Directrice  touche  elle-même-  la  bafe  en  un 
point  D  ,  il  s'enfuit,  &c. 

2°.  Dans  riillipfe  ,  on  pourra  toujours  aiener  deux  Fig.  154. 
Tangentes  yîF,  BG,  parallèles  à  la  ligîie  Jl/AT  don- 
née dz  pofition  ;  &  par  conséquent  entr'elles.  Car  tous 
les  points  de  la  Dire6trice  DE  tombant  au  dehors  de 
la  bafe ,  on  pourra  toujours  mener  du  point  E  deux  Tan- 
gentes E  af,  E  b  g ,  à  cette  bafe  qui  ne  fe  confondront 
point  avec  la  Dire6trice ,  &  qui  ferviront  à  former  par 
la  rencontre  des  plans  S  Eaf,  SE  bg  ,  avec  le  plan  de 
la  Sedion  ,  deux  Tangentes  AF,  BG,  qui  fîtisferont. 
Il  en  eft  de  même  lorfque  la  ligne  SE  eft  parallèle  à  la 
Diredrice  •  car  au  lieu  des  Tangentes  iS^/,  Ebg,  qui 
partent  d'un  point  E  de  cette  Diredrice  ,  il  n'y  auroic 
qu'à  lui  mener  deux  Tangentes  parallèles  •  ce  qui  eft 
toujours  pofTible. 

3°.  Dans  les  Hyperboles   oppofées  le   Problême  eft  Fig.  13 ç, 
impoffible  ,  lorfque  le  point  E  tombe  au  dedans  du  cer- 
cle qui  eft  la  bafc  du  cône  j  puifqu'on  ne  peut  mener* 
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alors  aucune  Tangente  de  ce  point  à  la  bafe.  Mais  lorf- 
qu'il  tombe  au  dehors  ,  on  pourra  toujours  trouver 
deHK  Tangentes  AF,  BG,  parallèle  à  la  ligne  MN 
donnée  de  pofition  ;  car  la  Direéldce  D  E  traverfant  la 
bafe  ,  on  pourra  toujours  mener  du  point  E  deux  Tan- 
gentes Eaf,  Eb g  ,  a.  cette  bafe  ,  lefquelles  tombent  de 
part  &  d'autre  de  la  Directrice,  &  qui  ferviront  à  former 
par  la  rencontre  des  plans  SE  af,  S  Ebg ,  avec  le  plan 
de  la  Seilion  deux  Tangentes  yiF,  BG ,  qui  fatisferonr. 
Il  en  eft  de  même  lorfque  la  ligne  SE  eft  parallèle  à  la 
Directrice  DE  ;  car  au  lieu  des  deux  Tangentes  Eaf  y 
E  bg,  il  n'y  aura  qu'à  mener  deux  Tangentes  parallèles  à 
la  Direâ:rice  ;  ce  qui  eft  toujours  polïïbîe. 

Il  eft  à  remarquer  dans  ce  dernier  cas  ,  que  les  Tan- 
gentes parallèles  AF,BG,  appartiennent  toujours  aux 
Hyperboles  oppofées ,  &  jamais  à  la  même  ;  ce  qui  eft 
évident,  puifque  les  deux  Tangentes  Eaf,  Ebg,  de 
la  bafe ,  tombent  néceflairemenc  de  parc  &  d'autre  de 
la  Diredrice  DE, 

Corollaire     IV. 

Z^j.  I L  fuit  du  Corollaire  précédent  : 
i<».  Que  dans  une  Parabole  ou  Hyperbole  ,  il  ne  peut 
y  avoir  deux  Tangentes  qui  foient  parallèles  entr'elles  j 
&  qu'au  contraire  dans  l'EIlipfe  &  dans  les  Hyperboles 
çppofées  ,  une  Tangente  .AF ,  étant  donnée  de  pofition, 
on  en  peut  toujours  mener  une  autre  BG  qui  lui  foit 
parallèle. 

2°.  Que  fi  la  ligne  M  N  donnée  de  pofition  ,  eft  ter- 
minée par  une  Seâion  Conique,  on  pourra  toujours  mener 
dans  la  Parabole ,  une  Tangente  A  F  qui  lui  foit  parallèle, 
&  dan?  l'EIlipfe  ou  les  Hyperboles  oppofées  deux  Tan- 
gentes v^jp,  BG  i  puifque  la  ligne  iS"  £"  menée  par  le 
t  Art.  xy6.  Sommet  S  parallèlement  a.  M  N  rencontrera  ^  le  plan 
de  la  bafe  en  un  point  E  hors  la  circonférence^  ou  bien 
lui  fera  parallèle. 

DÉFlNlTlONSt 
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DÉFINITIONS. 
12. 

Dans  une  Parabole  ,  fi  Ton  mené  par  un  de  Tes  points  Fig.  ijj. 
quelconques^  vers  le  dedans  une  ligne  JîB  parallèle  au 
côté  S  D  qui  palFe  par  le  point  D  où  la  Diredrice  D  E 
touche  la  bafe  :  cette  ligne  ^i?  fera  nommée  Diamètre, 
&  le  point  A  en  fera  l'origine. 

13- 
Dans  rEllipfe  ou  les  Hyperboles  oppofées ,  toute  ligne  Fjg.  ij4, 

xîroite  AB ^  qui  joint  les  points  d'attouchement  de  deux       '3'5' 

tangentes  parallèles  AF,BG,  cft  appelîée  Diamètre; 

&  les  points  A,  B,  en  font  les  extrémités. 

Si  par  un  point  quelconque  P  de  tel  Diamètre  .A B  Fig.  13?; 
qu'on  voudra  d'une  Seclion  Conique  ,  l'on  tire  une  U+j  Mj« 
ligne  droite  AI  N  qui  rencontre  la  Sedion  aux  points 
AI,  N ,  &  qui  foit  parallèle  à  la  tangente  A  F  qui  pafle 
par  l'origine  A  de  ce  Diamètre  dans  la  Parabole  ,  ôc  par 
l'une  ou  l'autre  de  fes  extrémités  dans  les  autres  Sections  t 
on  dira  que  cette  ligne  M  N  eft  Ordonnée  de  parc  & 
d'autre  au  Diamètre  AB  ,  ôc  que  chacune  de  fes  parties 
FM,  ou  P  N,  eft  Ordonnée  à  ce  Diamètre» 

M- 

Lorfqu'un  Diamètre  fait  avec  fes  Ordonnées  des  an- 
gles drc>irs ,  on  l'appelle  Axe. 

Corollair:^ 

i68.  i  L  fuie  de  la  Définition  douzième  : 
i".  Que  tous  les  Diamètres  d'une  Parabole  font  paral- 
lèles entr'eux  ,  puifqu'ils  font  tous  parallèles  au  même 
côté  du  cône  SD  qui  paffc  par  le  point  D  où  la  Direc- 
trice D  E  touche  la  bafe. 

a".  Que  par  un  point  donné  fur  le  plan  d'une  Parabole, 
on  ne  peut  mener  qu'un  feul  Diamètre ,  puifqu'on  ne  peuc 
mener  par  ce  point  qu'une  feule  parallèle  au  côté  SD. 

Z 
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PROPOSITION     VL 

Problême. 

Fi  G.  î3^,         2^9.   Un  diamètre  AB  d'une  Sccl'ion  Conique  étant 
1 57  >  i 3 ^'    donné,  avec  une  defes  ordonnées  P  M  ,  décrire  la  Seciion. 

Ayant  fait  palîbr  par  l'ordonnée  P  M  un  plan  quel- 
conque autre  que  le  plan  AP M  ,  on  mènera  dans  ce 
plan  par  le  point  P  une  perpendiculaire  indéfinie  Pa  a. 
P  M  ;  àc  on  décrira  d'un  point  quelconque  C  de  cette 
ligne ,  &  du  rayon  CM  un  cercle.  Cela  fait , 

1°.  Lorfque  la  Seélion  doit  être  une  Parabole.  On 
Fi  G.'  i^S.  nienera  de  l'un  des  points  a  ,  D  ,  où  le  cercle  coupe  la 
perpendiculaire  Pa  (par  exemple  du  point  a  )  par  l'ori- 
gine u4  du  diamètre  u4  B  ,  h  ligne  a  A  qui  rencontre 
en  S ,  une  ligne  D  S  tiiée  de  l'autre  point  D  parallèle- 
ment k  AB,  On  décrira  enfuite  une  furface  Conique 
qui  ait  pour  fommet  le  point  S ,  6c  pour  bafe  le  cercle 
JDMaN.  Je  dis  qu'elle  formera  par  fa  rencontre  avec 
le  plan  AFM  ,  la  Parabole  cherchée  M  AN.  Car 
ayant  mené  par  les  extrémités  du  diamètre  L)  a  les  paral- 
lèles DE,af\  à  PM  ;   il  eft  clair  qu'elles  feront  tan- 

*  Hyp.  gentes  ,  puifque  ^   fAfeft  perpendiculaire  fur  D^.   Or 

le  plan  S  D  E  qui  pafî'e  par  le  fommet  S  du  cône  &  par 

*  Hyp.  l;i  tangente  D  E  ,  eft  parallèle  au  plan  AP  Ai  ,  puifque  "^ 
»  Def.  10  6'  SD  eft  parallèle  k  ^P,&cDE  k  P  M  :   d'où  il  fuit  ^ 

12.  que  la  Section  MA  N  faite  par  le  plan  AP  M  dans  la 

furtace  Conique*  fera  une  Parabole  qui   aura  pour  dia- 
mètre la  ligne  AB.  De  plus  le  plan  touchant  Sa  f  forme 

*  Jrt.xC}.    dans   le   plan  APM  ^    une  tangente  AF,    qui    fera 

parallèle  a   PM  ^    puifqu'clle  eft  la  commune  Seftion 
des  deux  plans  Saf,  A  t' M  ,  qui  palfent  par  les  paral- 

*  Def.  14.     '^'^s  af,  PM  :  &c  par  conféquent  ^  la  ligne  PM  fera 

ordonnée  au  diamètre  AB. 
FiG.  i;7,  i"-   Lorfque  la  Sedion  Conique  doit  être  une  Ellipfe 

138.  ou  une  Hyperbole.    On  mènera  des  points  a,  h,  où  la 

perpendiculaire  indéfinie   Pa  coupe  le  cercle,  par  les 


o 


aK    R            F 

Vn.. 

G 

\ 

P/anche  i^  .  pa^i  .t/S  .  ^\^^^ 
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extrémités  ^ ,  B ,  du  diamètre  ^B  ,\es  droites  aA,bB, 
•qui  Te  rencontrent  au  point  S.  On  décrira  enfuite  un 
cône  qui  ait  pour  fommet  le  point  S  ,  &  pour  bafe  le  - 
cercle  alVib  N.  Je  dis  que  le  phn  ^PikT formera  dans 
la  furfiice  de  ce  cône  la  Seélion  MA  N  qu'on  demande. 
Car  menant  SD  parallèle  au  diamètre  A  B  de  la  Sec- 
tion ,  &  qui  rencontre  en  D  le  diamètre  a  ô  de  la  bafe, 
par  où  &  par  les  extrémités  a ,  b  ,  foient  tirées  les  paral- 
lèles 2^  £,  ^/,  ^g,  à  PiVi  y  il  eft  clair  que  le  plan  ^Z>^ 
fera  parallèle  au  plan  AP  M,  an  qu'ainfi  i)£  ^  fera  la  *  Déf.  5. 
Directrice.  Or  dans  l'Ellipfe  le  point  D  tombe  fur  lé 
diamètre  ab  prolongé  hors  le  cercle;  puifque  le  dia- 
mètre AB  de  la  Seèlion ,  tombe  dans  l'angle  aSb  fait 
par  les  côtés  du  cône  Sa,  Sb  :  ôc  au  contraire  dans 
l'Hyperbole  le  point  D  tombe  au  dedans  du  cercle  ; 
puiiqu'aiors  le  diamètre  AH  tombe  dans  l'angle  aSB 
qui  eiï  à  côté  de  l'angle  aSb.  D'où  il  fuit  félon  la  Défi- 
nition 10,  que  la  Sedion  M  AN  cil  une  Ellipfe  dans 
Je  premier  cas  ,  &  une  Hyperbole  dans  le  fécond.  De 
plus  la  tangente  A  F  qui  pafle  par  l'extrémité  A  du  dia- 
mètre -^5  ,  étant  la  commune  Section  du  plan  touchant 
Safôc  du  plan  coupant  A  P  M ,  qui  palTent  par  les  paral- 
lèles af,  FM,  fera  parallèle  à  F  Aï  :  &  de  même  la 
tangente  B  G  étant  la  commune  Seftion  du  plan  tou- 
chant Sbgôc  du  plan  coupant  AP M,  lefquels  paflent 
par  les  deux  parallèles  bg ,  FM  ,  fera  auffi  parallèle  à 
FM.  D'où  l'on  voit  que  la  ligne  AB  fz9c^  un  diamètre;  *  x)^r  j ,  5, 
qui  a  pour  ordonnée  FM.  14, 

Il  peut  arriver  dans  l'Ellipfe  que  les  lignes  Aa  ,  B  b  f 
foient  parallèlçs  entr'elles  ;  mais  alors  il  n'y  aura  qu'à 
prendre  pour  le  centre  C  du  cercle  aMbN,  tel  autre 
point  qu'on  voudra  de  la  ligne  a  b. 

DÉFINITION. 

16. 

Si  par  les  deux  points  D ,  E ,  où  h  Directrice  coupe  p,i(j^  ,^ 
la  bafe ,  lorfque  la  Sedion  eft  une  Hyperbole ,  on  tire 

«  Z  ij 
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deux  Tangentes  D  H ,  E  K  j  &  que  par  le  Sommet  S 
&  ces  Tangentes  ,  on  faffe  pafîer  deux  plans  S  D  H , 
SE  K  ;  les  deux  lignes  droites  indéfinies  C  fi ,  CK,  que 
ces  deux  plans  forment  par  leurs  rencontres  avec  le  plan 
des.  Hyperboles. ,  font  appellées  ^Jymptotcs.. 

CoROLLAIILEr.- 

270»  S  ï  par  un  point  d'attouchement  D ,  l'on  mené 
le  côté   DS    prolongé  indéfiniment  de  part  &.  d'autre 
du  Sommet  S  ;  il  eft  vifible  que  le  plan  SDH  ne  peut 
avoir  de  commun  avec  les  deux  furf.ices  Coniques  oppo- 
fées   que  ce  côcé  ;    puifque  tous  les  points  de  la  Tan- 
gente DH  tombent  hors  la  circonférence  de  la  bafe  ,, 
excepté  le  feul  point  D.  Or  le  plan  S  D  E  qui  pafiTe  par 
"U'/f,  5>.       le  Sommet  S  (k  par  la  Diredrice  DE,  étant  ^  parallèle 
au  plan  des  Hyperboles  oppofees  ,  les  communes  Sec- 
tions S  D,  CH ,  de  ces  deux  plans  avec  le  même  plan 
SDH  feront  parallèles  entr'elles  ;  c'eft  pourquoi  l'Afymp- 
tote  CH  tombera  toute  entière  au  dehors  &   entre  les 
deux  furf aces  Coniques  oppofies,&  laifTera  par  conféquent 
les  Hyperboles  oppofees  toutes  entières  de  part  &  d'autre 
fans  les  rencontrer.  On  prouvera  la  même  chofe  de  l'autre 
Afymptote  CK.    Or  comme  les  deux  Afymptotes  CH  y 
CK,  font  formées  par  les   plans  SDH,  iS-^i^,  qui 
tombent  de  part  &  d'autre  de  la  même  furface  Conique 
&  de  fon  oppofée  ;  il  s'enfuit  que  tous  les  points  de  l'Hy- 
perbole FÂ  G  font  compris  dans  l'angle  H  CK;  &  que 
tous  les  points  de  fon  oppofée  tombent  dans  l'angle  qui 
lui  eft.  oppofé  au  Sommet. 

PROPOSITION    V[     „ 

Théorème, 


IiG.  ji€)t       2;7X.  ^1  par  un  point  quelconque^  d'une  Afymptott 
CK,  L'on  mené,  une  parallèle  BA  à  l'autre  Aj'ymptott 
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CH;/^  dis  qii  elle,  rencontrera  Vunt  des  Hyperboles  oppo- 
fces  en  un  Jeu!  point  A  ,  &  quêtant  prolongée  indéfini- 
ment,  elle  tombera  toute  entière  au  dedans. 

Puifque  les  deux  lignes  Byi,  S  D  ,  font  parallèles  à 
îa  même  ligne  CH  ,  elles  le  feront  entr'elles  •  &  ainli 
elles  fe  trouveront  dans  un  même  plan ,  lequel  entrera 
au  dedans  des  deux  furfaces  Coniques  oppofées  ,  puifqu'il 
pafTe  par  l'un  de  leurs  côtés  S D  ,  &.  qu'il  fait  un  angle 
avec  le  plan  SDH  qui  la  touche  dans  ce  côté.  Le  plan  des 
parallèles  B.A,  S  D ,  formera  donc  dans  les  deux  furfaces 
Coniques,  deux  côtés  ,  dont  l'un  efl:  le  côté  SU ,  &  l'autre 
le  côté  Sa^  qui  coupera  nécefTairement  la  ligne  B  A  en. 
quelque  point  ^  ,  puifqu'il  efl  fitué  dans  le  plan  qui  pafTe 
par  les  parallèles  SD  ,  AB ,  S>c  qu'il  coupe  S  D  en  S. 
Donc  puifque  le  point  A  fe  trouve  en  même  tems  dans 
l'une  des  furfaces  Coniques  &  dans  le  plan  des  Hyper- 
boles ,  il  appartiendra  a  l'une  de  ces  Hyperboles.  De 
plus  puifque  la  ligne  BA  étant  prolongée  indéfiniment 
du  côté  du  point  A  ,  tombe  toute  entière  dans  le  plan 
JJSa  renfermé  entre  les  côtés  DS,  Sa  y  lorfque  le 
point  A  appartient  à  l'Hyperbole  F  A  G ,  &.  dans  foa 
oppofé  au  Commet  ^^S"^  lorfqu'il  appartient  à  l'Hyper- 
bole oppofée  ;  il  efl:  vifible  qu'elle  tombera  toute  entière 
au  dedans  de  Tune  des  deux  furfaces  Coniques ,  &  par 
conféquent  auffi  au  dedans  de  l'Hyperbole  qui  en  efl  la 
Sediion.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire     I. 

272.  L/E  -  L  A  on  voit  qu'entre  une  Hyperbole  FA  G 
&  fon  Afymptote  CH,  on  ne  fçauroit  faire  paifer 
aucune  ligne  parallèle  à  cette  Afymptote.  Or  comme  la" 
ligne  BA  fépare  l'Hyperbole  qu'elle  rencontre  en  deux 
portions  indéfinies  ,  dont  l'une  tombe  nécefîliiremenc 
toute  entière  dans  l'efpace  compris  entre  les  parallèles 
BA  y  CH  i  il  s'enfuit  que  plus  CB  deviendra  petite, 
plus  le  point  A  avancera  dans  cette  portion  ,  &  cela 
îoujours  de  plus  en  plus  jufqu'à  ce  que  CB  devienne 
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plus  petite  qu'aucune  grandeur  donnée.  C'eft-à-dîre^ 
qu'une  Hyperbole  &  fon  Afymptore  étant  l'une  &  l'autre 
coj.tinuée  indéfinimenc  ,  elles  s'approcheront  touiours  de 
plus  en  plus ,  en  forte  que  leur  dillance  deviendra  enHn 
*An.  170.  moindre  qu'aucune  donnée,  fans  pouvoir  néanmoins  ^ 
jamais  fe  rencontrer. 

PROPOSITI  ON    VIII. 

Problême. 

F 1  G.  1 40.  273.  Les  Afymptotcs  C  H  ,  C  K  ,  d'une  Hyperbole 
F  A  G  étant  données  avec  un  de J es  points  quelconques  F, 
décrire  l'HyperhoIe. 

Ayant  mené  par  le  point  donné  F ,  une  ligne  droite 
quelconque  HK  terminée  par  les  afymptotes  ,  on  fera 
palfer  par  cette  ligne  un  ]>lan  quelconque  autre  que  1© 
plan  HCK  ,  dans  lequel  on  tirera  par  le  point  de 
milieu  P  de  H  K  une  perpendiculaire  indéanie  TVf  iV  à 
cetto  ligne  ;  &  on  décrira  d'un  de  fes  points  quelcon- 
que" O  comme  centre  ,  &  du  rayon  O  F ,  un  cercle 
F  M.N.  On  mènera  des  points  H  ,  K,  deux  Tangentes 
H  D ,  KE  ^  a  ce  cercle  ;  &  par  les  points  d'attouche- 
mens  D,  E ,  deux  parallèles  D S ,ES ,  aux  Afymptotes 
CH,  CK,  lefquclles  fe  rencontreront  en  un  point  6", • 
duquel  comme  Sommet ,  on  décrira  une  furface  Coni- 
que qui  ait  pour  bafe  le  cercle  FM  N^.  Je  dis  que  cette 
farface  Conique  formera  par  fa  rencontre  avec  Je  plan 
HCK  l'Hyperbole  requil'e  F  A  G. 

II  eft  clair  par  !a  propriété  du  cercle  FM  N  ,•   1°.  Que 

la  corde  PG  eft  divifée  par  le  milieu  au  point  P ,  par  le 

*  Ilyp.  diamètre  MN  qui  'ni  eft  *  perpendiculaire  ;  &  partant , 

puifque  par  la  conftruétion  P H.=P K,  il  s'enfuit  que 

FH=GK,  GF[=:=FKi  &  par  conféquent  GHxHF 

=  FK X  KG.  z\  Que  GHx  HF=  HD\  &  FKx KG 

=  KÊ\  Ôc  qu'ainfi  HD==KE.  30,  Que  fi  l'on  pro- 
longe les  Tangentes  HD ,  KM  ,,  jufqu'à  ce  qu'elles  fè 
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rencontrent  en  un  point  Q,  les  parties  D  Q,E  Q,  feront 
égales  entr'elles.  Ce  qui  donne  D  Q.  E  Q::  D  H.  E  K. 
D'où  l'on  voit  que  la  ligne  DE  qui  joint  les  points  d'ut- 
touchemens  des  deux  Tangentes  HD,  KE ,  fera  paral- 
lèle à  la  ligne  HK,  &  le  plan  S  DE  au  plan  CHK: 
c'eft  pourquoi  la  ligne  D  E  fera  *  la  Diredrice  ;  &  comme  *  Dîf.  9. 
elle  coupe  la  bafe  en  deux  points ,  la  Scélion  Conique 
FAG  ■^  fera  une  Hyperbole.  De  plus  il  eft  évident  que  *  Déf.  10. 
cette  Hyperbole  pafl'era  par  le  point  donné  F ,  puifque 
ee  point  efl:  commun  tant  à  la  furface  Conique  ,  qu'au 
plan  H  CK  qui  eft  celui  de  l'Hyperbole  ;  &  qu'elle  aura 
pour  Afymptotes  les  lignes  CH,  CK,  puifqu'elles  font  'f'  *  ^^f-  M» 
les  communes  Seclions  des  plans  touchans  SDH  y  SEK, 
&  du  plan  de  l'Hyperbole. 

S'il  arrivoit  que  les  Tangentes  Z)jFf,  jE'X,  fuffent 
parallèles  entr'elles ,  on  verroit  alors  tout  d'un  coup  que 
les  lignes  DE,  H K,  feroient  parallèles  entr'elles  ,  puif- 
que ces  Tangentes  font  égales  ;  &  le  refte  fe  démontreroit 
de  la  même  manière  que  ci-dcfTus. 

"PROPOSITION      IX. 

Théorème. 

274.  S'il  y  a  deux  lignes  droites  "Ml^ ,AB,  termi-  Yïq,  141; 
nées  par  une  SeSion  Continue  ou  par  les  Scellons  oppojccs,  14x1 
Ufqudles  fe  rencontrent  ai  un  point  V  ;  &  gui Jbient  pa- 
rallèles à  deux  autres  lignes ,  S  E  ,  S  D  ,  données  de  pcjî- 
tion  :  je  dis  que  le  reclangh  M  P  xPN  eji  au  rectangle 
APxPB,  en  raifon  donnée;  ccji-à-dire  que  la  raijon 
de  CCS  deux  rcSangles  demeure  toujours  la  même  ,  en  quel- 
que  endroit  que  puijfe  tomber  les  deux  lignes  M  N ,  A  B. 

Ayant  mené  par  les  parallèles  SE ,  M.N ,  6c  SD ,  AB y 
deux  plans  ,  ils  formeront  dans  le  plan  de  la  bafe ,  deux 
lignes  droites  Enm,  Dba,  &  dans  la  furface  Conique 
les  cotés  S  M  m ,  S  N  n  ,S  A  a ,  S  Bh  ;  &leu!  commune 
interfedion  fera  la  ligne  SPj) ,  qui  rencontre  le  plan  de- 
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la  bafe  au  point  p ,  où  les  deux  droites  Em,  T)a  ,  s'en- 
trecoupent ;  par  lequel  je  mené  dans  le  plan  S  M  N  la 
droite  HK  parallèle  à  Ai  N ,  &  dans  le  plan  SAB  la 
droite  F  G  parallèle  a.  A  B.  Cela  pofé  , 

Les  triangles  femblables  i'PM,  SpH^  SPN,  SpK; 
SPA^  SpF_}  SPB  ,SpG;  donnent  MPxPN.  Hp xpK 

::  S  P  .  Sp  '.:  APxPB.  FpxpG.  Et  partant  on  aura 
MPxPN.APxPBr.HpxpK.FpxpG.  Or  la  rai- 
fon  de  Hp x pK à  FpxpG,  eit  compofée  des  deux  râl- 
ions de  Hp  xp  K  à  mp  xpn ,  <^  de  mp  xpii  ou  par  la 
l^ropriété  du  cercle  apxpb  li  FpxpG.  Mais  à  caufe 
des  triangles  femblables  Hp  m  ,  S  Em ,  ëc  Kpn  j  S E n , 
;1  vient  Hp.  mp  :  :  SE .  mE.  Et pK.  pn  ::  SE.  En.  Et 
en  multipliant  les  Antécédens  &  les  Conféquens  de  ces 

<3eux  raifons ,  Hp  xp  K.  mpxpn  ::  S  E  .  m  ExE  n  :  on 
prouvera  de  même  à  caufe  des  triangles  femblables 
Fpa  ,  SD a,  &-.  Gpb ,  S Db ,  que  apxpb.  EpxpG  :: 

aD  X  Db.  SD  .  Il  cft  donc  évident  que  la  raifon  de 
MPxPNa.  APxPB  ,  eft  compofée  des  deux  raifons 

— 1  1 

de  SE  à  mjExEn  ,  &  de  aDxDb  à  S D  j  lefquelles 
par  la  propriété  du  cercle  qui  eft  la  bafe  du  cône  ,  demeu- 
rent toujours  les  mêmes  en  quelque  endroit  que  tombent 
ïes  droites  MN  y  AB ,  parce  que  les  points  E  y  D ,  ne 
changent  point.  Donc  le  rectangle  MPxPN  eft  au 
redangle  -^P  xP  B  en  raifon  donnée.  Ce  qu'ilfalloitf  &Cf 

C    O    R    O    L    L    A    I  A    E. 

FiG.  14J.  27^.  L)  E  -  L  A  on  voit  que  fi  dans  une  Section  Conîr- 

f44*  que ,  où  entre  les  Sedions  oppofées  ,  il  y  a  deux  lignes 

droites  ikfiV,  Oi? ,  parallèles  entr'elles  &  qui  rencon- 
trent aux  points  P,  Q,  une  troifiemo  ligne  drcite  AB 
auffi  terminée  par  la  Sedion  ;  on  aura  MPxPN» 
OqxqR'.-.APxPB.  AQxQB. 


PROPOSITION 


IDes  trois  Sections  Coni(^.  en  gênerai.     185 
PROPOSITION    X. 

Théorème. 

27^.  Si  pi^r  un  point  quelconque  A  d'une  Parabole  prc,  145. 
■ou  d'une  Hyperbole  M  AN  ,  l'on  tire  une  ligne  droite  AB 
parallèle  au  côté  du  cône  S  D,  mené  dans  la  Parabole  par 
le  point  D  où  la  Direcirice  touche  la  bafe  ,  £'  dans  l'Hy- 
perbole par  l'un  des  deux  points  où  elle  la  rencontre  y  (S" 
que  par  un  point  quelconque  P  de  cette  ligne  ,  l'on  tire 
une  ligne  MN  parallèle  à  une  ligne  S  E  donnée  de  pofi- 
don ,  6*  terminée  par  la  Seflion  ou  par  les  Sections  oppo- 
Jees ,  avec  une  autre  ligne  F  G  parallèle  à  la  ligne  Da 
commune  Section  du  plan  S  AB  avec  celui  de  la  bajé,  & 
terminée  par  les  côtés  S  a,  ST)  :  je  dis  que  la  raljon  du 
rectangle  MPxPN  au  rectangle  FPxPG  ejt  donnée, 
cejl-à-dire  quelle  demeure  toujours  la  même  ,  en  quelque 
endroit  de  la  ligne  AB  que  tombe  le  point  P. 

Ayant  mené  par  les  parallèles  SE,  A4  N ,  un  plan  : 
il  formera  dans  celui  de  la  bafe  une  ligne  droite  E nm  ; 
dans  la  furfece  Conique  les  côtés  S  Mm,  S  Nn  ,•  &  dans 
le  plan  S  Da  la  ligne  SPp  qui  rencontre  la  bafe  au 
point  p  ,  où  les  lignes  Em,  Da  ,  s^entrecoupent ,  par 
lequel  je  mené  dans  le  plan  S  M  N  h  ligne  H  K  paral- 
lèle a  MN.  Cela  pofé  ,  les  triangles  femblabks  SP  M, 
SpHi  SP  N,  SP K;  SPF,  Sp a  ;  SP G,  SP  D  don- 
neront MPxPN.HpxpK::  SJ\  S'f:  iFPxPG. 
apxp  D, ou  par  la  propriété  du  cercle  mp  xpn.  Et  par- 
tant on  aura  MPx  PN.  FPx  PC  :  :  Hp  xp  K.  mp  xp  n. 
Mais  la  raifon  de  Hp  xp  Ka  mp  xp  n  ,  eft  compofée  des 
deux  raifons  deHpapm,  &c  depKapn,  c'eft-à-dire, 
k  caufe  des  triangles  femblables  Hpm,SEm,  &c  Kpn, 

5  En,  des  deux  raifons  de  SE  à  £/7z ,  &  de  SE  à  En  ; 

6  par  conféquent  HpxpK.  mpxpn,  ou  MPxP  N. 

FPxP  G  ::  SE  .  mExE n.  Doncpuifque  le  point  E  ne. 
change  point  en  quelque  endroit  que  l'on  prenne  le 
point  P,  &  que  tous  les  redanglcs  EmxEn  font  égaux 

Aa 
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piv  ]a  propriété  du  cercle  ;  il  s'enfuit  que  MPxP  N  effi 
à  F  Px  P  G  en  raifon  donnée.  Ce  qu'il  fallait  dcniontrcn 

Corollaire. 

FiG.  i4jro  277.  l)e-la  il  eft  évident  que  fi  par  un  poinc 
quelconque  A  d'une  Parabole  ou  d'une  Hyperbole 
iMA  N,  l'on  mené  dans  îa  Parabole  un  diamètre -<4  Z? , 
&  dans  l'Hyperbole  une  parallèle  AB  h.  l'une  de  ks 
Afymptotes;  6c  que  par  deux  points  quelconques  P,  Ç), 
de  la  ligne  v^i?,  l'on  tire  deux  parallèles  iVit  iV,  Oie, 
terminées  par  la  Sedion  ou  par  les  SeÛions  oppofées  ;. 
on  aura  MPxPN.  OQxqR::  AP.  AQ. 

Car  menant  le  plan  SA  B  qui  torme  par  fa  rencontre 
avec  la  furface  Conique  les  côtés  S D  ,  Sa ,  entre  kfquels 
le  côté  SU  palTera  par  le  point  où  la  Direétrice  touche  la 
bafe  lorfque  la  Sedion  eli  une  Parabole  ,  6c  par  l'un  des- 
deux points   où  la  Diredu-ice  la  rencontre   lorfque  c'elè 
une  Hyperbole  ;  6c  tirant  dans  le  plan  S  D  a  par  les  points 
-P,  Ç,  les  droites  F  G,  TV,  parallèles  k  JJ  a  :  il  eft 
clair    par  la  Propofition    précédente   que   MP  xP  N . 
FPxPG  ::    OQxQR.    TQx  Q  K     Et  qu'ainfi 
MPxPN.  OQxqK::FPxPG.  TQxQK    Or 
les  parties  PG,  Q  A^,  des  lignes  FG,  T'K,  font  égales 
cntr'elles;  puifque  les  lignes  AB ,  SD,  font  parallèles. 
Et  partant  iWPxPiV.  OQxqR::  FP.  TQr.AP, 
A(^.  h.  caufe  des  triangles  femblables  APF,  AQ_T^ 
Donc  ^  6cc, 

CHAPITRE     II. 
De  tEllipfe   en  particulières 

DÉFINITIONS. 

■iG.  147.  Si  une  ligne  droite  indéfinie  S  Z  qui  efl  hors  le  plan- 
d'un  cercle  V  XY ,  fe  meut  par  un  de  Çqs  points  X  au- 
tour de  la  circonférence  de  ce  cercle  toujours  parallé- 


Des  trois  Sections  CoNiq.  en  ceneral.    i^y 

lement  à  elle-même  ,  jufqu'à  ce  qu'elle  foie  revenue  au 
même  point  d'où  elle  étoic  partie  :  la  furface  convexe 
décrite  par  cette  ligne  S  Z  dans  ce  mouvement ,  eft 
appellée  Surface  cylindrique. 

i8. 
Cette  ligne  S  Z  en.  chaque  différente  pofition  ,  en  eft 
toujours  appelJée  le  Coté. 

19, 
Le  cercle  FXF,  la  Bafc. 

20. 
La  droite  indéfinie  C  O  menée  du  centre  C  de  la  bafe 
parallèlement  aux  côtés ,  en  eft  VAxc. 

2Î. 

Le  folide  indéfini  compris  par  la  bafe  V XY  &  par 
Ja  Surface  cylindrique ,  eft  appelle  Cylindre. 

22. 

Si  l'on  coupe  un  Cylindre  par  un  plan  qui  ne  foit 
point  parallèle  à  fes  côtés  ,  ni  au  plan  de  fa  bafe  ;  la  ligne 
courbe  AMBN  formée  par  la  rencontre  de  ce  plan 
avec  la  Surface  cylindrique,  eft  appellée  Sc3ion  cylin- 
drique. 

PROPOSITION    XL 

Théorème. 

278.  Si  /'0/2  coupe  un  cylindre  par  un  plan  uxy  p,Q^      _ 
parallèle  au  plan  de  la  baje  V  X  Y  ;  la  Seclion  vxy  Jèra 
un  cercle  qui  aura  pour  centre  le  point  c  où  ce  plan  ren- 
contre l'axe,  (&  pour  rayon  une  ligne  ex  égale  au  rayon 
C^  de  la  bafe. 

Car  menant  par  un  point  quelconque  x  de  la  Sec- 
tion vxy  un  côté  xX  de  la  Surface  cylindrique,  il  fera 
parallèle  ^  à  l'axe  Ce  :  c'eft  pourquoi  on  pourra  faire  paf-  *  D^r  i^; 
ier  un  plan  par  ces  deux  lignes  ,  qui  formera  par  fa  ren- 
contre avec  les  deux  plans  parallèles  C V XV,  cv xy , 
deux  droites  CX,  ex  ,  parallèles  entr'ellcs  ;  &  qui 
feront  de  plus  égales  ,  puisqu'elles  font  renfermées  entre 

Aa  ij 
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les  parallèles  Ce,  Xx.  Or  comme  cela  arrive  toujours 
en  quelque  endroit  de  la  Sedion  vxy  qu'on  prenne  le 
poinr  ;v  ,  il  s'enfuit  que  toutes  les  lignes  ex  menées  du 
point  c,  aux  points  x  de  la  Section  vxj;;..  font  égales  aux 
rayons  CX  de  la  bafe  :  c'eft-à-dire  que  la  Scârion  vxy 
fer-a  la  circonférence  d'un  cercle,  qui  aura  pour  centre' 
le  point  c,  où  le  plan  vxy  rencontre  l'axe  du  cylindre;, 
ôc  pour  rayon  une  ligne  ex  égale  au  rayon  CX  de  la 
bafe.   Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

B  R  O  P  O  S  I  T  I  O  N     XÎL 

Théorème, 


Fî.6,  148.       2,79.    1  ouTF  EUipJï  peut  être  regardée  comme  un&^ 
Section,  cylindrique. 

Ayant  mené  dans  la:  bafe  du  cône  où  efi:  produite 
une  Eîlipfe  quelconque,  le  diamètre  ab  qui  rencontre  à 
ang-les  droits  au  point  D  la  Diredrice  DE,  foient  tirés 
fur  la  furface  Conique  les  côtés  Sa,  Sb  ,  qui  rencon- 
trent le  plan  de  l'tllipfe  aux  points  A ,  B  i  &  dans  les 
plans  parallèles  AMB ,  SDR,  les  droites  AB ,  S  D, 
Ayant  pris  Z)i^ moyenne  proportionnelle  entrer  D,Dh^ 
Se  mené  k  SF  les  parallèles  ^  G,  BH ,  foit  décrit  fur 
le  plan  de  la  bafe  du  cône ,  un  cercle  qui  ait  pour  diamè- 
tre la  ligne  G  H ,  6c  une  furface  cylindrique  qui  ait  pour 
bafe  ce  cercle  ,  &  pour  côtés  les  droites  A  G ,  È  H. 
Gela  pofé  , 

Jç  dis  que  fi  par  un  point  quelconque  P  de  la  ligne; 
A  B  ,  l'on  tire  à  la  Diredrice  D  E  ,  une  parallèle  qui- 
rencontre  la  furface  Conique  en  Tlf ,  &  la  Cylindrique 
en  O;  les  points  M,  O ,  fe  confondront  l'un  avec  l'autre- 
&  n'en  feront  qu'un  feul. 

Car    ayant  fait   pafier    par    cette  parallèle   un    plan' 
parallèle  au  plan   des   deux   bafes  tant  du  cône  que  du 
*  Art.  2551.    cylindre ,.  il  formera  fur  la  furface  Conique  ^  un  cercle 
KML  dont  le  centre  fera  la  commune. Sedion  de  ce- 
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|ilan  avec  l'axe  du  cône  ,  &  fur  la  furface  Cylindrique  ^  *  ^^^  j_g- 
un  autre  cercle  Q^MR  dont  le  centre  fera  la  commune 
Section  de  ce  même  plan  avec  l'axe  du  cylindre.    Or  le 
plan  Sab  pafTe  *  par  l'axe  du  cône ,  &  le  plan  ^  G HB  *  Dcf.  6i 
(qui  ne  fait  qu'un  feul  plan  avec  celui  du  triangle  Sab) 
par  l'axe  ^  du  cylindre  ;    &  par  conféquent  les  lignes  *  De'f.  loJ 
KL,  QRj  communes  Sections  de  ces  deux  plans ,  avec  le 
plan  parallèle  (h  la  bafe)  qui  pafle  par  la  ligne  P  OÂf,feronr 
les  diamètres  de  ces  deux  cercles  ;  &  cette  ligne  P  O  M 
fera  perpendiculaire  à  ces  diamètres  ,  puifqu'elle  eft  ^  pa-  *  Hyp, 
rallèle  à  DE  qui  efl*  perpendiculaire  à  <:z  Z»  &  à  GH  qui  ne  *  Hyp, 
font  -^  qu'une  même  ligne ,  à  laquelle  les  diamètres  K  L  *  Hyp^ 
&.  Q^R  qui  ne  font  aufli  qu'une  même  ligne  ,  font  paral- 
lèles.   De  plus  les  lignes  AB  ,S  D  ,  étant  formées  par 
les    rencontres    du   même   plan   S  ha   avec    deux  plans 
parallèles  entr'eux  ;  fçavoir ,  le  plan  S  DE  &  celui  de 
l'Ellipfe  ,   feront   aufîi   parallèles   entr'elles.     Ceci  bien 
entendu , 

1°.  Dans  le  cône  ,  à  caufe  du  cercle  K  ML ,  on  aura 

^M  =:KPxPL  j  &à  caufe  des  triangles  femblables 
APK,SDa,  ôc  PBL,SDb,  il  vient^P.JCP  :• 
SD.  aD.  Et  PB.  PL  :  :  SD.  Db.  D'où  il  fuit  qus 

uéPxPB.  KPxPL  ou  FM:.SD.  aDxDb. 

2°.  Dans  le  cylindre ,  h  caufe  du  cercle  Q  OR.  on  aura 

F  O  =:Ç^Px  P  R  ;  &à  caufe  des  triangles  femblables- 
APQyS  DF,  6c  PBR,  S  D  F ,  on  formera  ces  deux 
proportions  A  P.  QPr.SD.DF.  EtPB.PR::  SD. 

DF.  D'où  ilfuitque^PxPJ?.  QPxQR  ou  FÔ^: 

SIj.  D~F  ou  aDxDb.  Donc  Fm\=  PU\  &- 
P  M=P  O.  Donc  les  points  M,  O ,  fe  confondent  l'un 
avec  l'autre  ,  &  n'en  font  qu'un  feul.  Donc,  puifque  cela 
arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  la  ligne  AB  que 
l'on  prenne  le  point  P,  il  s'enfuit  que  le  plan  de  l'Ellipfe 
rencontre  les  furfaces  Coniques  &  Cylindriques  dans^ 
les  mêmes  points,  &  qu'ainfi  route  Ellipfe  peut  toujours- 
êcre  regardée  comme  uneSedion  cylindrique. 
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Avertissement. 

Comme  un  Cylindre  eft  moins  compofé  qu'un  cône  , 
en  ce  que  cous  fcs  côtés  font  parallèles  entr'eux  j  au  lieu 
que  dans  le  cône  ils  aboutiflenc  tous  au  même  point  qui 
en  ert  le  fommec  ;  on  a  pris  le  parti  de  regarder  d  ins  ce 
Chapitre  ,  rEllipfe  comme  la  Section  d'un  cylindre.  Ce 
qui  fait  qu'on  peut  démontrer  tout  à  la  fois  les  propriétés 
de  tous  fes  diamètres  ;  &  que  fe  fervant  enfuite  dans  le 
cône  (comme  Ton  verra  dans  le  Chapitre  fuivant)  de 
plans  Elliptiques  au  lieu  de  circulaires  ,  on  prouvera  les 
mêmes  chofes  dans  la  Parabole  &  Hyperbole  avec  une 
e^ctrême  facilité^ 

PROPOSITION     XIII. 

Théorème. 

f  jG.  14g.  S-^O'  J  ous  les  diamètres  d'une  EUipfe pajfcnt par. 
unfeul  (5*  unique  point,  qui  ejl  celui  où  le  plan  de  l'Ellipfc 
rencontre  l'axe  du  cylindre ^  &  J  Jont  coupés  en  deux 
parties  égales. 

Et  réciproquement  toutes  les  lignes  qui  pajfent  par  ce 
point,  &  qui  Jbnt  terminées  de  part  ii  d'autre  par  F  EUipfe' 
y  font  coupées  en  deux  également,  &  enj'ont  des  diamètres. 

On  nomme  ce  point  le  Centre  de  rEllipfe. 

1°.  Soit  AB  nn  diamètre  quelconque,  &  C  le  point 
oia  le  plan  de  l'Ellipfe  rencontre  l'axe  du  cylindre.  Si 
l'on  mené  les  lignes  Aa,Bb  ,  parallèles  a  l'axe  Ce,  il 
Déf.  io.  eft  clair  ^  qu'elles  feront  des  côtés  de  la  furface  cylin- 
drique, &  que  les  deux  plans  FAa,  GBb,  qui  pafTent 
par  ces  deux  lignes ,  &  par  les  deux  tangentes  AF ,  B  G, 
qui  félon  la  définition  des  diamètres ,  doivent  être  paral- 
lèles entr'elles  ,  feront  parallèles  entr'eux  ,  Ôc  touche- 
ront la  furface  cylindrique  dans  les  côtés  Aa,  Bh  ; 
d'où  il  fuit  que  ces  deux  plans  formeront  dans  le  plan 
de  la  bafe  deux  lignes  af,  bg  j  parallèles  entr'elles,  & 
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qui  toucheront  la  bafe  aux  points  a  ,  b  ,  où  les  côtés 
S4a,Bùj  la  rencontrent.  Or  il  eft  démor.tré  dans  les 
Eiémens  de  Géométrie,  que  la  ligne  ah  qui  joint  les 
points  d'attouchement  de  deux  tangentes  parallèles 
ûf,  bg,  d'un  cercle,  pafTe  par  fon  centre  c.  Partant  le 
plan  AubB  pafîera  par  l'axe  Ce  du  cylindre;  &  la 
ligne  A  B  ,  qui  cil  la  rencontre  de  ce  plan  avec  celui  de 
l'iillipre,  pallera  par  le  point  Coù  cet  axe  rencontre  le 
pian  de  rEllipfe.  De  plus  k  caufe  des  parallèles  ji a  , 
Bb^  Ce i  il  eft  évident  que  le  diamètre  ^jB  de  l'Ellipfe  y 
efl:  divifé  en  deux  également  au  point  C;  puifque  le  dia- 
mètre ah  du  cercle  l'cll  au  point  c  qui  en  cft  le  centre. 
Ce  qu'il fdiloït  dcmontrcr  en  pmnier  heu. 

2°.  Si  l'on  mené  par  les  extrémités  A  ,  B  ,  d'une  ligne 
quelconque  AB  ,  qui  pafî'e  par  le  point  C  où  le  plan 
de  rLlIipfe  rencontre  l'axe  Ce  du  cylindre  ,  les  lignes 
Aa,  B  h ,  parallèles  à  cet  axe  ;  il  eft  clair  félon  la  défini- 
tion 17  delà  furface  cylindrique  ,  qu'elles  en  feront  des 
côtés,  (Se  que  le  plan  AahB  pafTera  par  l'axe  Ce  du 
cylindre.  D'où  l'on  voit  que  la  ligne  a  h  commune  Sec- 
tion de  ce  plan  &  de  celui  de  la  bafe  ,  pafTe  par  le  cen- 
tre c  de  la  bafe  ;  &  qu'ainfi ,  puifqu'elle  y  eft  coupée  en- 
deux  également ,  la  ligne  A  B  h  fera  auffi  au  point  C 
De  plus  les  tangentes  af,  bg ,  qui  paftent  par  les  extré- 
mités du  diamètre  a  b  étant  parallèles  entr'elles  ;  les 
plans  touchsLns  fa  A ,  g  b  B  ,  feront  parallèles  entr'eux  , 
&  formeront  dans  le  plan  de  l'Ellipfe  deux  lignes  paral- 
lèles AF,  B  G  ,  qui  la  touchèrent  aux  extrémités  A,  B , 
de  la  ligne  AB ,  qui  en  fera  par  conféquenr  un  diamètre.- 
C'cti  ce  quilfalloit  démontrer  eujeeond  lieu. 

Corollaire. 

281.  L)e-la  il  eft  évident  que  par  un  point  donné 
fur  le  plan  d'une  EDipfc  autre  que  le  centre,  on  ne  peut 
faire  pafler  qu'un  feui  diamètre. 


\ 
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PROPOSITION    XIV. 

Théorème. 

¥ïG.  145.  282.  jL  ouTE  ordonnée  MPN  de  part  &  d'autre  a 
un  diamètre  AB  ,  ejl  coupée  en  deux  également  par  ce 
diamètre  en  un  point  P. 

Et  réciproquement  fi  une  ligne  quelconque  MPN  ter- 
minée par  une  Ellipfe  6'  qui  ne  pajfc-point  par  le  centre 
C,  ejî  coupée  en  deux  également  en  P,  par  un  diamètre 
A  B  ;  ellcj'era  ordonnée  de  part  &  d'autre  à  ce  diamètre. 

Ayant  mené  par  les  points  A,  B ,  M,  N,  les  côtés 
Aa^B  b  ,  Mm ,  Nn  ,  parallèles  k  l'axe  Ce  du  cylindre ,  & 
qui  rencontrent  le  plan  de  la  bafe  aux  points  a,  b ,  m  ,  n  f 
la  ligne  Pp  commune  Sedion  des  deux  plans  AabB , 
J\4mnN,  fera  parallèle  aux  côtés  du  cylindre  ,  puifque 
tous  les  côtés  font  parallèles  entr'eux.  De  plus  le  plan 
AabB  paffera  par  l'axe  Ce  du  cylindre,  puifque  le  dia- 
mètre A  B  palTe  par  le  point  C  où  cet  axe  rencontre  le 
plan  de  f  Ellipfe  ;  &  il  formera  par  conféquent  dans  le 
plan  de  la  bafe  une  ligne  a  b  qui  paflera  par  le  centre  c  , 
c'eft-k-dire,  un  diamètre.  Cela  pofé  , 

Puifque  par  la  fuppofition  la  ligne  MF  N  eft  ordon- 
née de  part  &  d'autre  au  diamètre  AB ,  elle  fera  paral- 
lèle aux  tangentes  AF,  B  G ,  qui  paiTent  par  les  extré- 
mités de  ce  diamètre  ;  &  par  conféquent  les  plans  tou- 
ehans  FAa  ,  G  Bb  ,  feront  parallèles  au  plan  J\dm  n  N. 
Les  lignes  que  ces  trois  plans  forment  dans  le  plan  de 
la  bafe  ;  fçavoir  les  deux  tangentes  af,  b  g ,  &  Ja  ligne 
mn  ,  feront  donc  parallèles  entr'elles  ;  &  ainfi  la  ligne 
mn  fera  perpendiculaire  au  diamètre  ab  ,  qui  la  divifera 
par  conféquent  en  deux  parties  égales  au  point  p. 
D'où  il  fuit  a  caufe  des  parallèles  Mm,  P  p ,  N  n  ,  que 
la  ligne  MN  fera  auffi  divifée  en  deux  parties  égale? 
au  point  P. 

Maintenant  pour  prouver  la  converfe  ,  on  mènera 
y  dans 
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-aansle  plan  de  l'EUipfe  deux  tangentes  ^F,  5G  ^,  parai-  *  Art.  i6j. 
lèles  à  A/  A^v  &  ayant  tiré  par  leurs  points  d'attouche- 
Jtiens  le  diamètre  AB ,  -il  eft  clair  félon  les  définitions 
JJ  &  14,  que  cette  ligne  AIN  fera  ordonnée  de  parc 
■&  ^d'autre  à  ce  diamètre  ,  &  par  conféquent  (félon  ce 
qu  on  vient  de  démontrer)  coupée  en  deux  éo-alemenc 
en  P  par  ce  même  diamètre.  Or  comme  l'on^ne  peut 
mener  par  le  point  P  *  qu'un  feul  diamètre  ,  il  s'enfuit  *  ^''^'  *8^- 
que  fi  une  ligne  MN  terminée  par  une  Ellipfe  ,  &  qui 
ne  paffe  point  par  le  centre  C  ,  eft  coupée  en  deux 
également  en  P  par  un  diamètre  A  B  ,  elle  lui  fera 
ordonaée  de  part  <Sc  d'autre. 

PROPOSITION    XV. 

Iheoreme* 

283.  S'il  y  fl  dans  une  Ellipfe  deux  diamètres  AB,  Fjg.  140, 
1)  E  ;  dont  l  un  d'eux  BEfoit parallèle  aux  Tangentes 
A  F,  B-G  ,  (jui  pajfent  par  les  extrémités  de  Vautre  A  B  : 
]e  dis  réciproquement  que  le  diamètre  AB  Jéra  parallèle 
aux  Tauocates  qui  pajfent  par  les  extrémités  du  dia~ 
mètre  D  E. 

Les  deux  diamètres  A  B,  DE,  {ont  appdlés  Conju- 
gués  1  un  à  lautre.  ' 

Ayant  mené  par  les  points  A,B,D,E,  les  côtés 
Aa,Hb ,  Vd,E€,  du  cylindre ,  lefquds  rencontrent  le 
pTin  de  la  baf^  aux  points  a,  b,  d.e^   les  plans  AahB, 
ndeE    y^ffcront  par  l'axe  Ce  du  cylindre  ,  puifque  les 
hgnts  AB ,  DE,  font  des  diamètres  de  TEllipfe  •   & 
formeront  par  conféquent  dans  le  plan  xle  la  bafe  ,  deux 
diamètres  a  b  ,  de.  Or  le  plan  touchant  FAa  étant'paral- 
lèle  au  plan  DdeE  ,  formera  dans  le  plan  de  h  bafe 
une  Tangente  af  parallèle  au  diamètre  de ,  lequel  dia- 
mètre fera   par  conféquent  perpendiculaire  fur  le  dia- 
mètre ab.    Si  donc  l'on  mené  par  l'une  des  extrémités  d 
du  diamètre  de  une  Tangente  dh  au  cercle ,    elle  fera 
parallèle  au  dianîctre  ab,&:lQ  pkn  hdD  parallèle  au 

Bb 
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plan  AahB  :  c'eft  pourquoi  les  communes  Seftîons  de 
ces  deux  plans  avec  le  plan  de  i'Ellipfe  ,  fçavoir  la  Tan- 
gente D  H  &  le  diamètre  AB,  font  parallèles  entr'elles. 
On  prouvera  Fa  même  chofe  à  l'égard  de  la  Tangente  qui 
palîe  par  l'autre  extrémité  E  du  diamètre  DE.  Donc,  6cc. 

Corollaire     I^ 

284.  D  E  -  L  A  il  eft  évident  que  s'il  y  a  deux  dia- 
mètres conjugués  A B ,  £)  £",  dans  une  Ellipfc  ;  les  deux 
plans  qui  palTent  par  ces  diamètres  &  par  l'axe  Ce  du 
cylindre  ,  formeront  dans  le  plan  de  la  bafe  deux  diame- 
rres  ab ydcy  qui  feront  perpendiculaires  entr'eux  :  ce  qui 
eft  réciproque. 

CoROLIfAIRB      II. 

i8^.  Il  fuit  encore  de  cette  Propofition  que  fi  par 
un  point  quelconque  P  d'un  diamètre  AB  ,  on  mené 
une  ordonnée  MF N àc  part  &  d'autre  ,  elle  fera  paral- 
lèle au  diamètre  DE  qui  lui  eft  conjugué;  &  qu'ainfi 
*Art  %  5.    o"  ^"""^  "('  MPxPN  ou  77^\  DCxCE  ou  D^^j 
APxPB.  A  CxCB  on  TïT^  Ce  gui  donne  FM. 
APxPB  :  r  IjC  .  ÂX  :  :  '^'C  ou   DE  .  ^A  C  ou 
AjJ\    C'eft-à-dire  que  k  quarré  d'une  ordonnée  quel- 
conque MP    à    un  diamètre   AB  ,    eft   au    reftangle 
APxPB   fait  des  parties  de  ce  diamètre,  comme  le 
quarré   du  diamètre  D  E  qui  lui  eft  conjugué  ,  eft  au 
quarré  du  diamètre  A  B. 

PROPOSITION     XV  T, 

Théorème, 

Pi  G  Mc;  28^.  S  I  par  un  point  quelconque  M  d'une  Ellipjc 
A  M  B,  /'o/i  mcm  une  Tan  l'^enu  Y^G  qui  rencontre  aux 
points  F,  G ,  deux  autres  Tangentes  A  F,  B  G  ,  parallèles 
cntr  elles  :  je  Jij  ^««  F  M .  M  G  :  :  A  F.  BG, 


Des  TROIS  Sections  CoNiq.  EN  csNtRAE.    i^<^ 

Ayant  mené  par  les  points  d'attouchemens  A,  B  ,  M  y 
les  côtés  Ad,  Bby  Mm,  du  cyHndre ,  &fait  pafTer  par  ces 
côtés  &  par  les  Tangentes  A  F,  BG ,  FG ,  les  trois  plans 
FAa,  GB  h ,  FM  m,  ou  GAdm^  il  eft  clair  que  les  com- 
munes Sections  Ff,  Gg,  des  deux  premiers  plans  avec 
le  troifieme ,  feront  parallèles  tant  entr'clles ,  qu'avec 
les  côtés  du  cylindre  ;  car  les  deux  plans  F  Mm ,  FAa, 
paflant  par  les  côtés  Mm,  A  a  ,  qui  font  parallèles  en- 
tr'eux ,  leur  commune  Section  Fj  fera  parailèle  à  ces 
côtés  ;  &  par  la  mcmc  raifon  G  g  commune  Sedion  des 
deux  plans  GBb  ,  G  Mm  ,  fera  parallèle  aux  côtés  Bby 
Mm.  Déplus  les  lignes  af,  bg,  que  forment  les  plans 
touchans  parallèles  FA  a ,  G  B  b  ,  dans  le  plan  de  la  bafe , 
en  feront  des  Tangentes  parallèles  ;  les  pànies  fm ,  m  g,  de 
la  troifieme  Tangente  formée  dans  le  plan  de  la  bafe  par 
le  troifieme  plan  touchant  FM  m,  ou  G  Mm,  feront  éga- 
les (par  la  propriété  du  cercle)  aux  Tangentes  af,  bg  -^ 
fçavoir  ,  fm  a  fa,  &  rng  a.  gb.  Cela  pofé  , 
'  A  caufe  des  lignes  Aa ,  Ff,  Mm,  Gg,  Bb  ^  &  A  F, 
BG f  &  af,  bg,  qui  font  parallèles  entr'clles  ,  on  aura 
FM.  MG  :  -.fm  ou  fa.  mg  ou  gb  -.-.FA.  GB.  Cequ  il 
falloir  démontrer. 

Corollaire  I, 

287.  Si  l'on  mené  par  les  points  d'attouchement  A,  5, 
des  deux  Tangentes  parallèles  entr'elles  AF,B  G  ,  un  dia- 
mètre AB  qui  rencontre  en  T  la  Tangente  i^Af  G,  & 
qu'on  tire  l'ordonnée  MP  à  ce  diamètre  :  il  efl  évident 
qaeAP.  PB::  F  M.  MG  ::  AF.  BG  ::  AT.  BT.  Et 
(^n'àinfi  P  B  —  AP.  P  B  ::  B  T— AT  ou  AB.  B  T. 

Corollaire     II. 

288.  TJe-la  on  tire  la  manière  fuivante  de  mener 
d'un  point  donné  M  fur  une  Ellipfe  la  Tangente  M  Z*, 
un  diamètre  AB  étant  donné  avec  la  poAtion  de  fes 
ordonnées. 

Bbij 
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De.  l'une  des  extrémités  B  du  diamètre  yi  B  ,  foie 
tirée  au  point  donné  M-  la  droite  B  M.  Puis  ayant 
mené  l'ordonnée  i^ff*  au  diamètre  AB  ,  ^  pris  fur  ce 
diamètre  du  côté  de  B  la  partie  P  H  égale  à  PA^ 
foit  tirée  HK  parallèle  à  PM  ,  rencontrant  la  ligne 
BM  ta  K,  par  où  &  par  l'autre  extrémité  A.  foit 
menée  AK.  Soit  enfin  tirée  AIT  parallèle  à  AK, 
elle  fera  la  Tangente  qu'on  cherche. 

Car  à  caufe  des  parallèles  MP,  HK,  Ôc  AK,MT, 
l'on  aura  B  P.  PH.  ou  PA-.-.PM.  MK::  BT.  TA. 

C   G    R    O    t    E    A    I    R    B       II  I>- 

189,  S'il  y  a  dans  une  Ellipfe  deux  Tangentes- 
JUT,  NT,  qui  fe  rencontrent  en  un  point  2%-  je  dis 
que  le  diamètre  AB  qui  pafTe  par  le  point  P  milieu 
de  la  ligne  AIN  qui  joint  les  deux  points  d'attouche- 
ment ,  palTera  aufîi  par  le. point  T.  Car-  P  ^  eft  ordon- 
née au  diamètre  AB  de  même  que  P  Al  j  i$&^par  confé- 
*-Art.  rSy.  quent  ^  les  Tangentes  iVfT*,  iV  T",  iront  chacune  ren;- 
contrer  ce  diamètre  en  un  point  T ,  tel  que  PB — A  P. 
F  B  ::  AB,  B  T  y  c'eft-à-dire  dans  le  même  point. 

Corollaire     IV, 

290.  S  I  l'on  joint  dans  une  Ellipfe  les  points"- 
d'attouchemcns  M ,  N  ,  de  deux  Tangentes  MF,  N L, 
par  une  ligne  droite  AIN  ;  ëc  qu'il  y  ait  une  troifieme 
Tangente  F.^L  parallèle  à  MN  :  je  dis  que  les  parties 
FA,  AL  àe  cette  dernière  Tangente ,  prifes  entre  fon 
point  d'attouchement  A  &  les  deux  premières  ,  feront 
égales  entr'elles.  Car  ayant  mené  par  le  point  d'attou- 
chement A  le  diamètre  AB,  il  ell  clair  que  la  ligne 
MN  elt  ordonnée  de  p^rt  &  d'aivtre  à  ce  diamètre, 
puifqu'elle  eft  parallèle  à  la  Tangente  FL  qui  pafle  par 
fbn  extrémité  Ai  &  qu'ainfi  il  la  coupe  par  le  milieu  en 
*  drti.i.Sçj,,   -P?  &  pafle  -^  par  conféquent  par  le  point  de  rencontre 


i 
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T  des  deux  Tangentes  MF,  NLj  ou  bien  il  leur  fera 
parallèle,  fi  la  ligne  MN  eft  *  un  diamètre.  Or  il  eft  *  j^t  zS 
vifible  en  l'un  &  l'autre  cas ,  que  FL  fera  divifé  en  deux 
parties  égales  au  point  A  par  le  diamètre  AB  ;  puifque 
AfiV  l'eit  en  P  par  ce  même  diamètre. 

CHAPITRE     II  ï. 

De  la  Parabole  &  de  l* Hyperbole  en  pardculief,. 

PROPOSITION     XVil. 

Théorème.- 

i9i;-  Dans,  une  Parabole  toute  ordonik'eUFN  dd  Fxg  rt-r- 
part  &  d'autre  à  un  diamètre  AB,e/f  coupée  en  deux  é^a^  ' 
lement  par  ce  diamètre  au  point  P  :  ce  qui  eft  réciproque. 
_  Ayant  fait  pafTer  par  la  ligne  MN  un  plan  Elliptiaue, 
il  formera  dans  le  plan  touchant  SD  E  parallèle  au  plan 
Parabolique ,  une  Tangente  D  E  parallèle  à  M  N.  De 
plus  le  plan  SAF  mené  par  le  Sommet  S  du  cone^ 
&  par  la  Tangente  A  F  qui  palTc  par  l'originel  du 
diamètre  ^5  ,  formera  dans  le  plan  Elliptique  une  Tan- 
gente afy  &  la  ligne  Ù  a  qui  joint  les  points  d'attouche- 
ment des  deux  Tangentes  D  E ,  af,  pafTera  par  le  poinf 
P;  puifque  le  diamètre  AB  eft  parallèle  au  côté  tou- 
chant SD.  Cela  pofé  , 

Puifque  par  la  fuppofîtion  *  les  deux  lignes  AF,MN,  *  De'f.  14 
font  parallèles  entr'elles;  il  s'enfuit  que  la  Tangente  af[ 
qui  cit  la  commune  Sedion  de  deux  plans  qui  paifent  par- 
ées deux  lignes,  fera  parallèle  kMN ;  6c  par  conféquent 
a  /;£    D'où  l'on  voit  ^  que  la  ligne  D  a ,  c^m  joint  les  *  Déf.  ij^ 
points  d  attouchement  des  deux  Tangentes  parallèles  D  E, 
af,  eft  un  diamètre  de  l'Ellipfe  ;  &  qu'ainfi  la  ligne  MN 
qui  eft  parallèle  à  ces  i  angentes  &  terminée  par  l'Ellipfe 
fera  "^  divifée  en  deux  également  au  point  P,  '  *  j^^  ^g  . 

Mamtenant  pour  prouver  Ja  converfe  ,    on  mènera  " 


i>- 
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*Jrt.  tè-j.  dans  le  plan  de  la  Parabole  ^  une  Tangente  ^  F  paral- 
lèle à  la  ligne  M  N  j  ôc  ayant  tiré  par  le  point  d'attou- 
chement Ji  un  diamètre  AB  ,   '\\  aura  pour   ordonnée 

*  Béf.  14.     de  part  &  d'autre  *  la  ligne  MN ,  qu'iLdivifera  par  con- 

féquent  en  deux  parties  égales  au  point  P  (elon  ce  qu'on 
vient  de  démontrer.    Or  comme  il  n'y  a  qu'un  feul  dia- 

*  An>  1^3.    mètre  *  qui  puilTe  pafler  par  le  point  de  milieu  P  de  la 

ligne  M-N i  il  s'enfuit,  &c. 

Corollaire. 

292.  De  -  L  A  il  eft  évident  que  fi  l'on  mené  par  deux 
points  quelconques  P,  Q  ,  d'un  diamètre  AB  deux 
ordonnées  de  part  &  d'autre  M^N ,0(^B  i  on  aura 
*An.%ii  tou\oms^  MPxPNouTM.  OQxQRouQd:: 
AP.  AQ.  C'eft-à-dire  que  les  quarrés  de  deux  ordon- 
nées quelconques  P  iVf,  Q  O ,  à  un  diamètre  A  B ,  feront 
toujours  entr'eux,  comme  les  parties  AP  ,AQ  ,  de  ce 
diamètre  prifes  depuis  fon  origine  A  jufqu'à  ces  mêmes 
ordonnées. 

PROPOSITION    XVII  T. 

Théorème. 

Tie.  151.       293.  S  I  par  un  point  quelconque  M  d'une  Parabole, 

Von  mené  une  ordonnée  MP  à  tel  defes  diamètres  AB 

qu'on  voudra  ,  &  une  Tangente  MT  qui  rencontre  en  T 

ce  diamètre  prolongé  au-delà  de  fon  origine  A  :  je  dis  que 

fes  parties  A  P,  AT,  feront  égales, 

La  même  préparation  étant  faite  que  dans  la  Propo- 
rtion précédente  ,  foit  de  plus  mené  par  le  Sommet  S 
du  cône  &  par  la  Tangente  M  T,  le  plan  touchant 
S  TM  qui  formera  dans  le  plan  Elliptique  la  Tangente 
MH  ,  laquelle  rencontrera  le  diamètre  Da  de  l'ElIipfe 
en  un  point  H  par  où  paflera  la  ligne  ST ;  &  foit  enfin 
tirée  la  droite  TG  parallèle  )x  S /i.  Ceci  bien  entendu, 
*Jrt,  *87.    on  aura   ^   D  H.  H  a  ;:  DP.  P  a  ,  oc  {^Iternando) 
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DH.  dp  ::  Ha.  P a.  Mais  a  caufe  des  parallèles 
AB,SD,&lSA,TG;  il  eft  clair  que  Dii.  DP  :: 
S  H.  ST.:  H  a.  G  a.  Donc  Ha.  Pa  y.  Ha.  G  a.  Donc 
zuffiP  a  =  Ga  i  &  par  conféquent  AP  =  AT.  Ce  qu'il 
falloit  démontrer. 

PROPOSITION    XIX. 

Théorème. 

a 94.  L)ans  les  Hyperboles  oppofies  tout  diamètre  Fïg.  tj*. 
A  B  pajfe  par  le  point  d'interjcclion  C  des  deux  afympto- 
tts,  6*  j  eji  coupé  en  deux  également  :  ee  qui  eji  réciproque. 

On  nommera  ce  point,  Centre. 

Soit  HSh  une  des  deux  communes  Se£lions  du  plan 
parallèle  au  plan  Hyperbolique  ,  6c  des  deux  furfaces 
Coniques  oppofécs  ;  &  foie  l'Afymptote  i^  G  formée  par  la 
rencontre  du  plan  Hyperbolique  avec  celui  qui  touche  ces 
deux  furfaces  en  cette  ligne  H  S  lu  Soient  menées  par  les 
Tangentes  parallèles  A  t,  B  G ,  qui  partent  par  les  extré- 
mités du  diamètre  AB  ^  &  qui  rencontrent  i'Afymptofe 
FG  aux  points  F, G,  deux  plans  Elliptiques  parallèles; 
ils  formeront  dans  le  plan  touchant  qui  pafle  par  le  côté 
H  S  il ,  les  Tangentes  parallèles  PFij  Ghf,  &  dans  le 
plan  touchant  SA  F  les  Tangentes  parallèles  A  F ,  af. 

Cela  pofé  ,  les  lignes  parallèles  FH,  G  h,  étant  ren- 
fermées entre  les  deux  autres  parallèles  FG,  H  h,  feront 
égales  entr'eJles  j  &  les  triangles  femblables  S  H  F,  Shf^ 
&  S  FA ,  S  fa  ,  donneront  cette  proportion  ,  H  F.  hf:  : 
S  F.   sf  ::    FA.  fa.     Et    partant    H  F.   FA  ::    hf. 
fa  :  :  *  hG.  GB.    Donc  puifque  HF=hG ,  il  s'en-  *  ^f(,  ^Stf, 
fuit  que  AF=B  Gy  &  à  caufe  des  triangles  femblables 
A  CF,  BCG,qucAC=CB  :  c'eft-à-dire  que  l'Afymp- 
tote  F  G   pafTe  par  le  point  de  milieu   C  du  diamètre 
A  B.     On  prouvera  de  même   que   l'autre   Afymptotc 
paflera  encore   par    le  point  de  milieu   C  du  diamètre 
.AB  f  d'où  l'on  voie  que  le  diamètre  AB  palTe  par  le 
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point-  d'interfedion  C  des  deux  Afymptotes  ,  &  y  efl 
coupé  en  deux  parties  égales. 

Soit  à  prcfenc  une  ligne  j4  B  qui  pafîant  par  le  point 
•d'interfei^ion  C  des  deux  ATymprotes  ,  rencontre  les 
Hyperboles  oppofées  aux  points  A,  B,  Si  l'on  mené  par 
Je  point  A  la  Tangente -<4  F,  &  à  1  Hyperbole  oppofée 

*  j4rt.  1.67.    une  Tangente  DG  ^  parallèle  à  ^i*',-   il  eft  dair  par 

ce  qu'on  vient  de  prouver  que  la  ligne  A  D  qui  joint 
les  points  d'attouchemens  de  ces  deux  Tangentes  étant 
un  diamètre,  pafTera  par  le  point  d'interfedion  C  des 
Afymptotes.    Klie  fe  confondra  donc  avec  I^  ligne -^5 

*  ^yP'  qui  pafFe  aufli  ^  par  les  deux  mêmes  points  Aj  C  :  c'efè- 

^-dire  ^que  le  point  D  tombera  fur  le  point  B.  C'e/l 
pourquoi  cette  ligne -^5  fera  un  diamètre,  6c  partant 
,coupée  en  deux  parties  égales  au  point  C. 

C    O    K    O    I.    1    A    J    R    E^ 

2.9^.  l)e-la  on  voit  que  d'un  point  donné  au  de- 
dans d'une  Hyperbole  ,  on  ne  peut  mener  qu'un  feul 
diamètre  ;  puifqu'il  n'y  a  qu'une  feule  ligne  qui  puiilb 
pafTer  par  ce  point ,  &  par  le  centrç. 

PROPOSITION     XX. 

Théorème,.. 

Fi  G.  15 }.  2.9^.  L)  A  N  s  les  Hyperboles  oppofées  toute  ordonnés 

M P  N  ^e  part  ^  d'autre  à  un  diamètre  AB  ,  ejî  coupée 
en  deux  également  par  ce  diamètre  au  point  P  :  ce  qui 
.     ejl  réciproque. 

Ayant  fait  pafTer  par  la  ligne  MN  un  plan  Ellipti- 
que ,  il  formera  dans  les  deux  plans  touchans  SA  F, 
S  B  G  ,  deux  Tangentes  af,  bg]  &  la  ligne  ah  qui  joint 
les  points  d'attouchemens  de  ces  deux  Tangentes ,  étant 
la  commune  Section  du  plan  Elliptique  &  du  plan  SA  B, 
pafîera  par  le  point  P,    Or  puifque  par  la  /uppofition 

les 


P/anc/ic  17  ■  r^\"  ■  ^^^ 
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les  deux  lignes  y4  F,  Ai  N,  font  paralièles ,  il  s'enfuie  que 
la  ligne  af  qui  ei\  la  commune  Seu:ion  de  deux  plans  , 
qui  pallenc  par  ces  deux  lignes  ,  (era  parallèle  à  Ai  N. 
Par  la  même  raifon  la  Tangente  b  g  commune  Seîlioa 
du  plan  Elliptique  &  du  plan  touchant  SBG ,  lefquels  paf- 
fent  par  les  deux  parallèles  Ad  N ,  BG  ,  fera  parallèle 
à  Ad  N.  Les  deux  Tangentes  af,  b  g  ,  feront  donc  paral- 
lèles cntr'elles  :  d'où  il  fuit  que  la  ligne  ^  ^  ^  eit  un  *  D^'f-  i }. 
diamètre  de  l'Ellipfe  ;  &  qu'ainfi  la  lign^  Ai  N  ^  efl:  *  Jn.  lîîi. 
divifée  en  deux  parties  égales  au  point  P. 

Maintenant  pour  prouver  la  converfe  ,  on  mènera 
dans  le  plan  des  Hyperboles  ^  deux  Tangentes  AF ,B  G ,  *  Jrt.  i6j, 
parallèles  à  la  ligne  Ad  N  terminée  par  i'Hyperbole  ;  & 
ayant  tiré  par  leurs  points  d'attouchemens  le  diamètre 
jiB  ,  il  eft  clair  félon  la  Définition  quatorzième  ,  que  ce 
diamètre  aura  pour  ordonnée  de  part  &  d'autre  la  ligne 
Ad  N  i  &  qu'ainfi  il  la  coupera  félon  ce  qu'on  vient  de 
démontrer  ,  en  deux  parties  égales  au  point  F.  Or  comme 
il  n'y  a  qu'un  feul  diamètre  ^  qui  puifTe  pafîèr  par  ce  *  -^'t,  1^5. 
point,  il  s'enfuit  que  fi  une  ligne  Aï  N  terminée  par  une 
Hyperbole,  eft  coupée  en  deux  également  en  F  par  un 
diamètre  AB ^  elle  fera  ordonnée  de  parc  &  d'autre  à  ce 
diamètre. 

Corollaire. 

297.  Ue-la  il  eft  évident  que  fi  l'on  mené  deux 
ordonnées  de  part  &  d'autre  Aî P  N ,  O  Ç)R,  a  un  dia- 
mètre AB  ,  on  aura  toujours  ^  MPxP  N.  ou  F  Ad  .  *Jn,t-j<^. 

OQxQRou  qô': .  APxFB.  AQx  QB.  C'eft-k-dire, 
êic. 

PROPOSITION     XXI. 


Tlié 


leoreme. 


298.  Si  par  un  point  quelconçucM  d'une  Hyperbole  f  Fig.  154. 
Pan  mené  une  Tangente  M  F  G  çui  rencontre  deux  autres 
Tangentes  parallèles  A  F ,  B  G ,  aux  points  F,  G  :  je  dis 
çweMRMG::  AF,  BG.  Ce 


202  Livre     Sixième. 

Ayant  mené  deux  plans  Elliptiques  parallèles  qui  paf- 
fent  par  les  Tangentes  AF,B  G  i  ils  formeront  dans  le 
plan  touchant  S MG  deux  Tangentes  HF,hG  ,  paral- 
lèles entr'elles-,  &  le  plan  Elliptique  qui   pafle  par /i  G, 
formera  dans  le  plan  touchant  ^S^i^,  uneTang^'nte  af 
qui  rencontrera  la  Tangente  h  G  au  point  f,  où  la  ligne  FS 
rencontre  ce  plan  Elliptique.    Cela  pofé  ,  les  Tangentes 
af,  B  G  ,  feront  parallèles  entr'elles  ;  puifqu'elles  le  fonc 
*  An.  i.i%.    chacune  à  la  Tangente  AF:  &c  partant  ^  on  aura  BG. 
G  h  ::  af.  fh   (a  caufe  des  triangles  femblables  Shf, 
SHF,ikSaf,SAF,)::AF.FH.  Donc  B  G  AF-.: 
Gh.  FH  (  à  caufe  des  triangles  femblables  MGk,  AiFHj) 
::  M  G.  MF.    Ce  qu'il  falloit  dcmoiitrer. 

Il  eft  vilible  qu'on  peut  tirer  de  cette  Propofîtion  les 
mêmes  Corollaires ,  que  dans  l'Ellipfe  art.  28/  ,  288 ,  2^9 
&c  250,  c'efl:  pourquoi  je  ne  m'amuferai  point  à  les  répéter. 

PROPOSITION     XXII. 


Thé 


èorême. 


■!G.    I  ' 


'55-       299.   Si  tine  ligne  droite  FG  terminée  par  les  Afymp- 
totzs  d'une  Hyperbole ,  la  touche  en  un  point  A.  ;  je  dis  que 
cette  ligne  droite  y  Jcra  coupée  en  deux  parties  égales. 
Soient  menés  par  le  Sommet  S  du  cône  ,  &  par  les  deux 

*  Def.  i^.     Afymptotes  Ci^,  CG,  deux  plans,  lefquels  toucheront  ■^ 

la  furface  Conique  dans  les  cbiés  S  M  y  S  N ,  où  le  plan 
MSN  parallèle  au  plan  Hyperbolique  la  rencontre. 
Soit  mené  un  plan  Elliptique  qui  paife  par  la  droite  F  G} 
il  formera  dans  les  deux  plans  touchans  deux  Tan- 
gentes MF,  NG  ,  &  dans  le  plan  3^S  N  une  ligne 
droite  MN  parallèle  a.  F  G  ,  êc  qui  joint  les  points 
d'attouchemens  de  ces  deux  Tangentes.  Cela  pofé ,  il  eft 

*  Jet.  tç/o.    vifîble  que  la  ligne  FG  ^  eft  coupée  en  deux  parties 

égales  au  point  A;  puifqu'elle  touche  dans  ce  peine 
l'Ellipfe ,  auHi  bien  que  l'Hyperbole. 
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Corollaire     I. 

300.  Comme  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  feule  ligne 
FG  qui  pafiTant  par  un  point  donné  A  au  dedans  d'un 
angle  t'CG ,  &c  étant  terminée  par  fes  côtés,  foit  cou- 
pée en  deux  également  par  ce  point  A  ;  il  s'enfuit  que  fi 
une  ligne  droite  FG  terminée  par  les  Afymptotes  d'une 
Hyperbole,  la  rencontre  en  un  point  y4  qui  la  divife,  cette 
droite  i^  G  deux  parties  égales ,  elle  touchera  l'Hyperbole 
en  ce  point. 

Corollaire       II. 

301.  L)e-la  on  voit  que  pour  mener  d'un  point  don- 
né A  fur  une  Hyperbole  dont  les  Afymptotes  CF^  CG, 
font  données  ,  une  Tangente  Fyî  G  y  il  n'y  a  qu'à  tirer  la 
ligne  AD  parallèle  à  l'une  des  Afymptotes  CG  ,  ôc  ter- 
minée par  l'autre  ;  &  ayant  pris  la  partie  DF  égale  à  CD , 
tirer  la  ligne  FA  G  :  elle  fera  la  Tangente  cherchée.  Car  à 
caufe  des  triangles  femblables  FCG,  F  DA,  la  ligne  FG 

fera  coupée  par  le  milieu  en  Aj  puifque  ^  CF  l'eit  en  D.  *  Hyp, 

Corollaire      III. 

302.  S  I  l'on  joint  deux  points  quelconques  M.^  iV",  Fig.  15(1. 
d'une  Hyperbole  M.  A  N  par  une  ligne  droite  qui  ren- 
contre les  Afymptotes  aux  points  H,  Kj  les  deux  parties 
AlHfNK,  de  cette  droite  renfermées  entre  l'Hyper- 
bole &   les  Afymptotes  ,  feront  égales   entr'elles.    Car 

ayant  mené  par  le  point  F  milieu  de  M  N  ,  le  diamètre 
CP i  &  par  le  point  A  où  ce  diamètre  rencontre  l'Hy- 
perbole,  la  ligne  FG  parallèle  à  iMN ,  &  terminée  par 
les  Afymptotes  :  il  efl:  clair  ^  que  cette  ligne  F  G  fera  *  Jrt.  inS. 
Tanrenteeny^y  &  par  conféquent  ^^  divifée  en  deux  par-  *  Jrf  ^  ^ 
ties  égales  en  ce  point.  D  ou  il  elt  clair,  à  caule  des  trian- 
gles femblables  CA F ,  CFH ,  &  CAG,  CFK,  que 
FH^PKi&c  par  conféquent  MH  =  NK. 

C  c  ij 
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Corollaire     IV, 

FiG.  157.  303.  S  I  dHin  point  donné  A  fur  une  Hyperbole ,  l'on 
tire  deux  droites  j^l  F,  AG ,  terminées  par  fes  Afymp- 
totes  ;  &  que  d'un  autre  point  quelconque  M  de  la 
même  Hyperbole ,  ou  de  fon  oppofée,  on  rire  deux  autres 
droites  MH,  MK ,  terminée  auffi  par  fes  Afymptotes, 
&  parallèles  aux  deux  premières -^ F, -^  G;  je  dis  que 
FAxAG==^HMxMK. 

Gar  i".  Lorfque  les  deux  points^.  M,  tombent  fur  la 
même  Hyperbole;  ayant  joint  ces  deux  points  A,  Af,  par 
une  ligne  droite  qui  rencontre  les  Afymptotes  en  P  &  Q  ,. 
les  triangles  femblables  PAF,  PMH,   &   Q^MK, 
QAG,  donneront  ces  deux  proportions,  A  F.  MH  :; 

An.ioi.  AP.  MP  ^  ::  MQ.  ^  Q>  ::MK.  AG.  ce  qui 
donne,  en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens, 
FAxAG=^HMxMK. 

2^  Lorfque  les  points  A,  M ,  tombent  fur  les  deux 
Hyperboles  oppofces  ;   ayant  mené  par  le  point  donné 
A  ôc  par  le  centre  C,  le  diamètre  A  B ,  &.  tiré  les  droites  ■ 
BD ,  B E  ,  parallèles  à  AF,AG,  &  terminées  par  les- 
mêmes  Afymptotes  ;  il  eft  clair  que  les  triangles  CA  F, 
CBD  ,    &   CAG,  CBE,   feront   femblables  &    de 

-•^rn.2j)4..  plus  égaux  entr'eux ,  puifque  ■¥■  CA±=CB.  C'eft  pour- 
quoi BD=AF,&c  BE  =  AG ;  &  partant  DBxBE 
=FAxAG.  Or  félon  le  cas  précédent  KMxMH 
^DBxBE.  Donc  âumFAxAG=:KMxMH.. 

Av    ER    TIS    S    EM    EN    T,  ■ 

Je  lailTe  les  autres  propriétés  des  Afymptotes,  &z  des- 
Diametres  conjugués,  parce  qu'elles  fe  tirent  de  celles-ci 
fur  le  plan,  comme  l'on  a  fait  dans  le  troifieme  Livre j. 
mon    deiTein    n'étant  ici  que  de  faire    voir    de   quelle 
luiiité    peut    être    la   confidération    du    Solide  ,.   pour 
démontrer  tout  à  la  fois  6c  fans  aucun  ciilcul ,  les  pro- 
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priétés  de  tous  les  Diamètres  ,  des  Tangentes ,  &  des 
Afymptotes  ;  d'où  dépendent  toutes  les  autres.  C'eft 
ce  que  je  crois  avoir  exécuté  d'une  manière  fort  aifée  , 
&  entièrement  nouvelle  ;  puifque  je  ne  me  fuis  point 
fervi  de  lignes  coupées  harmoniquement  ,  comme  ont 
fait  les  Géomètres  Modernes  après  M".  Pafchal  & 
Défargucs  j  ce  qui  les  a  obligés  d'avoir  recours  à  un 
grand  nombre  de  Lemmes  ,  dont  les  démonftrations 
feules  me  paroifTent  auffi  longues  que  celles  de  tout  ce 
Livre.- 


20^ 

LIVRE     SEPTIEME. 

Des  lieux  Géométriques. 

DÉFINITION        I. 

FiG.  158,     O  Oient  deux  droites   inconnues    &   indéterminées 
159.  O^'^ >  ^  ^>  q^i  ^^^^"«^  entr'elles   un  angle  AFM 

donné  ou  pris  à  volonté  ;  &  dont  l'une  AP  que  j'appel- 
lerai toujours  X  ,  aie  un  commencem::nt  fixe  au  point 
A  ,  &  s'éconde  indéfiniment  le  long  d'une  ligne  droite 
donnée  de  pofition  ;  &  l'autre  PM  que  je  nommerai  y, 
en  change  continuellement  ,  &.  foit  toujours  parallèle  à 
elle-même:  c'eft-à-  dire  que  toutes  les  droites  F  M  doi- 
vent être  parallèles  cntr'elles.  Soit  de  plus  une  équation 
qui  ne  renferme  que  ces  deux  inconnues  x  ôc  y  mêlées 
avec  des  connues  ,  &  qui  exprime  la  relation  de  chaque 
indéterminée  A P  (x)  à  fa  correfpondante  PM  (y). 
La  ligne  droite  ou  courbe  qui  pafîe  par  les  extrémités 
de  toutes  les  valeurs  de  y  ,  c'elt-h-dire  ,  par  tous  les 
points  M,  eft  appelle  en  général  un  Lieu  Géomctriquc , 
&  en  particulier  le  Lieu  de  cette  équation. 

F I  G.  158.        Suppofons ,  par  exemple ,  que  l'équation  y=-  doive 

exprimer  toujours  la  relation  de  AP  {x)  àPM(j) 
qui  font  entr'elles  un  angle  donné  ou  pris  à  volonté  APM. 
Ayant  pris  fur  la  ligne  AP  h  partie  AB=a ,  &  de  5 
mené  BE  =  h  parallèle  à  PM  &  du  même  côté  ;  la 
droite  indéfinie  ^Jï  fera  nommée  en  général  un  Lieu 
Géométrique ,  &  en  particulier  le  Lieu  de  cette  équation. 
Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M  la 
droite  MP  parallèle  k  B E  ,  les  triangles  femblables 
AB  E  ,  AP  M  ,  donneront  toujours  cette  proportion, 

AB  {a).  BE  (b)  ::  AP  ix).  PMiy)==^-^.  Et  par- 
tant la  droite  ^  £  eft  le  lieu  de  tous  les  points  M> 
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De  même  Ti  jy  =  aa  —  xx  exprime  la  relation  de  fjc,  wj,. 
L^P  à  PiW,  &  que  l'angle  A? M  foie  droit  ;  la  cir- 
conférence d'un  cercle  qui  a  pour  rayon  la  droite  A  B 
e=a  prife  fur  la  ligne  AP,  fera  appelle  en  général  un 
Lieu  Gcomctriquc  ,  Cx.  en  particulier  le  Lieu  de  cette  équa-  ' 

tion.  Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques 
M,  la  perpendiculaire  MF  (  j)  ,  on  aura  toujours  par  la 

propriété  du  cercle,  FM  (yy)=  D F  xF B  (aa  —  xx) 
en  prenant  BD  pour  le  diamètre  de  ce  cercle.  D'où  l'on 
voit  que  fa  circonférence  eit  le  lieu  de  tous  les  points  M. 

Remarque. 

304.  Si  après  avoir  fuppofé  que  les  PM  tendent  Fig.  158, 
vers  un  certain  côté  de  la  ligne  AB  ,  comme  vers  Q,  151^. 
en  fuppofe  enfuite  qu'elles  tendent  vers  le  côté  oppofé , 
comme  vers  G  ,*  il  faut  remarquer  que  leurs  valeurs 
deviennent  négatives  de  pofitives  qu'elles  étoierjt  ,  & 
qu'ainfi  on  a  pour  lors  F M= — y.  De  même  fi  après 
avoir  fuppofé  que  Ls  points  F  tunibej.c  d'un  certain 
côté  par  rapport  au  y  oint  A,  comme  du  côté  de  Z? ,  on 
fuppofe  enfuite  qu'ils  tombent  du  côté  oppofé ,  comme 
vers  D  i  les  A  F  deviendront  négatives  de  pofitives 
qu'elles  étoicnt ,  &  on  aura  par  conféqueiic  AP=b  —  x. 
Les  pofitives  de  ces  valeurs  s'appellent  aulfi  Valeurs  vraies-^ 
&  les  négatives ,  Valeurs  faujjis.  Or  un  lieu  Géomé- 
trique doit  pafîèr  par  les  extrémités  de  toutes  les  valeurs 
tant  vraies  que  faulFes  de  l'inconnue  j,  qui  répondent  aux 
valeurs  tant  vraies  que  faulFes  de  l'autre  inconnue  x.  Si 
donc  l'on  mené  la  droite  QAG  parallèle  k  F  M  ,  un 
lieu  Géométrique  pourra  fe  trouver  dans  les  quatre  angles 
BA(l,  BAG,  CAD,  DAQ,  comme  dans  le 
fécond  exemple  {fig.  i590>  ^^  feulement  dans  quelques- 
uns  de  ces  angles  comme  dans  le  premier  {fig.  158.). 
Car  fuppofé  dans  le  fécond  exemple,  qu'on  falle  d'abord 
AF=  X ,  &  PM=y ,  en  prenant  le  point  M  fur  le 
quart  QJ  ^  de  la  circonférence  ;  fi  enfuite  le  point  J^ 
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«ftpris  fur  le  quart  GB,  on  aura.  AP=x ,  ôcPM= — y^ 
s'il  eft  pris  far  D  G,  on  aura  AP  =  —  x ,  &  PM  =  — j,- 
&  enfin  s'il  eft  pris  fur  Z)  Q  ,  on  aura  AP= — x  ,  & 
PM=y  i  &  il  viendra  toujours  dans  tous  ces  cas  par  la 
propriété  du  cercle,  la  même  équation  yy=^aa — xx  ,•  parce 
que  les  quarrés  de  +y  &  de  +  v  font  les  mêmes  dans  tous 
ces  cas,  fçavoiryy  6c  xx.  De  même  dans  le  premier  exem- 
ple, fi  en  prenant  d'abord  le  point  M à\i  côté  de  E  lurAE, 
dans  l'angle  QAP,  on  fait  AP=x,  &  PM=y  ;  ce 
point  M.  pris  enfuite  fur  EA  prolongée  du  côté  de  A 
dans  l'angle  GAD  ,  donnera  ^P-=  —  x,  &  P M= — yf 
&  à  caufe  des  triangles  femblables -^^Z",  ^PtW,  on 
formera  cette  proportion  AB  (a).  BE  {b)  :  :  AP  ( — x). 

PM  ( — y)  = — —  ;  &  partant  j  s=  -^' ,  qui  eft  la  même 

équation  que  l'on  trouve  en  fuppofant  que  le  point  M 
.tombe  dans  l'angle  BA  Q. 

Avertisse  MENTo 

Lorfqu'il  s'agira  dans  la  fuite  de  conftruire  le  lieu  d'une 
équation  donnée  ,  on  fuppofera  toujours  que  AP  (x)  & 
P  M  {y)  foient  pofitives  ,  c'eft-à-dire  que  tous  les 
points  M  tombent  dans  le  même  angle  BAQ.  Et  on 
prendra  pour  le  lieu  de  l'équation  donnée  la  portion  du 
lieu  qui  fera  renfermée  dans  cet  angle. 

Définition     II. 

Les  anciens  Géomètres  ont  appelle  Lieux  plans,  ceux 
qui  font  des  lignes  droites  ,  ou  des  cercles  ;  Solides ,  ceux 
qui  font  des  Paraboles  ,  des  Ellipfes ,  ou  des  Hyper- 
boles. Mais  les  Modernes  diftribuent  les  lieux  Géomé- 
triques en  différens  degrés  :  ils  comprennent  fous  le  pre- 
mier tous  ceux  où  les  inconnues  x  &  y  n'ont  qu'une 
dimenfion  dans  leurs  équations  ;  fous  le  fécond,  tous  ceux 
où  elles  n'en  ont  que  deux  ;  fous  le  troifieme  ,  tous  ceux 
cù  elles  n'en  ont  que  trois  j   &  ainfi  de  fuite,    .Où  l'on 

doic 
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<3oît  obfcrver  que  les  inconnues  x  &  y  ne  fe  doivent 
point  multiplier  l'une  l'autre  dans  le  premier  degré  ; 
qu'elles  ne  doivent  faire  au  plus  enfemble  qu'un  pro- 
duit de  deux  dimenfions  xy  dans  le  fécond  ,  un  de  trois 
xxy  ou  xyy  dans  le  troifieme ,  &c. 

DÉFINITION   III. 

Les  termes  de  l'équation  d'un  lieu  ,  font  regardés 
comme  diitérens  entr'eux  lorfque  l'une  ou  l'autre  des 
inconnues  x  <Sc  j  ,  ou  toutes  les  deux  jointes  enfemble 
s'y  .trouvent  avec  différentes  dimenfions.    Ainfi  dans  le 

premier  degré  fi  l'on  propofe  l'équation  y —  —  -\-c=o, 
les  termes  y  ,  m^  — ,  c ,  feront  différcns  j  <Sc  de  même 
dans  le  fécond ,  fi  l'on  propofoit  y  y  -+-  —^  —  2  cy  —  — 
-}-gx-i-hx — hh-\-îl=o, les  termes  jj,  — ^,  —  2cy, 
. — .  — ,  gx-i~hx , — hh-\-ll,  feroient  chacun  difFérens. 

Avertissement. 

Te  n'expliquerai  ici  en  détail  que  les  lieux  du  pre- 
mier &  du  fécond  degré  ;  ce  que  j'en  dirai  donnera 
beaucoup  d'ouverture  pour  conftruire  des  lieux  plus 
compofés  dans  les  cas  particuliers  qui  fe  peuvent  ren- 
contrer :  on  en  trouvera  même  quelques  exemples  dans 
la  fuite.  Mon  defîein  eft  donc  de  donner  dans  ce  Livre 
une  méthode  générale  pour  conftruire  les  lieux  du  pre- 
mier &  du  fécond  degré ,  leurs  équations  étant  données  ; 
&  de  faire  voir  que  le  premier  ne  renferme  que  la 
ligne  droite  ;  &  que  le  fécond  ne  renferme  de  même  que 
la  Parabole ,  l'Ellipfe  ôc  le  Cercle ,  l'Hyperbole  &  les 
Hyperboles  oppofées. 

Dd 
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Demande. 

30^.  On  demande  qu'on  puifTe  réduire  fous  une 
fraftion  fimple  &  abrégée  ,  toute  quantité  littérale  don- 
née ,  Ti  compofée  qu'elle  puiffe  être. 

On  demande  par  exemple,  1°,  Qu'on  puiÏÏe  prendre 

une  fraaion  fimple ^  =  '-g]f  -+" ^  ,  oà  les  lettres  a,c, 

f,g,  marquent  des  lignes   données.     2^   Qu  on   puiUe 

trouver  une  feule  ligne  droite  s  =  ^^^,  où  les  lignes 

droites  a,b,c,c,f,§,  font  données.   3°.  Qu'on  puifle 

trouver  un  quarré  tt  =  ss tJ^r^  °"-  '"    ^ 

a,b,c,e,f,  h,s  ,  font  données  ;    de  forte  qu'on  aie 

fon  côté  t=Vss—'-^~^-.    On  enfeignera  au  com- 
mencement du  huitième  Livre  comment  cela  fe  faic 

PROPOSITION     I. 

Problême. 

301^.  Construire  tout  lieu  du  premier  éegré ,  fait 
équation  étant  donnée^ 

Lorfque  les  inconnues  x  6c  y  n'ont  qu'une  dimenfion 
dans  l'équation  propofée ,  &  que  leur  produit  xy  ne  s'y 
rencontre  point  -,  le  lieu  de  cette  équation  fera  toujours 
une  ligne  droite  ,  &  on  la  réduira  à  l'une  des  quatre 
formules  fuivantes. 

dans  lefquelles  on  fuppofe  que  l'inconnue  y  foit  délivrée 

de  fradions  ,  &   que  la   fradion  qui  multiplie  l'autre 

'Jrtl^os.    inconnue  x  foit  réduite  ^  fous  cette  expreffion  -  ,  &  tous 

les  termes  connus  fous  cette  autre  c. 

Les  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  la  défim- 
tion  première ,  on  conftruira  les  lieux  des  trois  dernières 


» 
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formules  de  la  manière  qui  fuit  ;  car  pour  le  lieu  de  la 
première  ,  on  l'a  déjà  conftruit  dans  cette  définition. 

Pour    conftruire    le    lieu    de    la    féconde    formule  Pic.  kTo. 

y  =  —  -h  c ,  on  prendra  fur  la  ligne  ^P  la  partie  AB^=:a  ; 

&  ayant  mené  les  droites  BE=h,  AD=c,  parallèles  k  PM 
&  du  même  côté,  on  tirera  la  ligne  AE  indéfinie  du  côte 
de  E,  &  la  droite  indéfinie  DM  parallèle  kAE.  Je  dis  que 
cette  ligne  DiVf  renfermée  dans  l'angle  PA  Q  fait  par  la 
ligne  J4 P  &  par  la  droite  A  Q  menée  parallèlement  à 
P  M  &  du  même  côté  ,  fera  le  lieu  de  cette  équation 
ou  formule.  Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quel- 
conques M  la  ligne  MP  parallèle  a  .^  Q  &  qui  ren- 
contre AE  en  Fj  les  triangles  femblables  ABE ,  APF, 

àonncront  A B  (a).  BE  (^b)::  A P(x).  PF=''-^.  Et 
partant  PM(y)=^PF  (^^)  -hFM(c), 

Le  lieu  de  la  troifieme  formule  j=  —  — c  fe  conftruit  Fi«.  i^i, 

en  cette  forte.  Ayant  pris  AB^a  ,  &  mené  les  droites 
BE=b,  AD=c,  parallèles  à  PM;  fcavoir  BE  du  même 
côté  que  A  Q^,  ôc  AD  du  côté  oppofé  ;  on  tirera  par  les 
points  A,  E,  la  droite  AE  indéfinie  du  côté  de  E,  &  par  le 
point  D  la  ligne  i^ M  parallèle  k^^",  &  qui  rencontre 
AP  en  G.  Je  dis  que  la  droite  indéfinie  G  M  renfer- 
mée dans  l'angle  PA  Q  ,  fera  le  lieu  qu'on  cherche.    Car 

on  aura  toujours  PM  (y)  ==PF  (^)  -^FM(c). 

Enfin  pour  avoir  le   lieu  de   la  quatrième  formule  p^^^  j^^^ 

y=c — -^.  Ayant  pris  fur  u4P  la  partie  AB=a,  &  mené 

les  droites  BE=b,  AD=c,  parallèles  k  PM  ;  fcavoir,  BE 
du  côté  oppofé,  &c  AD  du  même  côté  que  AQ^on  tirera 
par  les  points  A  ,E ,  la  ligne -^.E"  indéfinie  du  coté  de  JS", 
&  par  le  point  D  la  ligne  Dilf  parallèle  a  AE ,  &  qui 
rencontre  en  G  la  ligne  A  P.  Je  dis  que  la  droite  D  G 
renfermée  dans  l'angle  PAQ^,  fera  le  lieu  cherché.  Car 
ayant  mené  d'un  de  (es  points  quelconques  M  la  ligne 

Ddij 
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MP  parallèle  k  u4Q,  &  qui  rencontre  AE  cnF,  en 

aura  toujours  P M (y)=FM (c)  —  P F  Qf^, 

Si  l'inconnue  x  n'efl;  multipliée  par  aucune  f'railion  ,  les 
quatre  formules  précédentes  fe  changeront  en  celles-ci. 

lo.  y=x  ,  2".  y=x-hc,  y.y=x — c,  4°.  j=c — x, 
lefquelles  fe  conftruifent  de  la  même  manière  ,  en  obfer- 
vant  de  prendre  la  droite  B  E  égale  k  u4B  que  l'oa 
prend  de  telle  grandeur  qu'on  veut* 

E.   E    M    A    R    Q    tr    EV 

307.  1 L  peut  arriver  que  l'équation  foit  un  lieu  k 
la  ligne  droite  ,  quoiqu'elle  ne  renferme  qu'une  des  in- 
connues X  ou  j  i  ce  qui  donne  encore  ces  deux  nou-- 
velles  formules,  J==t: ,  &  x=c. 

îîG.  163.  Pour  conftruire  la  première  formule  j=c.  Lesmêmes 

choies  étant  toujours  pofées  que  dans  la  définition  pre- 
mière, on  mènera  par  le  point  fixe  ji ,  la  droite^ 2^=  c 
parallèle  k  P M  Ôc  du  même  côté,  on  tirera  enfuite  h. 
droite  indéfinie  DM  parallèle  à  yiP  :  je  dis  que  cette  ligne. 
DM  fera  le  lieu  de  l'équation  propofée.  Car  ayant  mené 
d'un  de  fes  points  quelconques  M  la  droite  MP  parallèle  à 
ylD ,  il  eft  clair  qu'on  aura  toujours  PM(y).  =AD  (c). 

ItG.  1.64.  Pour  conftruire  la  féconde  formule  x  =  c.  Ayant  pris 
jâP=c,  on  tirera  la  droite  indéfinie  PM  qui  faffe: 
avec  u4 P  l'angle  ^P M  donné  ou  pris  à  volonté:  j,e 
dis  qu'elle  fera  le  lieu  de  tous  les  points  M.  Car  ayant 
mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M,  la  droite  M  Q- 
parallèle  k  APy  èc  qui  rencontre  au  point  Q  l'indéfinie 
yî  Q  parallèle  k  Pikfy  il  efl  clair  qu'on  aura  toujours. 
MQ  OM  A  P  (x)=c  ,  de  quelque  grandeur  que  l'on^ 
puilTe  prendre  P  M(y), 

Avertissement. 

Je  crois  qu'il  eft  a.  propos,  pour  éclairer l'efp rit  des 
Xedeurs  ,  de  leur  donner  une  idée  de  la  méthode  dont 
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J2  vais  me  fervir  pour  la  conftru6lion  des  lieux  du 
fécond  degré.  Elle  confifte  à  conftruire  d'abord  une 
Parabole  enforte  que  l'équation  qui  en  exprime  la  nature  ! 

loit  la  plus  compofée  qu'il  fe  puiiTe  ,  de  faire  enfuite 
la  même  chofe  dans  l'Ellipfe  ,  &  dans  l'Hyperbole  rap- 
portée à  fes  diamètres  &  confîdérée  entre  les  afymptotes; 
te  qui  fournie  des  équations  ou  formules  générales. 
J'examine  ce  qu'elles  ont  chacune  de  particulier  ,  afin 
qu'une  équation  étant  propofée  ,  je  puifTe  connoîrre  à 
laquelle  de  ces  formules  elle  doit  être  rapportée  ;  & 
comparant  enfuite  tous  fes  termes  avec  ceux  de  la  for- 
mule, j'en  tire  la  conftruiSlion  du  lieu  de  cette  équation, 
en  obfervant  certaines  remarques  qui  fervent  pour  toutes 
les  formules.  Tout  ceci  s'éclaircira  parfaitement  dans  le? 
Lemmes  &  Propofitions  qui  fuivent. 

LEMME    FONDAMENTAL. 
Pour  la  conjlruclion  des  lieux  à  la  Farabole, 

308.   Soient  comme  dans  la  première  définition  Fig.  x6^\ 
deux  lignes  droites  inconnues  &;  indéterminées  ^  P  (  x  ) ,       i  <î^» 
PAf  (y)j  &  foient  de  plus  des  lignes  droites  données 
m  i  ti,  p  ,r ,  s.  Cela  pofé  , 

i".  On  prendra  fur  la  ligne -^P,  la  partiel  il = m, •  ^ta.  Kîji 
ayant  mené  les  droites  B£=n,AD^ry  parallèles  k 
Pikf  &  du  même  côté  ,  on  tirera  par  le  point  vi  la 
droite ^^  que  j'appelle  e,  &  par  le  point  D  la  droite  indé- 
finie D  G  parallèle  à  ^^;  fur  laquelle  DG  ayant  pris  la 
partie  DC  =  s  du  côté  de  P  M,  on  décrira  •¥■  du  dia-  *  Art,  lii^ 
mètre  CG  qui  ait  pour  paramètre  CH=>p,  &  pour 
ordonnées  des  droites  parallèles  a  P  M ,  une  Parabole 
CM  qui  s'étende  du  même  côté  que  yiP.  Je  dis  que 
fa  portion  renfermée  dans  l'angle  P^JD ,  fait  par  la 
ligne  AP ,  &  par  une  ligne  A  D  menée  par  le  point  fixe 
A  parallèlement  à  P  M  &  du  même  côté  ,  eft  le  liea- 
de  l'équation  ou  formule  fuivaiite^ 
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i.n  nn  tnr 

Y  Y xy-\ XX — zryn x-hrr=o. 

J  J  m      •'  mm  "  m 


m 


x-\-ps. 


Car  ayant  mené  d'un  des  points  quelconques  3ï  de 
cette  portion  de  Parabole,  la  ligne  MP  qui  fafîe  avec  AP 
l'angle  donné  ou  pris  k  volonté  APM.,  &  qui  rencontre  les 
parallèles  AE,  DG,  aux  points  F,  G  ;  les  triangles  fembla- 
bles  ABE  ,  APF ,  donneront  ces  deux  proportions,  AB 

(m).  AE  (e)  :  :  AP  {x).  AF on  DG='£.  Et  AB{m). 

BE(n)  ::  AP(x).  PF  =  '^.  Et  par  conféquent  CM 

ou  PM—PF—FG:=y—"-£  —  r,  &  CG  ou  DG~DC 

*  j^rt.  lo.  =  -  —  J.  Or  la  Parabole  donne  ^  GM  =  CGx  CH, 

laquelle  équation  fe  change  en  la  précédente  en  mettant 
pour  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques.   Donc,  &c. 

Fjg.  \GG.  2°.  On  mènera  par  le  point  ûxc  A ,  une  ligne  droite 
indéfinie  A  Q  parallèle  k  PM  ôc  du  même  côté  ;  & 
ayant  pris  fur  cette  ligne  la  partie  AB=m  ^  on  tirera 
B E  =  n  parallèle  à  -^P  &  du  même  côté  que  PM y  ôc 
par  les  points  déterminés  A,  E ,  la  ligne  A  E  que  j'ap- 
pelle £  ,'  &  ayant  pris  fur  AP  h  partie  AD=^r  du 
même  côté  que  PM,  on  tirera  la  droite  indéfinie  DG 
parallèle  k  A  E ,  fur  laquelle  on  prendra  la  partie  D  C=s 

*  Art.  iC\.  aufli  du  même  côté  de  P M.  On  décrira  enfuite  ^  da 
diamètre  CG  qui  ait  pour  paramètre  CH=p  ,  &  pour 
ordonnées  des  droites  parallèles  a.  AP ,  une  Parabole 
CJil  qui  s'étende  du  même  côté  que  A  Q.  Je  dis  que 
fa  portion  renfermée  dans  l'angle  B AP  ^  fera  le  lieu 
de  cette  féconde  équation  ou  formule. 

tn  nn  .     z«r        . 

XX- yxH yy — zrx-\ y--4^rr=o, 

m  •'  mm  J  ''  m    •' 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M , 
la  ligne  ikjTQ  parallèle  à -4  P ,  &  qui  rencontre  les  parai- 
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lèles  AE,  D  G ,  aux  points  jP,  G;  les  triangles  fem- 
blables  ^5 jE", -^  Qi^,  donneront  ces  deux  proportions, 
AB{m).  AE(c)::  A  Q  oa  PM{y).AF  ou  D  G 

^'-^.  Et  A  B  {m).  BE(n)::  A  Q{y).QF^'^.  Ec 
par  conféquent  GM ou  QM~ QF—FG =x  —  ^—.r, 
&  CG  ou  DG  —  D  C=  ^  —  s.  Or  la  Parabole  donne 
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GM  ==:CGxCH ,  laquelle  équation  fe  change  en  la 
précédente  en  mettant  pour  ces  lignes  leurs  valeurs 
analytiques.  Donc,  &c. 

Corollaire. 

309.  1 L  eft  clair  1°.  Que  dans  la  première  de  ces 
équations  ou  formules  ,  le  quarré  y  y  fe  trouve  fans 
fradion  ,  &  que  dans  la  féconde  c'efl  le  quarré  x  x. 
Z°.  Que  dans  ces  deux  formules  les  deux  quarrés  yy 
&  XX  s'y  trouvent  avec  les  mêmes  lignes  ,  enforte  que 

le  quarré  —  de  la  moitié  de  la  fradion  —  qui  multi- 
plie le  plan  xy,  multiplie  l'un  des  quarrés  xx  ou  yy^ 
d'où  il  fuit  que  fi  le  plan  xy  ne  le  rencontrok  point 
dans  Tune  ou  l'autre  de  ces  deux  formules ,  le  quarré 

'UU'Jl  ou  — ^-  ne  s'y  rencontreroic  point  non  plus  ,  puif- 
qu'alors  la  fradion  donnée  ^  feroit  nulle. 


PROPOSITION     II. 

Problême. 

310.  v>ONSTRUiRE  Ic  Ucu  d'uiîc  iquaûon  donnésy 
dans  laquelle  le  plan  xy  nefe  rencontrant  point ,  il  n'y  a 
qu'un  des  deux  quarrés  x  x  6*  y  y  ;  ou  bien  le  plan  x  y  s'y 
rencontrant ,  les  deux  quarrés  xx  &  y  y  s'y  rencontrent 
aujji  avec  les   menus  Jigncs  ,    enjbrte    que   le    quarri 
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de  la  moitié  de  lafraclion  qui  multiplie  xj ,  foit  égal  à 
celle  qui  multiplie  le  quarré  de  l'une  des  inconnues.    On 
Juppofe  toujours  qu'il  y  ait  un  des  quarrés  xx  ou  y  y 
qui  f oit  délivré  de  f radions. 

On  comparera  chaque  terme  de  l'équation  donnée  , 
avec  celui  qui  lui  répond  dans  la  première  formule  du 
Lemme  précédent,  fi  le  quarré  y  y  s'y  rencontre  fans 
fraction  ;  ou  avec  celui  qui  lui  répond  dans  la  féconde 
formule  ,  lorfque  c'clt  le  quarré  xx.  On  tirera  enfuite 
de  la  compai'aifon  de  ces  termes  ,  des  valeurs  des  quan- 
tités m,  n, p,  r ,  s,  par  le  moyen  defquelles  on  décrira 
comme  l'on  a  enfeigné  dans  le  Lcmme  (  en  fe  fervant 
des  deux  Remarques  fuivances)  une  Parabole  qui  fera 
le  lieu  cherché. 

Remarque     T. 

311.  1°.  On  prendra  pour  AB  (m)  telle  grandeur 
pofitive  que  l'on  voudra,  2°.  Les  lignes  AB  (m),  BE 
(n)  étant  données  ,  la  ligne  AE  (e)  l'eft  auffi  puifque 
Tangle  AB  E  eft  donné.  3».  Lorfque  n  =  o  ^  la  ligne 
A  E  tombe  fur  AB ,  c'eft-à-dire ,  fur  AP  dans  la  conf- 
truélion  de  la  première  formule,  &  fur  ^  Q  dans  celle  de 
la  féconde  :  alors  on  aura  AB  {m)  =  AE  {e) ,  puifque  les 
points  BfE,  fe  confondront  alors  enfemble.  4°.  Lorfque 
la  valeur  de  l'une  des  quantités  «,  r,  5,  eft  négative,  il  faut 
prendre  ou  mener  la  ligne  qu'elle  exprime  du  côté 
oppofé  à  celui  dt  P  M  ;  au  lieu  qu'il  la  faut  mener  du 
même  côté  ,  comme  l'on  a  fait  dans  le  Lemme ,  lorf- 
qu'elle  eft  pofitive. 

Remarque     II, 

312.  S'il  arrive  que  la  valeur  du  paramètre  CH. 
(p)  foit  négative  ,  il  faudra  que  la  Parabole  s'étende 
du  côté  oppofé  à  celui  du  Lemme  :  c'eft-à-dire ,  du  coté 
oppofé  à  celui  vers  lequel  s'étend  l'indéterminée  A  P 
dans  la  conftru(^ion  de  la  premiçre  formule ,  &  l'index 

tçriTiinéç 
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terminée^  Q  dans  celle  de  la  féconde.  Tout  ceci  s'éclair- 
cira  parfaicement  par  les  Exemples  qui  fuivent. 

Exemple     I. 

313.  Soit  yy — zay — ^x-i-cc  =  o  l'équation    * 
donnée,  dont  il  faut  conltruire  le  lieu. 

Comme  le  quarré  jy  fe  trouve  ici  fans  fra6tion,je  choifts 
la  première  formule  ^  du  Lemme  ,  de  laquelle  comparant  *  -^'T.  î<>^- 
chaque  terme  avec  celui  qui  lui  répond  dans  la  propofée ,  "•  '• 

j'ai  1  °.  —  =  0 ,  parce  que  le  pian  xy  ne  fe  rencontrant  point 

dans  la  propofée,on  doit  regarder  ce  plan  comme  étant 

multiplié  par  zéro  ;  d'où  je  tire  n  =  o ,  èi.  par  conféquent  ^  *  Art.  311. 

m=c  :  c'eft  pourquoi  effaçant  dans  la  formule  tous  les 

termes  où  —  fe  rencontre ,  &  mettant  au  lieu  de  e  fa 

valeur  /n,  je  trouve  y  y — iry — px-\-rr-\-ps  =  o. 
2"^.  La  comparaifon  des  termes  correfpondans  —  2  r  j  & 
—  zay  donne  r=a.  3"'.  Celle  de — pxôc — ^x  fournit 
p  =  b.  4^.  Celle  des  termes  où  les  inconnues  x  &  j.ne 
fe  trouvent  point,  donne  enfin  rr-\-ps  =  cc  ,  d'où  ea 

mettant  pour  r&zp  leurs  valeurs  a  &cl^ ,  je  tire  s  =  '-^~  , 

qui  eft  une  valeur  négative  lorfque  a  furpafle  c,  comme 

on  le   fuppofe  ici.    Je  n'ai  point  comparé  les  premiers 

termes  y  y  &  yy  entr'eux  ;  parce  qu'étant  précifément 

les  mêmes,  cela  ne  feroit  rien  connoîcre.  Or  les  valeurs 

de  n ,  r ,  p ,  s ,  étant  ainfi  déterminées,  je  conftruis  le  ^     . 

lieu  en  me  fervant  de  la  conftruction  ^  de  la  formule  >  ^  „  n  '  ' 

obfervant  ce  qu'il  y  a  dans  la  première  *  Remarque  en  *  ^^t.  3  n. 

cette  forte. 

Puifque  B  E  (n)  =  o ,  les  points  B  ,E  ,{'e  confondent , 
&  la  ligne  AE  tombe   *  (uv  AP  ;  c'eft  pourquoi  je  *  Art.  jn. 
mené  d'abord  par  le  point  fixe ^  la  ligne  AD  (r)  =  a  Fig.  167. 
parallèle  à  P  M ,  &  du  même  côté  ,  parce  que  fa  valeur 
eft  pofitive.  Je  tire  enfuite  D  G  parallèle  a.  AP ,  fur  la- 
quelle je  prends  D C=^-^^^  = —  s  du  côté  oppofé  à 

Ee 
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B. 


FM;  parce  que  s=  —7—  *  <î'^i  ett  une  valeur  négarive. 

*  Art.  161.  Je  décris  enfin  ■¥•  du  diamètre  CG  (qui  ait  pour  paramètre 
la  lionne  CH  {p)  =  b ,  &  pour  ordonnées  des  droites 
parallèles  à  P  M)  une  Parabole  5  Ôc  je  dis  que  Tes  deux 
•  portions  OMM,R  MS,  renfermées  dans  l'angle  PA  O 
fait  par  A  P  ôc  par  la  ligne  A  O  menée  parallèlement 
à  P  M  ôc  du  même  côté  ,  fera  le  lieu  de  l'équation 
donnée. 

Car  menant  d'un  de  leurs  points  quelconques  M ,  la 
ligne  Tkf  P  qui  fafFe  avec  A  P  l'angle  donné  ou  pris  à 
volonté  AP  M,  ôc  qui  rencontre  D  G  au  point  G;  on 
aura  GM^^y — a  ,  ou  GM=a — y  ,  félon  que  le  point il4^ 
tombera  au-defTus  ou  au-  delTous  du  diamètre  CG  ;  &  CG  ou 

*  Jrc.  }ç)^      D  G-\-  CD=x  H-  ^^^r—  ;  &  partant  ^  par  la  propriété 

de  la  Parabole,  G'M  (y y — iay-]-aa)  =  CGxCH 
{bx-\-aa  —  ce)  ,  c'efl-à-dire  jj  —  lay  —  bx-\~cc=Oj, 
qui  eft  l'équation  donnée.  Donc ,  &c 

Remarque. 

314,  01  l'on  prolonge-^  O  de  l'autre  côté  de  A  vers- 
X ,  il  faut  remarquer  , 

1°.  Que  la  portion  indéfinie  SMde  la  Parabole,  renfer- 
mée dans  l'angle  SA  X ,  fera  le  lieu  de  toutes  les  valeurs 
faufles  &  de  l'inconnue  y,  qui  répondent  aux  valeurs  vraies 
de  l'autre  iuconnue  x  dans  l'équation  donnée.  En  effet , 
fi  l'on  prend  AP  plus  grande  que  AS ,  ôc  qu'on  mené 
P  M  parallèle  zAX,  Ôc  du  même  côté,  laquelle  rencon- 
'An.  J04.  tre  la  portion  S  M  en  M  j  l'on  aura  ^  P  J\d=: — j,  & 
partant  la  droite  GyW'ou  GP-+-PM=a  —  y  ,  &  orv 
retrouvera  par  la  propriété  de  la  Parabole  comme  ci-deffus 
l'équation  donnée. 

2.°.  Que  la  portion  R  CO  de  cette  Parabole ,  qui  tombe 
dans  l'angle  TA  O  oppofé  au  fommet  à  l'angle  SAX , 
fera  le  lieu  de  toutes  les  valeurs  vraies  de  l'inconnue  y 
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,<3ans  l'équation  donnée ,  qui  répondent  aux  valeurs  fauf- 
fes  de  l'autre  inconnue  x  y  car  faiflmt  ^  AF.=  —  x  ,  on  *  Art.  J04. 
retrouvera  encore  l'équation  donnée. 

3°.  Que  s'il  tomboit  une  portion  de  cette  Parabole 
dans  l'angle  TA  X  oppofé  au  fommet  à  l'angle  PAO  y 
elle  feroit  le  lieu  des  valeurs  faulFes  de  l'inconnue  y ,  qui 
répondroient  aux  valeurs  faulTes  de  l'autre  inconnue  x. 
De  forte  que  cette  Parabole  eft  le  lieu  complet  de  toutes 
les  valeurs  tant  vraies  que  fauflcs  de  l'inconnue  y,  qui 
répondent  à  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  fauffes  de 
l'autre  inconnue  x  ,  dans  l'équation  donnée  y  y — za.y 
■ — 6x-\-cc<=o. 

D'où  l'on  voit  que  dans  cet  Exemple  il  y  a  deux  va- 
leurs vraies  P M,  P  AI,  de  l'inconnue  y  ,  qui  répondent 
à  la  même  valeur  vraie  A  P  de  l'autre  inconnue  x  , 
îorfque  cette  ligne  ^P  eft  moindre  que-^iV;  qu'il  y  a 
une  valeur  vraie  P  M ,  6c  une  fauffe  — P  AI ,  Iorfque 
AP  furpafîe  AS  ;  qu'il  n'y  a  qu'une  valeur  vraie  Sl^ 
de  y  ,  l'autre  étant  nulle  ou  zéro ,  Iorfque  AP=AS} 
qu'il  y  a  deux  valeurs  vraies  P  Al,  P  AI,  de  l'inconnue  j, 
qui  répondent  à  la  même  valeur  faufTe  — AP  de  l'in- 
connue X  ,  Iorfque  AP  ci\  moindre  que  AT  j  que  ces 
deux  valeurs  deviennent  égales  chacune  à  la  Tangente 
7^ C,  Iorfque  AP=AT;  &  qu'enfin  fi  l'on  prenoit 
AP  ( — ■  x)  plus  grande  que  AT,  comme  l'appliquée 
P  Ad  ne  rencontreroit  alors  la  Parabole  en  aucun  point , 
il  s'enfuivroit  qu'il  n'y  auroit  aucune  valeur  vraie  ou 
faufTe  de  l'inconnue  y ,  qui  pût  répondre  à  cette  valeur 
faufTe — AP  de  l'autre  inconnue  x  :  c'eft-k-dire  que 
Jes  valeurs  de  l'inconnue  y  deviendroient  en  ce  cas 
imaginaires. 

Tout  ceci  fe  doit  entendre  de  la  même  manière  dans 
tous  les  autres  Exemples  qui  fuivent ,  tant  dans  la  Para- 
bole que  dans  les  autres  Serions  Coniques  :  de  forte 
que  la  Seétion  Conique  qu'on  tiouvera  ,  fera  non-feule- 
ment le  lieu  de  toutes  les  valeurs  vraies  de  l'inconnue  y 
par  rapport  aux  vajeurs  vraies  de  l'autre  inconnue  x  ,• 

Eeij 
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mais  auflî  celui  de  toutes  les  valeur';  tant  vraies  qcve 
faufTes  de  l'inconnue  y  par  rapport  aux  valeurs  tant 
vraies  que  faufTes  de  l'autre  inconnue  x. 

Exemple     II. 

315.  Soi"^  l'équation  donnée  jy-+-  —  xy-^ — '-  xx 

-+■  2cy — bx  -|-cc  =  o,  dont  il  faille  conftruire  le  lieu. 

Comme  le  quarré  y  y  eft  ici  fans  fradion  ,  je  choifîs 

de  même  que  dans  TExempIe  précédent ,  la   première 

Jrt.  jeS.    formule  *  du  Lemme  ;.  &  j'ai  par  la  comparaifon  de  Tes 

termes  avec  ceux  qui  leur  répondent  dans  la  propofée, 

*  Jrt.  î  1 1.    !'>.—  =  —  —;  d'où  en  faifant  ^  in=:a,  je  tire  n  = — A 

2°.—  =  —  ;  d'où  il  vient,  comme  ci-deiFus  ,  n=—h 

mm  ad^  '  '  " 

3°.  r=  — r.  4°.  ^=:^^=-^y  &  partant  p^±t}t ^ 

en  mettant  pour  m,  n,  r,  leurs  valeurs  a,  — b, — c. 
5°.  rr-\-ps=^£c,  cequidonne  ^  =  0  ,  en  mettant  pour 
rr  fa  valeur  ce.  Or  ces  valeurs  àe  m,n,  r,p  ^s ,  étant 
ainfi  déterminées,   [e  conftruis  le  lieu  de  cette  équation 

•  Jn.  308.  en  me  fervant  de  la  conltrudion  *  de  la  première  formule 
«.I-  en  cette  forte. 

Fi  G.  16S.  Ayant  pris  fur  la  ligne  yiP  h  partie  ^B  (m)=:a,  je 
mené  les  droites  BE=:b:= — n,  AD  =  c=  —  r  pa- 
rallèles à  P  M,  &c  du  côté  oppofé  ,  parce  que  «  =  —  b 
&  r= — c  qui  font  des  valeurs  négatives.  Je  tire  enfuite 
par  les  points  déterminés  A,  E ,  la  ligne  A E  (e)  qui  eft 
donnée ,  &  par  le  point  D  la  ligne  D  G  parallèle  à  AE. 
Cela  fait ,  comme  D  C  (s)  eft  nulle  ou  zéro,  le  point  C 
*Jn.  16 j.    tombe  fur  D  j  c'eft  pourquoi  je  décris  ^  du  diamètre 

Z>  G  (qui  ait  pour  paramètre  DU  (/7)  =  — t^-,  &  pour 

ordonnées  des  droites  parallèles  à  P  M)  une  Parabole  ; 
ôc  je  dis  que  fa  portion  O M  renfermée  dans  l'angle 
PA  H ,  où  l'on  fuppofe  que  doivent  tomber  tous  les 
points  M,  fera  le  lieu  de  l'équaiion  donnée. 


A        P  P 


-— T7 
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Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  A4 , 
la  ligne  MF  qui  fafle  avec  A  F  l'angle  donné  ou  pris 
k  volonté  APM,  &.  qui  rencontre  les  parallèles  AE , 
■T)  G  ,  aux  points  jF,  G  j  les  triangles  femblables  A  B E  y 
AFF,    donneront   ces  deux  proportions,    AB  (u). 

AE(e)::AF{x).  AF  ou  DG='^.  Et  AB  (a). 
BE(b)::AF  (x).  PF='-^.  Et  par  conféquent  G  M 
ou  PiW-{-PF-t-FG'=j-f-  ^-hc.  Or  par  la  propriété*  *  ^rt.  i^. 
de  la  Parabole ,  'G~M  =GDxDH  ,  c'eft-à-dire,  en 

mettant  les  valeurs  analytiques  ,   jy  "+"  ~  ^JH •^•* 

-t-2cj  —  b x-\- ce  =0.  Donc,  ècc. 

Remarqu     e     I. 

^16.  Si  la  ligne  A  F  ne  coupoit  point  la  Parabole,  Fig.  i<?8. 
mais  qu'elle  la  touchât  ou  qu'elle  tombât  toute  entière 
au  dehors ,  il  s'enfuivroit  qu'aucun  des  points  cherchés 
ikf  ne  pourroit  tomber  dans  l'angle  FAH ,  comme 
l'on  avoir  fuppofé  en  faifant  la  conltruclion  ;  &  qu'ainfi 
il  n'y  auroit  aucune  valeur  vraie  de  l'inconnue  y  qui 
répondît  à  une  valeur  vraie  de  l'autre  inconnue  x  ,  de 
quelque  grandeur  qu'elle  pût  être. 

Cette  Remarque  eft  générale  pour  tous  les  Exemples 
pareils  à  celui-ci ,  non-feulement  dans  la  Parabole  ,  mais 
auffi  dans  les  autres  Serions. 

REMAUqUE      II. 

317.  Il  eft  à  propos  de  remarquer  que  fi  l'on  avoic 
pris  ipoxxv  AB  (jn)  une  autre  grandeur  que  a  ,  telle  qu'elle 
pût  être,  les  valeurs  de  ^^  {n)  6c  de  A  E  (e)  change- 

roient  à  la  vérité  :  mais  les  rapports  ~  y  ~^  ^  demeure- 

roient  toujours  les  mêmes  ;  parce  îjue   dans  le  triangle 
ABE  l'angle -^5 £  eft  donné,  comme  aufli  la  raifoa 


If 
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du  côté  A  B  au  côté  B  E  ,  fçavoir  dans  cet  Exemple 

—  :=  - .  Or  comme  il  nV  a  que  ces  raifons  de  -  >  -  3  qui 

ma  ■'         '■  m      m        ^ 

fe  puifTent  trouver  dans  les  valeurs  de  p,r,s;  il  s'en- 
fuit que  ces  valeurs  demeurent  toujours  les  mêmes , 
telle  grandeur  pofitive  que  l'on  puiffe  prendre  pour- la 
ligne  ^-8  (^2)  :  de  forte  qu'on  n'a  pris  110=  a  que  pour 
rendre  la  conllrudion  plus  firaple.  Ce  que  l'on  doic 
toujours  obferver  dans  la  fuite. 

Exemple     III. 

318.  On    demande    le  lieu   de   l'équation  donnée 

^x-^-yx-^-  -^yy—icx-\-by-^  -y=o. 

Comme  c'eft  ici  le  quarré  xx  qui  eft  délivré  de  frac- 
Art.  308.    tions  ,  je  choilîs  la  féconde  formule  ^  du  Lemme  ;   &ç. 
■"•  *°  j'ai    par    la    comparaifon    des    termes    correfpondans  , 

1°.—  =: — —  :  d'où  en  faifant  m  =  ^,  je  tire  /z= — b, 

ma.' 

2°.  —  =  —  ;  &  partant,  puifque  m=^a ,  on  trouve  comme 

mm         aa>         ^  '  '■ 

ci-delTus  /z  =  — 3.  f.r=c.  40.  i^^f? ^ ,è  -  îi^  ;    ce 

qui  donne /?= —  — ,  en  mettant  à  la  place  de  m^n,r, 

leurs  valeurs  a,  —  3  ,  c.  «5 ".  rr-\-p s  =  o  ^  parce  que  dans 
l'équation  donnée  il  ne  fe  trouve  point  de  termes  entiè- 
rement   connus  ,    que   l'on    puiffe    comparer  au  terme 

rr  -\-ps  de  la  formule  ;  ce  qui  donne  s  =  —  —  =  !f£ 

^  '  T  p  ab  9 

en  mettant  pour  r  &c  p  leurs  valeurs  c  &  —  — .  Or  ces 

valeurs  étant  ainll  déterminées,  je  conftruis  le  lieu  requis 

*  Art.  <o8.    ^"  ^^  fervant  de  la  conftruition  de  la  féconde  formule  * 

n.  1.  du  Lemme,  &  obfervant  exadement  les  articles  311  & 

312  de  la  manière  qui  fuit. 

FiG.  lé^.       Ayant  mené  par  le  point  fixe  A ,  une  ligne  indéfinie 

A  Q  parallèle  k  P  M ,  je  prends  fur  cette  ligne  la  partie 

AB  {m)  =  a  ;  Se  du  point  B  je  tire  B E  =  b= — tt 

parallèle  k  AF ,  &  du  côté  oppofé  k  FM ^  parce  que  la 
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valeur  de  n  eft  négative  ;  &  par  les  points  déterminés 
A,  E  ,  la  ligne  A  E  (e)  qui  cft  donnée.  Ayant  pris  fur 
AF  h  partie  AD  (0==^  '^^  côté  de  PM,  je  tire  la 
droite  indéfinie  DG  parallèle   a.  AE ,  fur  laquelle  je 

prends  la  partie  DC(s)  =  ^-^  du  côté  de  P  M.  Je  décris 

enfuite  ^  du  diamètre  CG  (qui  ait  pour  ordonnées  des  *  ^n,  kJx. 
droites   parallèles   à  AP ,   &   pour   paramètre  la  ligne 

CH==—  = — p)  une  Parabole  qui  s'étende  ^  du  côté  *^rt.  jn, 

oppofé  à  celui  où  s'étend  /4  Q ,  parce  que  p  =  —  — 

qui  ell:  une  valeur  négative.  Je  dis  que  la  portion  OMR 
de  cette  rarabole  ,  renfermée  dans  l'angle  PAB,  fera 
Je  lieu  qu'on  cherche. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M  g 
la  ligne  MQ^  parallèle  k  A  P ,  èc  qui  rencontre  les  paral- 
lèles AE  ,  D  G ,  aux  points  F ,  G  j  les  triangles  fembla- 
bles  AB E ,A  Q^F y  donneront  ces  deux  proportions  5- 

AB  (a).  AE  (e)  iiAQon  PM(y).  AF  ou  DG^"^, 

Et  AB  (a).  BE  (b)  :  :  AQ  (y).  qF=  ^  .    Et  par  con- 

féquentGMCQAf-j-FQ  — FG)  =  x-f-^^— c,  ou 

GM(FG  —  i^Q—(2M)  =  c—^^--x,  félon  que  le 
point  i^f  tombe  de  part  ou  d'autre  du  diamètre  CD  ;  &  la 
coupée  C  G  ou  C  D  —  D  G==  ~  —  ^.  Or*parlapro-  *  Art.  i^,- 

priété  de  la  Parabole ,  G  M  =  CG  x  CH  :  c'eft-à-dire ,  en 
mettant  à  la  place  de  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques, 

l'équation  donnée.  Donc,  &c. 

Remarque. 

319.  S'il  arrivoit  qu'en  comparant  les  termes  de 
l'équation  donnée  avec  ceux  de  la  formule  /  on  trou- 
vât que/;=o  ,-  il  eft  vifible  que  la  conftruûion  de  la 
Parabole  qui  en  devroit  être  le  lieu  ,  feroit  impoffiblc. 
Mais  il  faut  bien  remarquer  que  l'équation  donnée  fe 
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peut  toujours  alors  abaifler  enrone  que  fon  lieu  devîenC 

*  An,  308.     une  ligne  droite  ;  ce  qui  (<>:.  voit  p.ir  les  foimales  ^  du 

Lemme.  Car  efFaçant ,  par  exemple  ,  dans  la  première 
les  termes  où  p  fe  rencontre ,  il  vient  y  y  —  ^  "  x  y  —  x  jc 

—  ^ry  -\-^-^  X  -\-rr  =  o ,  de  laquelle  extrayant  la  ra- 

cmequarree,  on  trouve  y r=o,ou  j=-—  -hr, 

dont  le  lieu  eft  une  ligne  droite  que  l'on  conftruira  félon 
l'article  306.  La  même  chofe  arrivera  de  Ja  féconde 
forraule  de  l'art.  308. 

Exemple     I"\r. 

320.  Soit  propofée  l'équation   xx  —  ays=iO,  de 
laquelle  il  faut  trouver  le  lieu. 

Comme  c'efl:  ici  le  quarré  xx  qui  fe  trouve  délivré  de 

*  Art.  30S.   fradions ,  je  choiîis  la  féconde  formule  ^  du  Lemme  ;  & 
a.  Za  j'ai  par  la  comparaifon   des  termes  qui  fe  répondent , 

1°.  —  =0  ,   parce  que  xy  ne  fe  trouve  point  dans  la 

*  Art.  }  1 1,    propofée  ;  d'où  je  tire  11  =  0,  &  par  conféquenc  *  m=e, 

2".  —  =  o,  parce  que  le  quarré  y  y  ne  s'y  trouve  pas  noa 

plus  ;  d'où  je  tire  encore  n^=o.  3°.  r=  0,  parce  que  l'incon^ 
nue  X  ne  fe  trouve  point  au  premier  degré  dans  la  pro- 
pofée :  c'eft  pourquoi  effaçant  dans  la  formule  tous  les 

termes  où  —  &  r  fe  rencontrenr ,  &  mettant  pour  c  fa 

valeur  m  ;  il  vient  xx — py-{-ps=o,  dont  il  refte  à 
comparer  les  termes  avec  ceux  qui  leur  répondent 
dans  la  propofée.  ^^.  La  comparaifon  des  termes  — py 
& — ay  donnent />  =  (2.  «5".  Puifque  dans  la  propofée  il 
ne  fe  trouve  aucun  terme  entièrement  connu  que  l'on 
puifîé  comparer  au  i^rmc ps  ;  il  s'enfuit  que/J^==o,  &. 
qu'ainfi  .î=o.  Or  ces  valeurs  de  n,r,p,Sy  ainfi  déter- 
minées me  fervent  à  conftruire  le  lieu  qu'on  demande, 
ayant  égard  à  la  conftrutStion  de  la  féconde  formule  de 
l'art.  308  &  à  l'art.  31 1  en  cette  forte. 

*  Art.  jii.        Puifque  BE  (n)  =  o ,  la  ligne  AE  tombe  ^  fur -^Q 
Fi  G.  170.     menée  parallèlement  k  PM  &.  da  même  côté;  comme 

auifi 
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aufîî  D G  ,  parce  que  AD  {r)  =  0.  Or  puifque  CD  (^) 
=  0  ,  le  point  C  combe  fur  le  point  D ,  lequel  tombe 
en  A  comme  l'on  vient  de  voir.  Je  décris  donc  ^  une  *  Art.  i6u 
Pnrabole  du  diamètre  A  Q  ,  qui  ait  pour  paramètre 
AH  {p)z=a  y  &  pour  ordonnées  des  droites  MQ^ 
parallèles  a.  AP  :  je  dis  que  fa  portion  indéfinie  A  Al 
renfermée  dans  l'angle  P  A  Q  ,  eit  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  mené   d'un  de  fes  points  quelconques  AI     • 
les  droites  AIP.MQ,  parallèles  k  AQ  oc  h  A P ,  on 
aura  par  la  propriété  ^  de  la  Parabole  ,    (^M   (xx)  f^-    9^ 

=  A  QxA  ti  {ay)  ;  ce  partant  xx  —  ay  =  o  ,  qui 
t^toit  J'équacion  propoféc.   Ce  qu'il  fallait  dcmontrcr. 

DÉMONSTRATION    DU    PrOBLÊMH. 

311.  Si  l'on  mec  dans  la  formule  générale  *  à  la  * Jn,  30$, 
place  de  ra  ,/2,  r,  5,^,  les  valeurs  que  l'on  aura  trouvées 
par  la  comparaifon  d^^  fes  termes  avec  ceux  de  l'équation 
propofée  ,  telle  qu'elle  puifle  être ,  pourvu  qu'elle  ait  les 
conditions  marquées  d.ins  le  Problême,  il  eLi  clair  que 
cette  formule  générale  fe  changera  en  la  propofée  :  & 
partant  que  fi  l'on  prend  aufîi  ces  valeurs  dans  la  conflruc- 
tion  ^  du  Lemme  ,  le  lieu  de  la  formule  générale  fe  *  An.  30S. 
changera  en  celui  de  l'équation  propofée.  Or  ,  c'eft  ce  ■■ 

qu'on  a  enfeigné  dans  le  Problème  accompagné  de  fes 
deux  Remarques ,  comme  les  Exemples  précédens  le  font 
afTez  voir.  Donc ,  &c, 

LEMME    FONDAMENTAL. 

Pour  la  conflnLclïon  des  lieux  à  tEUipfe  ou  ^u 

Cercle, 

322.  Soient  encore  comme  dans  la  définition  pre-  Fi«.  171, 
«liere  deux   lig^nes   droites   inconnues   &  indéterminées 
A  P(x),  PM(y);  ôc  foient  de  plus  des  lignes  droites 
données  m  fTi,  p^r,  s j  c.  Celapofé, 

Ff 


22<j  Livre     Septième. 

On  prendra  fur  la  ligne  AP,h  partie  u4B=:m; 
&  ayant  mené  les  droites  B  E  =  n  ,  AD  =  r  ,  paral- 
lèles à  P  M ,  ôc  du  même  côté  ,  on  tirera  par  le  point  A 
la  droite  AE  qui  eft  donnée,  ôc  que  j'appelle  e  y  &  par 
le  point  JD  ,  la  droite  indélinie  D  G  parallèle  ^  AE ,  lur 
laquelle  on  prendra  la  partie  D  C=^  du  côté  de  P  AI  ^ 
&  de  part  &  d'autre  du  point  C,  les  parties  CK,  CL  y 
*  Art.  i6i,  égales  chacune  à  t.  On  décrira  enfuite  une  Ellipfe  ^  du 
diamètre  Z-iC  {it) ,  qui  ait  pour  paramètre  KH=py 
&  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  à  P M.  Je  dis 
que  fa  portion  OMK  renfermée  dans  l'angle  PAD 
fait  par  la  ligne  AP  ôc  par  une  ligne  A  D  menée  par 
le  point  fixe  A  parallèlement  à  P  Aï  &  du  même  côté , 
fera  le  lieu  de  l'équation  ou  formule  générale  que  voici. 

in  nn 

•'  "^  m       'f  mm  •' 

.     J£P__  , 

xmmt 


Car  ayant  mené  d'un  des  points  quelconques  A/,  de  cette 
portion  d'Ellipfe,  la  ligne  MP  qui  faffe  avec  A  P  l'angle 
donné  ou  pris  à  volonté  -^PiVf,  &  qui  rencontre  les  paral- 
lèles AE ,  £>G,  aux  points  F,  G ,  les  triangles  femblables 

ABE,APF, donneront ^i^ou DG==-,Ôc  PF=  "-^.  On 


^n  r 
m 

x-hr/ 

■Leps 
2mt 

— 

ptt 

1£ 

+ 

Pfl 
zt 

m  '  m 

r,&  C  G=  — 

m  '  m. 


aura  donc  Gikf==y — — — r  y^CG= s.  Or  par 

•J  m.  '  m.  ■' 

'Art.  ;i  &  Uprofûétéic\'E\\\fk'  KL(i!).  Kmp)::LGxGKoa 
Zk-CG-  {n-ss^^JL' _"^y  GM  {yy-^ixy 

— 2ryH XX -\ x-\-rr\  = 

-'  mm  m  J 


41. 


pu — riss  ^^  ^epsx         eepxx 
it  i.mt  zmmt' 

Donc,  &c. 

S'il  arrive  que  le  diamètre  KL  (it)  &  fon  paramè- 
tre Xff  (/j)   foient  égaux  entr'eux  ,   on  aura  toujours 

-  ■  1 

G  M  =LGx  GK}  d'où  il  eft  évident ,  félon  lesElémens 
de  Géométrie ,  que  fi  l'angle  C  G  M.  eft  droit ,  l'EIlipfe  fe 
changera  alors  en  un  cercle  qui  aura  pour  diamètre  la 
ligne  KL. 
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Corollaire, 

323.  Il  eft  clair  que  les  deux  quarrésyj  &  xx  fe 
trouvent  toujours  avec  les  mêmes  fîgnes  dans  cette  for- 
mule- Ôc  que  lorfque  le  plan  xy  s'y  rencontre  ,  le  quarré 

—  de  la  moitié  de  la  fradion  —  qui  multiplie  ce  plan  , 
doit  être  moindre  que  la  fradion  —  H — -—  qui  multiplie 

^  mm  immc  ^  f 

le  quarré  x  x. 

PROPOSITION     III. 

Problême. 

324.  C^ONSTRUiRE  le  lieu  d'une  équation  donnée  , 
dans  laquelle  les  deux  quarrés  y  y  &  xx  Je  rencontrent 
avec  les  mêmes Jîgnes  fans  le  plan  xy  ,  ou  avec  ce  plan  , 
en  forte  que  le  quarré  de  la  moitié  de  la  fraction  qui  le 
multiplie ,  foit  moindre  que  la  fraction  qui  multiplie  le 
quarré  XX,  Onfuppofe  toujours  ici  que  le  quarré  y  y 
J'oit  délivré  de  fractions. 

On  comparera  les  termes  de  l'équation  donnée ,  avec 
ceux  qui  leur  répondent  dans  la  formule  générale  ^  du  *  jrt.  ^^u 
Lemme  précédent  )  &  on  tirera  de  la  comparaifon  de  ces 
termes ,  des  valeurs  des  quantités  m,n,p  ,r,  s ,  t,  par  le 
moyen  defquelles  valeurs  on  décrira,  comme  l'on  a  enfei- 
gné  dans  ce  Lemme  (en  obfervant  exadement  l'art.  311.) 
une  Ellipfe  qui  fera  le  lieu  cherché. 

Exemple     I. 

32-^.  Soit  propofc  de  trouver  le  lieu  de  cette  équa- 
ùon  yy -h  xy -h  l  XX — ■  2aj-4-3x-+-cc=o  ,  dans 
laquelle  le  quarré  de  '-  moitié  de  la  fradion  |-  ou  i 
qui  multiplie  xy ,  eft  moindre  que  la  fradtion  î-qui  mul- 
tiplie XX. 

La  comparaifon  de  chaque  terme  de  la  formule  générale 

Ffij 
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Jn.  3  22.    du  Lemme  *  avec  celui  qui  lui  répond  dans  cette  équatioiTy 
donne  i".  —  = — i  ^  car  n'y  ayant  ici  aucune  fradion 

littérale  qui  multiplie  le  plan  xy ,  on  le  doit  confidérer 
comme  étant  mukiplié  par  l'unité  numérique  i  :  &  par- 

1  on  rait  m=a  ,  1  on  aura  n  = —  -  a.  i°. ! — , 

I  jr    \      t>  •       p  mm--  inn  aa 

=  T  ;  d  ou  ion  tire-==^ =  — en  mettant  pour 

m,  n,  leurs  valeurs  a,  ■ — ^  a  :  &.  par  confequent  p=  ~, 

3°.  r^a.  4°. =ô,-  douen  mettant  pour m^n,  r, 

-  ,  leurs  valeurs  a, a  ,  a,  —  ,  il  vient  s^= , 

pic     ,     pss  o  ^"'^  i''^*' 

^a.  rr—^H-^=cc.' &  partant  r^=55-h -^ J- 

^ccee  p 


=  ss->ç- ^fCc — — —  ,  en  mettant  pour  -  ,  r,  les  valeurs 

—  ,  a ,  qu'on  leur  vient  de  trouver.    Or  les  valeurs  de 

m,  n.,  i;  s,  t,p  ,  étant  ainfi  déterminées,  Je  décris  rEllipfe- 
"•■  An.  J2  2..  cherchée  en  me  fèrvant  de  la  conftruction  du  Lemme  ^ 
&  de  l'article  3 1 1  en  cette  force. 
Fie.  172.  Je  prens  fur  la  ligne  AP  la.  partie  AB  {m)  a  ;  & 
ayant  mené  parallèlement  h  P  M.  &  du  même  côté  la 
ligne  A  D  (r)  ==■  a  ^  &c  an  côté  oppofé  la  droite  B  E=~a 
i= — «,  parcen== — ^^  qui  eft:  une  valeur  négative, 
je  tire  par  le  point  A  la  droite  AE  (e)  qui  elt  don- 
née •  &  par  le  point  D ,  la  droite  D  G  parallèle  a  AE ,, 

fur  laquelle  je  prends  la  partie   DC  =  —~—= — sf 

du    côté   oppofé  à   PM }    &c    de   part  &   d'autre    du 
point  C ,    les    parties    CK ,  CL  ^    égales    chacune    à 

fArt.%61.-    t-=^Vss-\- ^cc  —  li'^fi.  Je  décris  enfuite  ^  une  Ellipfe 

du  diamètre  LKy  qui   ait  pour  ordonnées  des  droites 
parallèles  k  PiW  ,   &  pour  paramètre  la  ligne  KH  (py 

==  — .    Je  dis  que  fa  portion    OMR  renfermée  dan& 

l'angle  PA  D  ,  eft  le  lieu  de  l'équation  donnée. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M^ 
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la  ligne  MP  qui  fafTe  avec  A  P  l'angle  donné  ou  pris 
à  volonté  AP  M ,  &  qui  rencontre  les  parallèles  AE ^ 
D  G ,  aux  points  F ,  G  ,  les  triangles  ftmblables  AB  E  y 
^ PF  donneront  AB{a).AE  {c)  ::  AP(x).AF  ou 

DG=='^  .  Et  AB  (a).  BE  (^a)::AP  (x).  PF=^x, 

On  aura  donc  GM=y-h-^x — a  j  <Sc  CG  ou  DG-^DC 

=  —  — s,  puifque  D  C=  —  s.  Or  par  la  propriété  ^  de  *  ^rt.'^-^  & 

rEUipkKL(it).KPl  (^-^)  :  iLGxGK  on  CK—œ       ^'° 
(ff—  ss  +  "-^~  —  -2")  .GM\yy-^xy  —  2ay-\-}xx 
—  ax-^an}.    D'où  en   mettant  à  la  place  de  tt — ss 
&c  de  s  ,  leurs  valeurs  ^ee — 4£f-& — tflZLlJ     multj. 

pliant  enfuite  les  extrêmes  &  les  moyens,  &  divifanc  de 
part  ôc  d'autre  par  zt  ^  l'on  retrouve  l'équation  même 
propolée.  Donc ,  &c. 

Remarque. 

32^.  S'il  arrive  que  ss~]-^ee  foit  égale  ou  moindre 

que  ^^  ,  il  eft  évident   que   la  valeur  de  t  deviendra 

nulle  ou  imaginaire  ;  &  qu'ainfi  il  fera  pour  lors  impof- 
fible  de  conltruire  rEllipfe  qui  devroit  être  le  lieu  de 
l'équarion  donnée.  Et  comme  cette  équation  renfermeroit 
nécelïkirement  des  contradidions  ,  il  s'enfuit  qu'il  ne 
pourroit  y  avoir  aucune  ligne  qui  en  pût  être  le  lieu  :  c'eft- 
à-dire,  que  toutes  les  valeurs  de  l'inconnue  y  qui  devroienc 
répondre  à  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  fauffes  de 
l'autre  inconnue  x  ,  feroient  toutes  imaginaires. 

Ceci  fe  voit  clairement  dans  la  formule  générale  ■*•  du  *  ^rt.  iZrZi 
Lemme  qui  ,  en  tranfpofant  quelques  termes  ,  devient 

îa  .      nn  ^    znr  .  pti — rss 

y  y xy — 2ryH xx-i x~\-rr=- — ^ 1- 

•'  -'  m      -^  J  mm  m  xt 

■—-  —  ^— ,  dans  laquelle  équation  le  premier  membre 
eft  le  quarré  de  j  —  -^  x  —  r  ;  &  le  fécond ,  le  quarré  de  f 


Jt 
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moins  le  quarrc  de  ^  —  ^  ,  multiplié  par  la  fradion  — .  Or 

il  eft  vifîble  que  fl  la  valeur  du  quarré  tt  eft  nulle  ou 
négative  ,  la  valeur  de  ce  fécond  membre  fera  négative  ; 
&  qu'ainfi  l'on  aura  dans  ces  deux  cas  un  quarré  ,  fçavoir 
le  premier  membre ,  égal  à  une  valeur  négative  ;  ce  qui 
eft  une  contradidion  manifefte. 

Exemple     II. 
327.  On  demande  le  lieu  de  l'équation  jj-f-  —  JfJ 
'^xXr\-cy-\-fx — ag==o,  dans  laquelle  on  fuppofe  fuivant 
l'art.  3  23,  que  —  eft  moindre  que  la  fra*Stion  7  ou  i  qui  mul- 
tiplie le  quarré  x  x  ;  c'eft-h-dire  que  B  eft  moindre  que  2  a. 

*  j4rt.  311.       La  comparaifon  des  termes  de  la  formule  *  générale  avec 

ceux  qui  leur  répondent  dans  l'équation  propofée ,  donne 

i".  —  == — -  ;  d'où  en  faifant  m=a,  on  tire  /z= — ^h, 

m  a  ' 

2°,  —  -V-  — ^  =  I  •  d'où  en  mettant  pour  m,n  .  leurs 

mm  immc  '  ' 

valeurs  a  y  —  ^  b ,  l'on  tire  -  =  ^^^-777"  •  &  partant 
n  =  if^l=:iAi .    3°.  r=—  i-c.    4°.  s=  ~—^{^, 

r  i_  g  g  J  2  T  ^a.a  —  bb 

<y°.  t=Vss-^  ~T—ir  •  ^^  '^'^'^  fournit  cette  conftrudion. 

FiG.  173.         Ayant  pris  fur  la  ligne  droite  indéfinie  ^"1 P  la  partie 
^B  (m)=.a,  &  mené  parallèlement  à  P  M  Se  du  côté 
oppofé  les  droites  B  E  =  ^b  =  —  n  ,  A  D  =  ~  c= — r; 
on  tirera  par  le  point  A  la  droite  AE  (e)  qui  eft  donnée 
&  par  le  point  D  la  droite  DG  parallèle  'a  A  E ,  fur 

laquelle  on  prendra  la  partie  D  C(s)==:  Jîrzl3li  Ju  c^tc 

de  PM,  Ç\bc  furpafte  2  af,  comme  on  le  fuppofe  ici  •  & 
du  côté  oppofé,  s'il  eft  moindre;  enfuire  on  prendra  de 
part  &  d'autre  du  point  C,  les  parties  CK&c  CL  égales  cha- 

*  Art.  itfi.  ciîneà/=|/j.y-+-— -^4-'  Gela  fait,  on  décrira  ^  une 
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EIHpfe  du  diamètre  LK  (2  0  ^ui  ait  pour  ordonnées  àcs 
droites   parallèles  à  PiVf ,  &  pour  paramètre  une  ligne 

KH  (^)  =  l^i=:^if.   Je  dis  que  fa  portion  OR  fera  le 

lieu  de  l'équation  propofée. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M ,  la 
droite  Al  F  qui  fade  avec  AP  l'angle  donjié  ou  pris  à 
volonté  A  P  Al ,  ôi.  qui  rencontre  les  parallèles  A E,  LK, 

aux  points  i^,  G,  on  aura  Pi^=^,  ôc  AF ou  DG  =  '-^  j 
ce  qui  donnera  MG  ou  MP-hPF-hFG=y-i-^  ^Lc, 
&cCG=  —  — ■j,ou5 — —  .Orparlapropriété*derEllipfe  *  ^rr.  55  & 
LK(zt).  KH(^^'^)  -.-.LGxGKÇtt—ss-^^''      ^'- 

Ce  qui  (en  mettant  pour  tt — s  s  &.  pour  s  leurs  valeurs 
■  ^^J_lf-  OC  —^ziik  '  '^"'"pliant  enluite  les  extrêmes  & 
les  moyens,  &  divifant  par  2f  )  donne  l'équation  même 
propofée. 

II  eft  à  propos  de  remarquer  que  fi  l'angle  AE B 
étoit  droit,  l'angle  CGTlf  le  feroit  aufîi  j  &  le  diamètre 

LK  (it)  feroit   égal  au   paramètre  KH  (^~~j  ^ 

puifque  ee^=^aa — ^bb  h  caufe  du  triangle  redangle 
A  E  B.  D'où  l'on  voit  que  l'Ellipfe  deviendroit  alors 
un  cercle  qui  auroit  pour  rayon  la  droite  CK  ou  CL 

(^t)  =  \/'ss-^^cc-hag ,  &  que  DC(s)  =  -^—^;   ce 

qui  rend  la  conftrudion  beaucoup  plus  fimple. 

Exemple     III. 
328.  Soit  propofé  de  trouver  le  lieu  de  l'équation 

Je  compare  les  termes  de  la  formule  ^  générale,  avec  »  jrt.  jn. 
ceux  qui  leur  répondent  dans  l'équation  donnée  ;  &  j'ai , 

1°.  —  =  0,  parce  que  le  terme  xy  manquant ,  on  le  doit 
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confidérer   comme  étant   multiplié  par  zéro  ;    d'où   je 

tire  n=o  :  &  partant  m  =  e.  1°.  — -h— ^  =  1;  c'efl: 

A  mm         zmmc  ' 

à-dire  ,  —  =  i  en  mettant  pour  n  &  rn  leurs  valeurs  o 

&.  e  :  ôc  partant /?  =  2  f.  3°.  r=o  ;  parce  que  l'inconnue 
y  ne  fe  trouvant  point  au  premier  degré  dans  l'équation 
donnée ,  on  la  doit  aufli  confidérer  comme  étant  multi- 
pliée par  zéro  :  c'eft  pourquoi  effaçant  dans  la  formule 

*  Jri.  }ii.    générale  ■¥■  tous  les  termes  où-&  r  fe  rencontrent,  & 

mettant  pour  £  &  -  leurs  valeurs  môc  i ,  elle  fe  changera 

en  celle-ci  jj -h  xj:  —  isx — -tt-^ss^^o,  dont  il 
refte  à  comparer  les  termes  avec  ceux  de  la  propofée. 
4".  2  5=a  ,*  &partant  ^=^  a.  '^°.ss — •rf=o,*  puifqu'il 
^  n'y  a  point  de  termes  entièrement  connus  dans  l'équation 
donnée  :  &  partant  tt=ss  =  ~  aa  ;  &  en  extrayant  de 
part  &  d'autre  la  racine  quarrée,  t='-  a.  Or  ces  valeurs 
étant  ainfi  déterminées  ,  je  conflruis  le  lieu  en  cette  forte. 
FiG.  174.  Puifque  B E  Qi)  =  o ,  il  s'enfuit  que  AE  tombe  fur 
A  P ,  laquelle  tombe  aufîî  fur  Z)  G  ,  puifqu'on  a  encore 
A  D  {r)^=o  i  de  forte  que  le  point  D  tombe  en  A. 
C'eft  pourquoi  prenant  fur  ^P,  la  partie  AC(s).  =  f  <z 
du  côté  de  P  M  j  (&  de  part  &  d'autre  du  point  C ,  les 
parties  CK^CL,  égales  chacune  à  t=^a  (  le  point  Zr 

*  Jrt.  161.   tombe  ici  fur  le  point  A);  on  décrira  *  du  diamètre  AK 

qui  ait  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  à  P  M^ 
éc  pour  paramètre  la  ligne  KH  (p)=^sz  t=  a ,  une  EHipfe 
qui  fera  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  Af,  la 

droite  AJ  P  qui  fafTe  avec  A  P  l'angle  donné  ou  pris  à 

*Jrc.  j5  &  volonté  ^PiW,  on  aura  ^  AK  {a)  KH  {a)  ;:  AP  xPK 

^^'  (^ax — xx).  PM  {yy).  Ce  qui  donne  jy-l-xx — ax=o. 

Il  eft  évident  que  fi  l'angle  ^  P  M  eft  droit,  l' EHipfe 
devient  alors  ua  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  ligne 
A-K==a, 

Remarque. 
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Remarque. 

329.  Il  peut  arriver  deu'^c  différens  cas  où    le  lieu 

de  l'équation  donnée  dï  un  cercle. 

FrcniLcr  cas.  Lorfque  les  quarrés  jy  &  xx  fe  trou- 
vent tous  deux  avec  les  mêmes  fîgnes  &  fans  fra(^ion 
dans  une  équation  ,  où  le  plan  xy  fe  trouve  aufïi  ;  &  que 
de  plus  l'angle  ^ii\5  eft  droit  (ce  qui  arrive  lorf- 
qu'ayant  mené  Ji  F  perpendiculaire  fur  P  î\J ,  îa  raifon 
de  P  F  )k  A  P ,  qui  eft  la  même  que  celle  àt  B  E  -à  A  B y 
eft  exprimée  par  la  moitié  de  la  fradion  qui  multiplie 
le  plan  xy)  :  le  lieu  de  cette  équation  fera  toujours  un 
cercle  comme  l'on  a  déjà  vu  dans  l'article  324  ,  &  la 
raifon  en  eft  évidente  par  la  formule  générale.  Car  l'on 
aura  par  la  comparaifon  des  termes  correfpondans  ou 
e  trouve  le  quarre  xx  .    cette  eeaiicc h     —  =  i  : 

'■  <-  rr.m  inunt  ' 

ou  1  on  tire  —  =  ~— — ==  i ,  puiique  a  cauie  du  triangle 

rei9:ang!e  AEB  le  quarré  mm=^nn-\-cc.  Or  l'angle 
AEb  étant  droit,  l'angle  CGM  que  fait  le  diamètre 
X  K  avec  fes  ordonnées  fera  auffi  droit  ;  &  par  confé- 
quent ,  puifque  le  diamètre  L  K  cil  égal  à  fon  para- 
mètre KH  ,  il  s'enfuie  que  i'Ellipfe  devient  alors  un 
cercle. 

Second  cas.  Lorfque  les  quarrés  jj  &c  x  x  Çc  trouvent 
tous  deux  avec  les  mêmes  fignes  6c  fans  fraélion  dans 
une  équation  ,  où  le  plan  xy  ne  fe  rencontre  pas ,  & 
que  de  plus  l'angle  A  P  M  cd  droit  :  fon  lieu  fera  tou- 
jours un  cercle ,  comme  l'on  vient  de  voir  dans  l'arti- 
cle 328  ;  &  cela  fe  prouve  par  le  moyen  de  la  formule 
générale.    Car  puifque   le  pian  xy  ne  fe  trouve  point 

dans  l'équation  doruiée  ,  la   traction   —   de  la  formule 

fera  nulle  ou  zéro  ;  &  partant  B E  (n)  =  o ,  &  niz=c. 
d'où  l'on  voit  :  1°.  Que  le  diamètre  LK  eft  paral- 
lèle à  la  ligne  A  P  ,  &c.  qu'ainfi  l'angle  CGM  qu'il 
fait  avec  Tes  ordounées,  étant  égal  à  l'angle  -^  P  M,  fera 
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droit.     2°.  Oue  la  fraction  —  H-  — —  qui   multiplie  Te 

quatre  xx  dans  la  formule  devient  —  ,  &  qu'ainfï  on  aura 

^  =  1  ;  c' eu-a-dire  que  le  diamètre  LK  fera  égal  à  fon 

paramètre  K.  H.    L'Eliipfe  qui   eft  le  lieu  de  l'équation 
donnée  fera  donc  alors  un  cercle.     Or  ,  comme  alors  la: 
formule  générale  fe  ciiange  en  celle-ci-, 
yy-\-xx  —  zry  —  zsx-^rr  =  ay 

—  tt 

on  pourra ,  fi  l'on  veut  abréger  le  calcul ,  en  fe  fcrvanr 
d'abord  de  cette  formule  ,.  pour  trouver  par  la  coniparai- 
fon  de  fes  termes  avec  ceux  de  la  propofée,.les  valeurs  de- 
^3J,  ^)  qui  fervent  à  décrire  le  cercle  qui  en  eft  le  lieu. 

LE  M  ME    FONDAMENTAL.. 

Four  la  conflnLclion  des  lieux  à  t Hyperbole. 
par  rapport  àjes  dinmetres, 

*  An.  \6i.        330.  Les  mêmes  cliofes  étant  pofées  que  dans  le 
Fi  G.  175.  Lemme  précéd-mt  pour  l'Ellipfe ,  on  décrira  ^  du  dia- 
i7^«  mètre  LK  (ir)  qui  ait  pour  paramètre  KH  (p),  & 

pour  ordonnées  des  droites  parallèles  à  P  JVI  ,  une 
Hyperbole  ou  deux  Hyperboles  oppofées.  Je  dis  que  fa 
portion  O  M ,  ou.  leurs  portions  renfermées  dans  l'angle 
Pyi  D  fait  par  la  ligne  AP  &i  par  une  ligne  A  D  menée 
par  le  point  fixe  A  parallèlement  a  PM  &  du  même 
coté ,  fera  le  lieu  de  cette  équation  ou  formule , 

yy XY-\ XX — 2ry-| x-i-rr=o, 

"i  •/  m       •'  mm.  •'  m 


unmt  ^mt       %t. 

pss 

.PJL 


dans  laquelle  on  doit  obferver  qu  il  y  a  -f-  y"  lorfc^c 


ni. 
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le  diamètre  Z,  K  eft  un  premier  diamecre  ,  ôc  —  -^  lorf- 

que  c'eft  un  fécond. 

Car  avant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  3f ,  la, 
ligne  31 P ,  qui  fa^e  avec  A  P  l'angle  donné  ou  pris  k 
volonté  AP  M ,  Se  qui  rencontre  les  parallèles  AE,D  G^ 
aux  points  F ,  G,  on  aura  par  la  propriéré  de  l'Hvper- 

boîe  ^  KL(2t).  KH(j>)::CG^:^Zk  (^'^^'^*jr:.u  5 

—  i^J-T-;^  J^JC-r-^  x-T-rr.   Donc,  &c 

S'il  arrive  que  le  diamètre  KL  (2?)  &  foo  paramo- 
tre  KH(p')  foient  égaux  enrr'eux  ,  l'Kyperbole  fera 
équilatere. 

Corollaire. 

331.  1  L  eft  clair,  i*.  Que  les  deux  quarrés  y  v  &.  r  x 
fe  trouvent  toujours  avec  diiïerens  lignes  dans  cette  for- 
mule, lorlque  le  plan  xy  ne  s'y  rencontre  point;  ou 

bien   lorfqu'il    s'y    trouve ,    &   que   ^^^  furpafle  — , 

2».   Qu'ils   s'y  peuvent  trouver  avec  les  mêmes  (îgnes , 
mais  avec  ces  conditions  que  le  plan  xy  s'v  rencontre 

&  que  le  quatre  ^  de  la  moitié  de  la  fiaâioo  qui  le 

tnu'rip'ie  ,  foit  plus  erand  que  Ja  fraââofl  — ~—  qià 

multiplie  le  quarré  x  x. 

PROPOSITION     IV. 
Prcbième. 

3:12.  C>ovsTRriRH  U  Hat  d'uru  iquarioa  donnée, 
d~Tis  Uqudicy  ou  Us  deux  quarrcs  r  y  o  xx/s  rcaconirau 
avic  diffdrensjzgms  ,  ou  biin  avec  les  mim£sjimcs,  mais 
a  '.ec  c<:s  deux  conditions  que  le  plan  x  v  j' v  trouve^  5"  <^ue 
le  juarre  de  la  moidé  de  la  fraaion  qui  le  multirlie.  f'oit 
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plus  grand  (]uc  lafrarlion  qui  multiplie  h  quarrcxx.    On  ' 
J'uppofc  encore  ici  qucle  guarréy  y Jbit délivra  defraclions. 
On  conllruit  l'Hyperbole  qui  en  eft  le  Heu  ,  comirte- 
l'on  vient  de  faire  rÊlIipre  dans  le  ProbJême  précédent. 
Les  Exemples  qui  fuivent  le  feront  voir. 

Exemple     F;. 

333.  SoiTjjH-  jxy-^^xx^zcy — igx — hk- 

=0  ,  l'équation  dont  il  faut  conflruire  le  lieu,  &  dans 

laquelle  on  fuppofs  que  le  quarré  —  furpaffe-^. 

Je  compare  les  termes  dé  cette  équation  avec  ceux' 
qui  leur  répondent  dans  la  formule  du  Lemme  ;  &  j'at 

1°-^  =  —  ^,  &  partant  fi  l'on  fait  m-=.a,   on  aura- 

zjnmt         mm  a  if  ee        ' 

ibht — laft  o   ^nr  leps^  n     , 

p=—7~-  r-  ^=-^-  4° --+-r;-=-2^-,.d'où' 

en  mettant  pour  m  ,  n ,  ^j  -^  les  valeurs  que  l'on  vient  de 
trouver,  on  tire  i  =  ^.^-^ .'  5°.  ^rrf=:^5-~l!^^ii' 

'  bb — af  '         ^  p 

eecc-r-eehh 


=  ss — -^^ V  ,  fçavoir  H-rr  lorfque  le  quarré  j-^  fur— 

paiTe  "^l__—r—,  &  — r^lorfqu'il  eft  moindre,  parce  que-- 

le  quarré  tt  doit  êtrepofïtif  ;  ce  qui  fait  deux  différens. 
cas.    Or  les    valeurs    de  m,n,r,  s,t,p,  étant  ainfi 
déterminées,   je  conltruis  le  lieu  en   me   réglant  fur  la' 
conffrudion  du  Lemme  ,  de  la  manière  qui  fuit. 
Fi  G.  177.       Ayant  pris  fur  ^  P  la  partie  AB  =^a,  ôc  mené  pa- 
«78.  rallèlement  à  PM  &  du  côté  oppofé  les  droites  B E  =  b 

E=  —  n,  AD  =  c= — /",  je  tire  par  les  points-^,  E ,  la 
droite  AE  (e)  qui  eft  donnée,  Ôc  par  le  point  D  la 
droite  indéfinie  i> G  parallèle   h.  AE ,  fur  laquelle  je 

prends  la  partie  D  C=  7/— aV  ==—  -^  <^u  côté  oppofé 
h'PMf  &c  de  part  &  d'autre  du  point  C,  les  parties 
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CLy  CK,  égales   chacune-  à   t=y/  ss-^i^l^~f^^ 


ou  V  "^T/i  7 ^ss  ,  fcloii  qus  s  s  eft  plus  grand  ou 

moindre    que  ^— ^^^V.     Cela  fait',    du   diamètre    LK 

(qui  ait  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  k  P M ,. 

ôc    pour   paramètre    la    ligne    KH    (  ^  )  =  — ^'■-^if  V 

je  décris  une  Hyperbole^  en  obfcrvant  que  LK  (Jig.  ïjyy 
doit  être  un  premier  diamètre  dans  le  premier  cas',  &  U!l 
fécond  (y%.  170)  dans  le  dernier.    Je  dis  que  fa  por- 
tion OAI  fera  le  lieu  requis. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quefconques  71^, 
une  parallèle  J\^P  3.  A  D ,  laquelle  rencontre  les  lignes 
AB ,  AE y.D  G ,   aux  points  P,  F,  G,  on  aura  PF 

^^-^,ÔcAFou  DG='^.  Et  par  conféquent  MG=^y 
-4-  — -Hc,  CG  ou  D  G ->r- C D  =^^  —  s  ,  puifque 
CD= — s.  Or  par  la  propriété  de  l'Hyperbole, Z-X(2f). 
KH  (t^'-l^)  ::CG"-+-CKC^^'-^'^  ^ss-^tt)^ 

\         ee  J  ^       \  aa  a  - —     J  » 

GM[yy-\--xy-\'icy-^-xx-^  -  x-t^ccj  ;  ce 
qui  ,    en  mettant    pour    s  s  -^t  t    6c   s    leurs    valeurs- 

tcee~\~eehJi    o      — bce — née  »  ■    i-  i  *  n      . 

—gzzjf-  &  ~iJZS^f     f   multipliant  les  extrêmes-  &   les- 
moyens,  &  divifanc  par  2t,  donne  l'équation  propofée. 
Donc  j  &:c. 

H.  E  M  A  R  q  t;  E. 

IL  arrive  que  ss=  —rçz:^-  j  i'  eft  clair  que 

la  valeur  de  tt  devient  nulle  ou-  zéro,.  &  qu'ai«fi  la 
conftrudion  de  l'Hyperbole  devient  impoffible.  Mais  il- 
faut  bien  remarquer  alors  que  l'équation  propofée 
s'abaifTe  toujours  ,  en  forte  que  fon  lieu ,  qui  devroic 
être  une  ou  deux  Hyperboles  oppofées  ,  devient  une  ou 
deux  lignes  droites.  En  effet,  dans  notre  exemple,  on  a 
réduit  l'équation  donnée  à  cette  proportion  cc.b  b  — af\  i 
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aa  a  J  J  a       ->  au  •* 

jf-  —  x->rcci  d'où,    en  efFaçant  tt  qui  eft  tiûl,   mul- 

a 

tiplianc  les  extrêmes  &  les  moyens,  &  extrayant  de  part 
&  d'autre  la  racine  quarrée ,   l'on  tire  ty -^^~  -+-ec 

.s=—  —  s\/bb  —  af  y  c'eft-à-dire  en  mettant  pour — s 

fa  valeur -^^1^,  &  divifant  de  part  &  d'autre  par  e., 

cette  équation  y  -] h  c  = i  -h  — £_^.=t:  ou  y 

b-\-Vbb — af        ,       ag-^-bc  •  r  -r  n 

=  — =!-— X  -+-  — !==■  —  c ,  qui  en  faifant  —  =3 

1  y^  bb — af  ^  m 

—  — -~^,  &;?=^gt^— C,  fe  change  .en  cette 

autre  y=p  —  —  x  dont  le  lieu  eft  une  ligne  droite  que 
l'on  conftruit  félon  l'article  -^oG. 

La  raifon  de  ceci  eft  évidente   par  la  formule  géné- 
rale  du  Lemme  ;    car   effaçant  dans    cette  formule    le 

terme -fl  — qui  renferme  le  quatre  tt  que  fon  fuppofe 

égal  à  zéro  ou  nul ,  elle  fe  change  en  tranfpofant  certains 
termes  ,    &  extrayant    les   racines    quarrées ,    en  cette 

autre  y x  —  r  = sy    -on  s k    —  où  es 


ir  m 


inconnues  x  &  j  ne  font  plus  qu'au  premier  degré  ,  d: 
dont  le  lieu  par  conféquent  devient  des  tgnes  droites. 

Exemple     II. 

33<^.  On  demande    îe    lieu    de    l'équation   donnée 
yy  —  xx-^iay-^ax  =  o. 

La  comparaifon  des  termes  correfpondans  donne 
1°.—  =0,  parce  que  le  terme  xy  ne  le  trouve  point 
dans  la  propofée  ;  d'où  l'on  tire  n  1=  0 ,  &  par  conféquent 
m  =  c.    z".  ■^=  I  ,  &  partant  p  =  zt.    3^.  r= — a. 
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t'es  1)    \   i>  •  r  „         — F^i        F'5 

4P.i^=^a,  dou  ronnre^s=i:7û.  <.^,rr^~  — <— =  0, 

&  âinii  ■^tt  =  ss =  — ~aa  en  mettant  pour 

r,  —  ,  s  leurs  valeurs  — a,  1,7^  ;    d'où   je   connois 

qu'il  faut  prendre  dans  le  dernier  terme  de  la  formule 
—  ttyêz  non  pas  -4-rf  ,  afin  que  la  valeur  de  n  foie 
pofitive.   Je  conliruis  enfuite  le  lieu  en  cette  forte. 

Puifque  ^  D  (r)  =  —  a,   je  mené  par  le  point  A  Fig.  175; 
parallèlement  à  P^^ûc  du  côté  oppofé  la  ligne  A  D  =  a  y 
&  puifque  B E  (n)  =0  ,  je  tire  par  le  point  D  la  droite 
DG  parallèle  ^  AP,  fur   laquelle   je   prends   la  pirtie 
t)C  (s)  =~a  du  coté  de  P M ,  &  de  part  &  d'autre- 
du   point    C  las  parties   CL,  CK,  égales   chacune  à 
t$=\/  '\cia.  Enfuite  du  fécond  diamètre i>A  (  parce  qu'on 
a  pris'  —  tt  dans  le  dernier  terme  de  la   formule)  qui' 
ait   pour  ordonnées   des  droites  parallèles  à  P  M ,    &. 
pour  paramètre  la  droite   KH  (p)  =  rt=  L  K  ,  je 
décris  une  Hyperbole.   Je  dis  que  fa  portion   O  M  fera 
le  lieu  qu'on  cherche. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M, 
une  parallèle  MP  a  AD  ,  qui  rencontre  les  droites 
^P,  D  G  ,  aux  points  Z',  G  ;  on  aura  M  G  =  j-ha  , 
CG  ou  D  G — DC  =  x — '-a,  &  par  la  propriété  de 

rHyperbole   LK   (zt).    KH  (if)  ::  ^G  .^  cT 

— 1 

{XJC — ax-i-~aa-]-tt).   GM  {yy->riay-k-aa); 
ce  qui  donne,  en  mettant  pour  tt  fa  valeur  ^  a  iz ,  l'équa- 
tion même  propofée  y  y  -\-  i  ay  — -xx  -\-,a  xt=zo. 
Il  ed  évident  que  l'Hyperbole  eft  équilaterCi,  ■ 

Remarque. 

336.  Lorsque  les  deux  quarrés  yy  6c  xx  fe  trou-- 
vent   avec   différens  fignes   &  fans    fradion   dans    un» 
équation  ,  où  le  plan  xy  ne  fe  rencontre  point,  fon  lieU' 
fera  toujours  une  Hyperbole   équilatere.    Car  la  frac- 
tion—de la  formule   fera  nulle  ou  zéro  j   &  partant 
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^E(n)=o,&i  m^e.    D'où  il  fuit  que  la  fra^ion  ^ 

'  '■  mm 

•— — —  qui  mulriplie  le  quarré  xx  dans  la  formule 
devient  —  —  ;  &  qu'ainfi  on  aura  —  i  ;=  i ,  c  ed-à- 

dire  que  le  diamètre  L  K  fera  égal  à  fou  paramètre  KH, 
ou,  ce  qui  elt  la  même  cho  e  ,  que  l'Hyperbole  fera 
équilatere.  Or,  comme  la  foi-mule  générale  fc  change  alors 
€n  celle-ci 

yy  —  ^^  —  zry-\-2sx-\-rr  =  o^ 

;îl  s'enfuit  qu'on  peut  s'en  fervir  d'abord  pour  trouver 
les  valeurs  de  r,  J,  t,  qui  fervent  k  conftruire  l'Hyperr- 
bole  équilatere  qui  eil  le  lieu  de  l'équation  dounée  j  cj; 
qui  abrège  le  calcul. 

LEMME    FOND  A  M  EN  TA!,. 

^ûur  la  conjlruclion  des  lieux  à  [Hyperbole 
itntre  fes  Ajymptotes, 

337.   Soient  comme  dans  la  définition  première, 
deux  lignes  inconnues  &  indéterminées  AP{x),FM 
(y)    qui   faffent   entr'elles   un  angle  donné   ou  pris   à 
volonté  AP M  i   <Sc   foient  de  plus  des  lignes  droites 
données  m ,  n  j  p ,  r ,  s.  Cela  pofé  , 
'Jî6.  1 80.       i'\  On  prendra  fur  la  ligne  AP,  la  partie  AB  =  ni  ;  & 
ayant  mené  les  droites  BE=n,  À  D  =  r  parallèles  à 
PM,  &  du  même  côté  ;  on  tirera  par  le  point  A  la  droite 
AE  qui  ei\  donnée,  &  que  j'appelle  e,  &  par  le  point 
D  la  droite  indéfinie  DG  parallèle  li  A  E ,  fur  laquelle 
^yant  pris  les  parties  UC=s,   ÇK=:c  du  côté  que 
s'étend  AP ,  on   mènera  parallèlement  à  PM,  &  da 
même  côté  la  droite  indéfinie  CL,  &  la  ligne /CH=^. 
^  Jrt.  13©.    Qn  décrira  cnfuite  ^  entre  les  Afympcotes  CL,  CK ^ 
'i''  une 
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une  Hyperbole  qui  pafle  par  le  point  H.    Je  dis  qu'elle 
fera  le  lieu  de  cette  équation  ou  formule. 


n  m  s  ti  s         ,     mrs 


xy XX vH —  xH •=(>. 

—  /■  v  —  nip 
Car  GM=y  "-^  —  r,  CG=^'-^  —  s,  &  par  la  pro- 
priété de  l'Hyperbole  "CCx  GiW  fi^"^— ^  y—--"  H- —  *  An.  £oi. 

^  r  \    m  -^  mm  m 

—  "^  -f-  rsjz=CKx K H  Çep)  ;  ce  qui  donne  ,  en  déli- 
vrant le  terme  xy  de  fra liions  ,  &  mettant  par  ordre 
tous  les  termes,  la  même  équation  xy xx — —y  > 

&c.  que  ci-defTus. 

2°,  On  mènera  par  le  point  fixe^,  une  ligne  indé-  Fis-  ï8i. 
finie  A  Q  parallèle  à  PM  &  du  même  côté;  &  ayant 
pris  fur  cette  ligne  la  partie  AB  =  m  ,  on  tirera  B  E  =  ii 
parallèle  k  ^  F  ôc  du  même  côté  ;  &  par  les  points  dé- 
terminés A,  E  ,  la  ligne  AE  que  j'appelle  ^  ,•  &  ayant 
pris  fur  A  P  la.  partie  -^  Z>  =--  r  du  côté  de  FAI,  on  tirera 
la  droite  indéfinie  X)  G  parallèle  a.  A  E ,  fur  laquelle  on 
prendra  les  parties  £)  C=^,  CK^=c  du  côté  que  s'étend 
FM,  &  on  mènera  parallv^lement  k  AP  ôc  du  même 
côté  ,  la  droite  indéfinie  CL  &  la  ligne  KH=p.    On 
décrira  enfuite  ^   entre  les   afymptores  CL,  CK ,  une  *  An.  ijo. 
Hyperbole  qui  pafTe  par  le  point  H.  Je  dis  qu'elle  fera       ^3'* 
le  lieu  de  cette  féconde  équation  ou  formule. 


~—ry  ~nip 
Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M, 
la  ligne  MQ,  parallèles  a  AF,6i  qui  rencontre  les  pa- 
rallèles AE  ,DG ,  aux  points  F ,  G  ,•  les  triangles  fem- 
blables  ABE  ,  AQF,  donneront  AB  (m) .  AE(e):: 

AÇl  ou  PM{y).AFon  DG^'-^ ,  ôc  AB  {m).  BE 

(n)::AQ(y).  QF=  ^ .  Et  par  conféquent  G M=  x 

Hh 
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—  ^  — r,  CG='^ — s.  Or  par  la  propriété  de  l'Hy- 
perbole CGxGM==CKxKH ,  ce  qui  donne,  en 
mettant  pour  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques  ,  & 
délivrant  le  terme  xy  de  fraâions  ,  la  même  féconde 
formule  que  ci-dclFus.  Donc,  &c. 

Corollaire. 

338.  Il  eft  clair,  1°.  Que  le  terme  xy  fe  rencontre 
toujours  dans  ces  deux  formules  ,  puifque  n'étant  mul- 
tiplié par  aucune  traction ,  on  ne  peut  point  la  fuppofer 
nulle  pour  le.  faire  évanouir.  2".  Qu'il  ne  s'y  peut  ren- 
contrer que  l'un  des  quarrés  xx  ou  jj,  lequel  s'évanouit 

fi  la  fraétion  —  qui  le  multiplie  eft  nulle. 

PROPOSITION     %. 

Problême, 

339.  1  ROUVER  le  lieu  d'une  équation  donnée  ,  dans 
latjuellc  le  plan  xy  Je  rencontre,  /ans  aucun  des  quarrés 
XX  &  yy  ,  ou  J'culcmcnt  avec  l'un  des  deux. 

On  délivrera  le  plan  xy  de  fradions ,  &  on  compa- 
rera les  termes  de  l'équation  donnée  avec  ceux  qui  lui 
répondent  dans  la  première  formule ,  lorfque  le  quarré 
XX  s'y  rencontre,  &  avec  ceux  de  la  féconde,  lorfque 
c'eft  le  quarré  yy ,  Se  enfin  avec  celle  des  deux  qu'on 
voudra,  lorfque  pas  un  des  quarrés  x.v  &  y  y  ne  s'y  trouve. 
On  tirera  enfuite  de  la  comparaifon  de  ces  tei-mes , 
des  valeurs  des  quantités  m,  n,  p,  r,  s  ,  par  le  moyen 
defquelles  on  décrira  une  Hyperbole  entre  fes  afymp- 
rotes  ,  comme  on  l'a  enfeigné  dans  le  Lemme  précédent, 
en  obfervant  toujours  de  mener  ou  de  prendre  du  côté 
oppofé  à  ^P  &  à  PAT  les  lignes  dont  les  valeurs  font 
négatives.  Les  exemples  qui  fuivent  écîlairciront  ces 
régies. 
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e  x  e  m  p  l  e     i, 

340.  Qn  demande  le  lieu  de  xy xx  —  cy  =  o. 

Comme  c'eft  le  quarré  xx  qui  fe  rencontre  dans 
1  équation  donnée  ,  je  choifis  la  première  formule  ,  & 
j  ai  par  la  comparaifon  de  fes  termes  avec  ceux  cîe  la 

propofée,  1°.  — =  — ,  d'où  en  faifanc  m  =  a  ,  je  tire 
n  =b.  2  .  — =  c,  &  partant  s=  —  .  3°.  —  ■ — r=o  , 
parce  que  l'inconnue  x  ne  fe  trouve  point  au  premier 
degré  dans  l'équation  donnée,  &  partant  r==-^, 
4''*~^ 'np  =  o ,  parce  qu'il  ne  fe  trouve  point  de  ter- 
mes entièrement  connus;    &  partant /7  =  — = —.    Or 

comme  les  valeurs  àe  A  P  (m),  B  E  (n)  ,  C  D  (s)  ^ 
AD  (/-),  KH  ( p) ,  font  toutes  pofitives  ,  je  conftruis  le 
lieu  précifément  comme  dans  le  Lemme  (Jig.  180.)  en 
obfervant  de  prendre  pour  les  lignes  les  valeurs  que  l'on 
vient  de  trouver. 

Car  GAf=j— ^— ^,  CG  ou  DG—DC=~~i     ^'c.  i«cs 

&  par  la  propriété  de  l'Hyperbole  CGxGM=CKxKH, 
c'eft-à-dire,  en  mettant  les  valeurs  analytiques,  l'équation 
même  donnée.  Donc  ,  <Scc. 

Exemple     II. 

341.  Soit   xy-h-yy — cy — ^=0  ,  l'équation 

dont  il  faut  conftruire  le  lieu. 

Comme  c'eft  le  quarré  y  y  qui  fe  trouve  dans  l'équa- 
tion donnée  ,  je  choifis  la  féconde  formule  ,  &  j'ai  par 
la  comparaifon  de  fes  termes  avec  ceux  de  la  propofée , 

1°,  — = ,  &  fi  l'on  fait  m=a  ,  on  aura  n  =  —  b. 

a°. '"''  =  0,  Repartant  ^  =  0.  3°.  r==c.  4°.  mp=ff,  & 

Hhij 


244  LivRB     Septième. 

Frc.  iSi,  parrant/7=-.  Ce  qui  donne  la  Gonftruâiion  fuivanre. 

Ayant  mené  par  le  point  fixe  A ,  une  ligne  indéfinie 
A  Ç>  parallèle  à  PiW  &  du  même  côté,  &  ayant  pris 
fur  cette  ligne  ,  la  partie  AB  [m)^=a  ,  je  tire  JJ  h  =b 
=  — n  parallèle  a  A  F  6c  du  côté  oppofé  ,  &.  par  les 
points  déterminés  A,  E,  la  ligne  AE  (c).  Je  prends 
fur  AF ,  la  partie  AD(r)  =  c  du  côté  de  F  M ,  &  je 
tire  la  droite  iiîdéniîie  D  G  parallèle  k  A  E  ,  &c  comme 
les  points  D,  C,  tombent  l'un  fur  l'autre,  parce  que 
DC(s)  =  o,  je  prends  fur  cette  ligne  la  partie  JDK=.c 
du  côté  que  s'étend  F  M,  &  ayant  mené  parallèlement 

à  A  F  &  du  même  côté  la  ligne  K  H  (p)  = -,   &  la 

droite  indéfinie  E^L  qui  tombe  ici  fur  AP  ,  je  décris 
entre  les  Afymptores  D  L  y.  D  K  y  une  Hyperbole  qui 
palFe  par  le  point  if.   Je  dis  quelle  fera  le  lieu  requis.^ 

Car  avant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M,  la 
droite  M (^  parallèle  à  AP ,  &  qui  rencontre  les  pa- 
rallèles AE ,  DG,  aux  points  F^^G ,  on  aura  G  M.  ou. 

MQ^+qF—FG=x-^r''^-~c,  DG  on  AF^^,  & 
partant  i>GxGAr= '-^ -+- £i^^  — '-^  =  D  A  xXH  C^V 

'^  a  aa  a  \  a  J 

Ce  qui  donne  ^  en  délivrant  le  terme  x  j  de  fradions^ 
féquarion  propofée  ^J-^-^yj  —  cj — ff=o^ 

Remarque. 

342.  S I  Ton  prend  pour  l'arbitraire  A  B  (m)  une 
aAitre  valeur  que  a.  celles  de  CK(e)  &  de  KH  {p) 
changeront,  mais  les  valeurs  du  reÂangle  CKxKH 
{ep),  &  des  droites  AD  (r),  CD  (s)  demeureront 
toujours  les  mêmes  ;  car  elles  ne  renferment  dans  leurs 

exprefiions  que  les  rapports  —?  —  >—?  qui  ne  chan- 
gent point ,  puifque  dans  le  triangle  ABE  l'angle  ABE 
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cft  donné ,  &  la  raifon  ~  (  qui  dans  cet  exemple  eft  -  ^ 

du  côté  A  B  (m)  au  côté  B  E  (n).  Or  comme  l'Hy- 
perbole qui  doit  palTer  par  le  point  H  ,  fera  toujt>urs 
h.  même  *,  telle  grandeur  que  l'on  puifTe  donner  k  CK  *  An,  loïr 
(e)  &.  k  K  H  {p)  ,  pourvu  que  le  redangle  CK  x  î(  H 
demeure  le  même  ;  il  s'enfuit  que  l'on  conitruira  tou- 
jours la  même  Hyperbole  ,  telle  grandeur  que  l'on  puifTe 
prendre  pour  l'arbitraire  A  B  Qn), 

Exemple     III^ 

343.  I L  faut  conftruire  le  lieu  de  l'équation  donnée 
»y  —  ay  -\-  bx  -^cc=-'0. 

Comme  pas  un  des  quarrés  x  x  Se  y  y  ne  fe  trouve 
dans  l'équation  propofee ,  je  puis  prendre  indifférem- 
ment l'une  ou  l'autre  des  deux  formules  ,  par  exemple  , 
la   premiers  ,    de    laq^iclle   comparant  les  termes  avec 

ceux  de  la  propofée  ,  j'ai  1°,  —  =  0,  &  partant /z  =  o> 
&  m=±:e ;  jefais  m:^=a.  1".  —  ou  s  =  a.  3°.  r== — b  , 
puifque  ^===0.  4".  rj  —  mp  =  ccy  &  partant /J=i — 5' 

—  — .    Or  ces   valeurs  de   m,  n,  r,  s,  p,  étant  ainfî  Pi^.  ,2^. 

déterminées  ,  J€  conftruis  le  lieu  de  la  manière  qui 
fuit. 

Puifque  AD  (r)  =  —  b^  je  mené  paraîlèfement  à 
y  M  &  du  côté  oppofë  la  ligne  A  D  =  bi  &  pujfque 
BE  (n)  =0  ,  je  tire  la  droite  indéfinie  D  G  parallèle  à 
AP,  fur  laquelle  ayant  pris  les  parties  DC(s)  =  ay 
CK{c)=^ni  =  a    du  côté  que  s'étend  A  F ,  jg  tire  la 

droite  indéfinie  CL,  <Sc  la  ligne  1   H=b-^  —  =^ — p 

parallèle  à  PTlf  &  du  côté  oppofé.  Je  décris  enfuite 
^Hyperbole  oppofée  à  celle  qui  ayant  pour  Afymptotes- 
les  droites   CL,  Ca  ,   paffe   par  le  poiiK  H,     Je  dis> 
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que  fa  portion  .ndcfinie  O -/Vf  renfermée  dins  l'ans^îe 
P ^  S ,  fait  pcT.  la  droite  indéfinie  A  P  ôc  par  la  ligne 
u4S  menée  parallèlement  a.  PJ\d  6c  du  même  côté,  fera 
le  lieu  cherché. 

Car  GM  ou  PGH-PM=y-t-/;  &  CG  ou  CD 

, — DG==J — X,  &  par  conféquent  CGx  GM^^ay — xy 

-\-ab  —  l)x=C KxK  H{ab-\-cc)  ;  ce  qui ,  en  effaçant 

\  de   parc  &  d'autre  le   redangle   ab  ,   &  tranfpofanc  à 

l'ordinaire  ,    donne   xy  —ay -^bx-h  cc  =  o    qui   eft 

l'équation  propofée. 

Il  auroic  été  inutile  dans  cet  Exemple  de  décrire 
l'Hyperbole  qui  paffb  par  le  point  H  ,•  car  aucun  de 
fes  points  ne  pourroic  tomber  dans  l'angle  P  AS  y  où 
l'on  fuppofe  que  doivent  tomber  les  points  M. 

R    E    M    A    R    q    U    E. 

344.  o'it  arrivoit  qu'en  comparant  les  termes  de 
la  formule  avec  ceux  de  l'équation  donnée  ,  on  trou- 
vât que  p  =  o  ;  on  voit  qu'il  feroir  alors  impoflible  de 
décrire  l'Hyperbole,  qui  en  devroit  être  le  lieu,  puif- 
que  fa  puifîance ,  qui  eft  égale  au  reâangle /?  c; ,  feroic 
nulle.  Mais  alors  l'équation  fe  pourroit  toujours  abaifler, 
en  forte  que  fon  lieu  deviendroit  une  ligne  droite  ; 
car    effaçant    par   exemple    daps   la    première   formule 

du  Lemme    le  terme   mp  ,  elle  devient    xy  —  —  xx 

—  -j- y-\ —  X  —  rxH =0  ,    qui  étant  divilee  par 

*Jrt.io6.    îl — s  donne  y —  —  —  r=o,  donc  le  lieu  ^  eft  une 

m  •'m 

ligne  droite. 

PROPOSITION    VI. 

Problême. 

34>5.  CyONSTRUîRE  tout  lUu  du  fccotid  dcgrc  ,  Jon 
équation  étant  donnée. 
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Tous  les  termes  de  l'équation  étant  mis  d'un  même 
côté,  en  forte  que  l'un  des  membres  loit  zéro,  je  dif- 
tingue  deux  différens  cas. 

Premier  cas.   Lorfque  le  plan  xy  ne  fe  trouve  point 
dans  l'équation  donnée.      1°.    S'il    n'y    a   que  l'un  des 
quarrés  y j  ou  xx ,  le  lieu  fera  une  ^  Parabole.    2"^.  Si     ■"''^'  î'®* 
les   deux  quarrés  y  y  &  xx  s'y  trouvent  avec  les  mê- 
mes fignes  ,  le  lieu  fera  une    ''^   Ellipfe  ou  un   cercle,     ^rt.  5 14. 
3°.    Si  ces  deux  quarrés  s'y  rencontrent  avec  différens 
fignes,  le  lieu  fera  une  ^  Hyperbole  ou  deux  Hyper-  *  Art.  jji. 
boles  oppofées,  rapportées  à  fes  diamètres. 

Second  cas.     Lorfque   le   plan   xj   fe  trouve  dans 
l'équation  donnée.   1°.  Si  pas  un  des  quarrés  y  y  &c  x  x 
ne  s'y  rencontre  ou  feulement  l'un  des  deux,    le  lieu 
fera  ^  une  Hyperbole  entre  fcs  Afymptotes.    2"^.  Si  les  *  Jn.  5J9; 
deux   quarrés  y  y  &    xx   sj   trouvent    avec   différens 
lignes,  le  lieu   fera   ^   une  Hyperbole  rapportée  à  fes  *  Art.  ^^i^ 
diamètres.    3*^.  Si  cqs  deux  quarrés  s'y  rencontrent  avec 
les  mêmes   fignes,   on  délivrera  le  quarré  y  y  de  frac- 
tions ,  &  le  lieu  fera  ^'  une  Parabole  lorfque  le  quarré  *  Art,  310. 
de  la  moitié  de  la  fradion   qui  multiplie  xj  eft  égal 
à  la  fra<Sion  qui  multiplie  le  quarré  xx  i  une  ^  Ellipfe      Art.  ii^l' 
ou  un  cercle  lorfqu'il  eft  moindre;  6c  enfia  une  ^  Hy-  *  Arc.  332.0 
perbole  ou  deux  Hyperboles  oppofées,  rapportées  à  fes 
diamètres  lorfqu'il  e{t  plus  grand. 

On  décrira  le  lieu  félon  l'article  310.  s'il  ef£  une  Pa- 
rabole ;  fclon  l'arricle  '^lâ^.  s'il  eft  une  Ellipfe  ou  un  cercle; 
félon  l'article  532.  s'il  eft  une  Hyperbole  ou  deux  Hy- 
perboles oppofées  ,  rapportées  à  fes  diamètres  ;  &  enfin 
félon  l'article  339.  fi  c'efi  une  Hyperbole  entre  fes 
Afymptotes.  Tout  ceci  n'eft  qu'une  fuite  de  ces  qua- 
tre  articles. 

GOROILAIRE. 

34(^.  Une  équation  du  fécond  degré  étant  don- 
née ,   comme  la  Sedion  Conique  que  l'on  trouve   par 
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Aru  5 14.  igj  régies  prefcrites ,  eft  le  lieu  ^  de  toutes  les  valeurs 
tant  vraies  que  faufî'es  de  l'inconnue  j,  qui  répondent 
aux  valeurs  tant  vraies  que  fauffes  de  l'autre  inconnue  x  ; 
il  s'enfuit  qu'il  ne  peut  y  avoir  que  cette  feule  Seâ:ion 
qui  foit  le  lieu  de  l'équation  donnée. 
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Propojîtîon  générale, 

347.    1  ROUVER  le  Heu  d'une  injînhé  de  points  qui  Fia.  1S4. 
cycnt  tous  certaines  conditions  marquées ,  lorjque  ce  lieu 
ne  pajfe  point  le  fécond  degré. 

i^.   On  fuppofera    comme  connues   &    déterminées 
deux  lignes  droites  inconnues  &  indéterminées  AV  (x), 
P7kf(j),  qui  fafTent  entr'elles  un  angle  y^PiVf  donné 
ou  pris  à  difcrétion  ;  &  dont  l'une  A  P  ait  une  origine 
fixe  &  invariable  en  un  point  A  ,   6c  s'étende  le  long 
d'une  ligne  donnée  de  pofition  ;   &  l'autre  P  M  qui  dé- 
termine toujours  par  fon  extrémité  M ,  l'un  des  points 
cherchés  ,    change   continuellement   d'origine  ,    &    foie 
toujours  parallèle  à  la  même  ligne.  2°.  On  tirera  les  autres 
lignes  que  l'on  jugera  utiles  à  la  folution  du  Problême , 
&  on  les  exprimera  par  des  lettres  ;  fçavoir  ,  les  connues 
par  les  premières  lettres  de  l'Alphabet ,  &  les  inconnues 
par  les  dernières.    3".  On  regardera  la  quertion  comme 
réfolue  ,  &  après  en  avoir  parcouru  toutes  les  conditions  , 
on  arrivera  enfin  à  une  équation  qui  ne  renfermera  que  les 
deux  inconnues  x  ôcy  mêlées  avec  des  connues.   4°.  Cette 
équation  dans  laquelle  on  fuppole  que  les  inconnues  x 
êc  y  ayent  au  plus  deux  dimenfions  ,  étant  formée,  on  en 
conftruira  le  lieu  félon  les  règles  prefcrites  dans  le  Livre 
précédent;  &  le  lieu  ainfi  conftruit  réfoudra  la  quellion. 
Tout  ceci  s'éclaircira  par  les  Exemples  qui  fuivenc. 

Exemple     L 

348.    J  ROUVER  dans  l'angle  donné  BAC  le  point  Fig.  i?^. 
M ,  tel  qu'ayant  mené  de  ce  point  les  deux  droites  AI  F, 
MO,  qui  fafTent  fur  les  côtés  AB  ,  A  C ,  toujours  vers 
la  même  paie,  des  angles  donnés  MFB,  MGC;  la 

Xi 
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di'okc-A'lF  foie  toujours  à  la  droite  M  G  en  la  raifon 
donnée  de  a  h.  b.  Et  conMne  il  y  a  une  infinité  de  ces 
points,  on  demande  la  ligne  qui  les  renferme  tous,  & 
qui  en  c(i:  par  conféquent  le  lieu. 

Par  le  point  iVI ,  que  l'on  fuppofe  être  un  des  points 
cherchés,  ayant  mené  la  ligne  MF  parallèle  à  ^  Cy  on 
confidérera  les  deux  droites  inconnues  6c  indéterminées 
^P  (x) ,  P  Ai  (y),  comme  connues  &  déterminées.  On 
prendra  furie  coté  A  B  la  parue  AB  =  a,  on  tirera  les 
droites  BC,  BD,  parallèles  à  MF,  MG ,  &  qui  ren- 
contrent aux  points  C ,  £) ,  l'autre  côté  AC  prolongé, 
s'il  ei\  néceflaire  ;  &  on  nommera  les  connues  A  C,  cy 
B  C ,  fi  B  D ,  g.  Préfentemcnt  menant  M  Q  parallèle  à 
AB,\es  triangles  femblables^ Ci^,  PMF,  ÔcABD, 
Çiif  G,  donneront  ces  deux  proportions:  AC{c).  CB 

(/)  :  :  MP  (j).  AîF=f ,  &  AB  {a).  BD  (g)  ::  MQ 

ou  A P  (x).  MG=  —  ;   ce  qui  fatisfait  à  la  première 

condition  du  Problême,  puifque  les  lignes  MF,  MG, 
font  toujours  fuppofées  parallèles  aux  deux  aiêmes  droi- 
tes B  C ,  BD ,  qui  font  fur  les  côtés  A  B,  AC  ,  les  an- 
gles donnés.    Or  par  la  féconde  condition   qui  reile  à 

accomplir  ,  il  faut  que  MF^f).  M  G  (Ç)  r.a.b; 

ou  ion  tire  1  équation  ji=-^>qui  renrerme  toutes  les 

conditions  du  Problême  ,  &  dont  le  lieu  fera  par  confé- 
Atl.  jb6.    quent  celui  que  l'on  cherche.   Il  fe  conftruit  ^  ainfi. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  A  P  ,  h  partie  AH^=b  y  foie 

menée  H£'  =  y  parallèle  a  P  M,  &  du  même  côté,  & 

foit  tirée  la  droite  indéfinie  AE.    Je  dis  qu'elle  fera  le 
lieu  de  tous  les  points  cherchés  ^■'1. 

Car  ayant  mené  par  un  de  fes  points  quelconques  Mj 
les  droites  MP ,  M  Q,  parallèles  aux  deux  côtés  AC, 
An,ôc  les  droites  MF,  iVi  G,  parallèles  aBC,BD,ôc 
qui  font  par  conféquent  fur  les  deux  côtés  AB,  AC, 
les  angles  donnés  ;  on  aura  à  caufe  des  triangles  fembla- 
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blés  AHE  ,  APM ,    cette  proportion  ;   AH  {b). 

HE  Çj)::AP  (X).  PM(j)  =  f/,  &  à  caufe  des 

triangles  Ccmhhhks  ACB ,  P  MF  ,&c  A  B  D  ,  QMG, 

ces  deux  autres  :  AC(c).  CB  (/)  ::  MP  (^).  MF 

^f;&cAB(a).BD(g)::MQ  ou  AP  (x).  MG 

c=Ç.    Et  par  conféquenc  MF(^-^)  .  MO  (Ç)  ::a.  è. 

Ce  qui  étoit  propofé. 

Je  n'ai  réfolu  cette  queftion  par  le  calcul ,  que  pour 
la  rapporter  à  la  Propofition  générale  ,  &  commencer 
par  des  Exemples  fimples  &  aifés  a  en  faire  voir  l'appli- 
cation ;  car  on  peut  réfoudre  ce  Problème  fans  aucun 
calcul ,  &  d'une  manière  plus  facile  en  cette  forte. 

Soient  tirées  les  droites  AK ,  AL ,  qui  fa/Tent  fur  ^5,  Fig.  185. 
AC,  les  angles  donnés  KAB,LAC,  ôc  qui  foient 
entr'elles  en  la  raifon  donnée  de  ^  à  3.  Soient  menées 
les  droites  KM,  L  M ,  parallèles  aux  côtés  AB,  AC, 
&  qui  fe  rencontrent  au  point  M  ;  par  où,  &  par  le  fom- 
tViCtA  de  l'angle  donné  B  A  C,  foit  tirée  la  ligne  AM  : 
Je  dis  qu'elle  fera  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  E ,  les 
droites  ER,  ES ,  parallèles  h  AK ,  A  L^  on  aura  à 
caufe  des  triangles  femblables  AER,  MAK,S<.  AES ^ 
MA  L ,  ces  proportions  ER.  AK  :  :  AE.  A  M:  :  ES. 
AL.  Et  partant  ER.  ES  ::  A  K.  AL  ::  a.  b. 

ExempleII. 

■    349.  Les  parallèles  AB,  CD,  étant  données  de 

poiition  ;  trouver  le  lieu  de  tous  les  points  M  tellement  Fig.  i%6, 

placées  entre  ces  lignes ,  qu'ayant  tiré  les  droites  MP, 

MG ,  qui  faffent  avec  elles  toujours  vers  la  mcme  part 

des  angles  donnés  MP  B,  MG  D  ;  elles  foient  toujours 

entr'elles  en  la  raifon  donnée  de  a  k  ^. 

Ayant  pris  pour  l'origine  lixe  des  indéterminées  A  P 
(x),  un  point  quelconque  A  de  la  ligne  AB ,  ik  les  deux; 

liij 
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droites  inconnues  &  indécerminée-s  A  P  (x),  P  M  (y)  ^ 
étant  lujpofées  connues  &  dcterniinécs  ,  on  me  era 
ks  lignes  AC,  AE  ,  parallèles  aux  deux  droites  MPy 
AîG  i  &  on  nommera  les  connues  A  C ,  c;  AE ,  f}  cela 
fait ,  on  prolongera  P  M.  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre 
CD  en  Fi  &  les  triangles  femblables  CA  E,FMG, 

donneront  AC  (c).  AE  (/)  :  :  MF{c—y).  MG-^  '^^. 
Or  félon  la  condition  du  Problême  qui  refte  à  accom- 
plir ,  U  faut  que  MP  (  j),  MG  (5^)  :  :  a .  è  ;  d'où  l'on, 

tire  l'équation  J  =^^11:^ qui  renferme  toutes  les  condr- 

*  jirr.-  507.    lions  du  Problème,  &c  dont  le  lieu  qui  eft  ^  une  ligne 
droite  indéfinie  H  M  menée  parallèlement  k  AB ,   eiT 

forte  que   AH=  ^^}_^f ,   efl:  par   conféquenc    le   liea 

cherché. 

Exemple     II  I^ 

Ijg.  187.  S'^o.  L/Eux  points  ^4, -S,  étant  dbnn.és ,  en  trouv>^eir 
un  troifieme  M,  rel  qu'ayant  mené  les-, droites  J\4Ay 
JVLB  j  elles  foient  toujours  entr'elles  en  raifon  donnée 
de  ^  a  ^.  Et  comme  il  y  a  une  infinité  de  ces  points  iVf  ^ 
il  eft  queftion  de  décrire  le  lieu  qui  les  renferme  tous. 

Il  peut  arriver  trois  différens  cas  ,  félon  que  a  eft 
moindre  ,  plus  grand  ,  ou  égal  à  b. 

Premier  cas.  Par  le  point  M ,  que  je  fuppofe  être  un 
dç  ceux  qu'on  cherche,  ayant  mené  la  ligne  MP  per- 
pendiculaire fur  ^  j6  (  car  rv'y  ayant  point  d'angle  donné 
dans  le  Problême  ,  on  choifit  l'angle  droit  comme  le 
plus  fimpre  )  ,  &  les  deux  clrortes  raconnues  &  indéter- 
minées ^P  (x),  PiVi"  (y)  ,  étant  fuppofécs  connues  & 
déterminées  ;  on  nommera  la  donnée  AB ,c;  &  kcaufe 
des  triangles  rectangles  AP  M ,  BPM  ,    on   aura  les- 

quarrés  A  M  =xx-\-yy ,  B  M  =cc —  2CX-{-  xx-^yy. 

Or  par  la  condition  du  Problême,  A  M  (xx  -t-yjr). 

MM  {ce  —  icx-{~x x  -\-yy)  '.'.aa.  bb.  D'où  (enmul- 
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dpîîant  les   extrêmes  &  les  moyens  &  divifanc  enfuice 

b  —  a  a)  on  forme  cette  équation  y  y  -^xx-\-  ^^_^  - 

. —  ^'?i£___o     qui  renferme  la  condition  du  Problême, 

bb  —  au  ^ 

&  dont  le  lieu  qui  eft  par  conféquent  celui  qu'on  de- 
mande ,  fe  conftruit  par  le  moyen  de  l'article  322. 
(  Liv.  précéd.  )  en  cette  forte, 

Soitprife  fur  la  ligne  AP,  h  partie  AC=  j^^^  du  Fig,  187, 
côté  oppofé  à  PiVfy  &  foit  décrite  du  centre  C,  &  du 

rayon  CX)  ou  C-Ess^^^^?;^- la  circonférence  d'un  cercle. 

Je  dis  que  fa  portion  D MO  renfermée  dans  l'angle 
PAO  y  fait  par  la  ligne  A P  6c  par  la  droite  AOy 
menée  parallèlement  à  P  Ai  Ôc  du  môme  côté,  fera  le 
lieu  de  l'équation  que  l'on  vient  de  trouver. 

Car  ayant  mené  d'un  de  ks  points  quelconques  AT^ 
la  perpendiculaire  MP  fur  AB  ,  on  aura  par  la  pro- 
priété du  cercle  CU'—CP'ou  EPxPD  =  Fm\  c'eft- 
à-dire  en  mettant  pour  ces  quarrés  leurs  valeurs  analy- 
tiques ,  l'équation  précédente. 

Si  l'on  fuppofe  à  préfenc  que  les  points  M  tombent 
dans  l'angle  EAR  oppofé  au  fommet  à  l'angle  BA  O 
dans  lequel  on  a  fuppofé  en  faifant  le  calcul  qu'ils  écoient 
lîtués,  on  trouvera  en  faifant  *^P= — x ,  &  PAf= — j,.  *j^^^  ^^^. 
la  même  équation  que  ci-defTus ,  tant  par  la  condition 
du  Problême,  que  par  la  propriété  de  la  portion  RME 
de  la  même  circonférence  que  l'on  vient  de  décrire  ; 
d'où  il  fuit  que  cette  portion  eft  le  lieu  de  tous  les  points 
cherchés  M  t  lorfqu'ils  tombent  dans  l'angle  RAE.  Et 
fi  l'on  fuppofe  enfin  que  les  points  A'I  tombent  dans  l'an- 
gle BAR  &c  enfuite  dans  l'angle  EA  O,  on  trouvera  de 
même  (en  obfervant  de  faire  PM= — y ,  lorfqu'il  tombe 
de  l'autre  côté  de  la  ligne  AB  ;  &  A  P  ^= — x,  lorf- 
que  le  point  P  tombe  de  l'autre  côté  du  point  fixe  A  ) 
que  les  portions  D R,  E  O ,  de  la  même  circonférence- 
feront  les  lieux  de  ces  points  ;    ôc  qu'ainli  la  circon£e-r 
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rence  entière  qui  a  pour  diamètre  la  ligne  D  E  ^  eft  b 

lieu  complet  de  tous  les  points  requis  M. 

Second  cas.  On  trouvera  par  un  raifonnement  fembla- 
ble  à  celui  du   premier  cas  ,  cette  équation  yy-\-xx 

__  1Î'£!L   ^    J^£î_  =  0 ,  dont  le  lieu  fe  conftruit  ainfi. 

aa — bb  au — ob 

F I G.  188.  Soit  prife  fur  viP,  la  partie  ^C=~^àn  côté  de 
P  Mi  &  foit  décrite  du  centre  C,  &  du  rayon  CD  ou 
C£'  =  — V;un  cercle.    Je  dis  que  fa  circonférence  fera 


ail' 
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le  lieu  de  tous  les  points  requis  M.    Cela  fe  prouve   de 
même  que  dans  le  premier  cas. 

Si  l'on  confidere  dans  ces  deux  cas  que  la  circonfé- 
rence qui  a  pour  diamètre  DE,  &  qui  eft  le  lieu  de  tous 
les  points  cherchés  M,  doit  couper  la  ligne  A  B  en  deux 
points/;,  £:,  tels  que  ^i:).  DBy.a.b,  &cAE.  EB  :: 
a.b  i  puifque  le  point  M  tombant  en  D,  la  droite  AM 
devient -^ D  ;  &  BM,  BD  ;  &  de  même  que  le  point 
M  tombant  en  E  ,  la  droite  AM  devient  AE  ,  &  BM, 
B  E  :  on  abrégera  de  beaucoup  les  conftrudions  précé- 
dentes. Car  il  eft  vifible  qu'ayant  divifé  la  ligne  A  B 
prolorrgée,  du  côté  qu'il  fera  néceflaire,  en  deux  points 
£>,£,  tels  que  ^D.  DBy.  a.  b,  ÔcAE.  EB::a.b; 
la  ligne  D  E  fera  en  l'un  &  l'autre  cas  le  diamètre  de  la 
circonférence  qui  eft  le  lieu  cherché. 

Troifumc  cas.  Puifque  dans  ce  cas  a  =  b ,  l'équation 
*  Art.  JC7.  précédente  fe  change  en  celle-ci  x={ci  d'où  l'on  voit  ^ 
Fi  G.  189.  que  fi  l'on  prend  AP  égale  à  la  moitié  de  A  B  Ôc  qu'on 
tire  la  droite  P  M  perpendiculaire  fur  AB,  cette  ligne 
P  M  indéfiniment  prolongée  de  part  &  d'autre ,  fera  le 
lieu  de  tous  les  points  requis  M.  Ce  qui  eft  d'ailleurs 
évident  par  les  Elémens  de  Géométrie. 

Exemple     IV. 

Fis.  190.       3^1.  Deux  lignes  droites  D^",  i^iV,  indéfiniment 
prolongées  de  part  &  d'autre  du  point  D,  étant  données 
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de  pofition  fur  un  pl.m  ,  avec  un  point  C  hors  de 
ces  lignes  ;  foit  imaginé  un  angle  donné  C£  AI  fé  mou- 
voir par  fon  lommct  E  le  long  de  DE,  en  force  que 
fon  côté  EC  qui  rencontre  D  N  en  N,  pafle  toujours 
par  le  même  point  C,  &  que  fon  autre  côté  E  M  foie 
toujours  troifieme  proportionnel  à  N  C,  CE.  On  de- 
mande le  lieu  de  tous  les  points  M  dans  ce  mouve- 
ment. 

Soient  menées  CA  parallèle  à  D  N  ;  &  CB  qui  fafTe 
fur  DE  au  point  B  un  angle  égal  à  l'angle  donné  CE  M, 
du  côté  qu'il  fera  nécefîaire  ,  afin  que  CE  tombant  fur 
CB ,  la  droite  E  M  tombe  fur  D  E.  Cela  pofé ,  je  diftin- 
gue  la  queftion  en  trois  difFérens  cas  :  car  ou  le  fommet 
E  de  l'angle  donné  C  E  Al  fe  meut  fur  la  droite  E)E  de 
l'autre  côté  du  point  B  ,  par  rapport  au  point  y^  y  ou 
entre  les  points  B ,  A  ^  ou  enfin  de  l'autre  côté  du  point 
A  par  rapport  au  point  B. 

Premier  cas,     Lorfque   le  fommet  E  fe  meut  fur  la 
ligne  DE  de  l'autre  côté  du  point  B  par  rapport  au  point 
A.  Ayant  mené  du  côté  du  point  C  la  ligne  A  Q  qui 
faffe  fur  I^jE"  au  point  A  l'angle  BAQ  égal  à  l'angle 
ABC,  on  tirera  par  l'un  des  points  cherchés  M ,  que  l'on 
regarde  comme  donné,  la  ligne  AîP  parallèle  \i  AQ^,  èz. 
qui  rencontre  DE  en  P;  &  on  aura  deux  triangles  fembla- 
bks  CBE,  EPM;  car  les  deux  angles  CBE ,  EPM,  lonc 
égaux  chacun  à  l'angle  donné  CE  M,  6c  de  plus  les  angles 
BCE ,  PEM ,  font  au(fi  égaux  entr'eux  ;  puifque  dans  le 
triangle  CBE  l'angle  externe  CEP  ou  CEM-^PEMtiï 
égal  aux  deux  internes  oppofés  BCE  &  CBE  ou  CE  M,  Si 
donc  l'on  nomme  les  données  AD,  a  j  AB ,  b  ;  B  C ,  c  ; 
ôc  les  inconnues  &  indéterminées  AP,  x  y  PM,  y  y  AE,^; 
on  aura  ,  tant  à  caufe  des  parallèles  D  N,  AC ,   que  de 
la   condition    du  Problême,  ces  proportions  AD  {a), 
AE  {()  :  :  CN.  CE  :  :  CE.  EM  :  :  CB  (c)  .EF(x  —  i):: 
B  E  (:j-  —  /').  P  A'î  (  j)  y  d'où  l'on  forme  (en  multipliant 
les  extrêmes  «Se  les  moyens)  ces  deux  équations  ax  —  a? 
t=  c-  ;[  <Sc  Liy=^:^^  —  b^,  qui ,  en  prenant ,  pour  abréger , 
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f=a-^c,  &  faifanc  évanouir  ;^,  fe  réduifenc  à  celle-cî 

XX X — ^-y=:.o  qui  ne  renferme  plus  que  les  incon- 
nues X  &  j  ,  &  dont  le  lieu  ,  qui  efl:  celui  que  l'on  cher- 
Art.  310.    che  ,  fe  construit  ^  ainfi. 

Soit  prife  fur  la  li^ne  AP ,  la  droite  AF  =~  àw 

côté  de  P  Mi  &  ayant  mené  FL  parallèle  \?  M  ,  foie 
prife  fur  cette  ligne  du  côté   oppofé  à  F  JM ,   la  paitie 

FG=  —  .   Soit  décrite  du  diamètre  GL  qui  ait  pour 

origine  le  point  G,  pour  paramètre  GH=-,  &  pour 

ordonnées  des  droites  LAI,  parallèles  à  AP ,  une  Para- 
bole qui  s'étende  du  côté  de  P  AI.  Je  dis  que  fa  portion 
indéfinie  Oikf,  renfermée  dans  l'angle  PAQ^,  fera  le 
lieu  de  tous  les  points  cherchés  Ai. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  Ai^ 
la  ligne  Al  Ç)  parallèle  k  A  P^èc  qui  rencontre  le  diamè- 
tre CL  en  L ,  on  aura  ML  ou  PF=x — ~&c  GL 


bi 


s=y  -\ ,   &  par  la  propriété  de  la  Parabole  ,  ML 

(xx-'|x  +  ^£)=LGxGif({j-f-^^)i  cequi 

en  tranfpofant  k  l'ordinaire  donne  l'équation  xx ~  >e 

— ^y  =  o,  qu'il  falloir  conftruîre. 

Secondcas.  Lorfque  le  fommet  E  parcourt  la  partie 
B  A.  Il  eft  clair  dans  ce  cas  que  les  points  ikf  tomberont 
cle  l'autre  côté  de  D  F ,  puifquc  l'angle  donné  CE  M 
fera  toujours  plus  grand  que  l'angle  CEP  qui  diminue 
continuellement,  Ceft  pourquoi  j'ai  P  Ai= — j,  & 
comme  je  trouve  par  un  raifonnemenc  femblable  au 
précédent ,  la  même  équation  ;  il  s'enfuit  que  la  portion 
^  G  O  de  la  Parabole  que  l'on  vient  de  décrire ,  fera  le 
lieu  de  tous  les  points  Ai ,  puifqu'elb  donne  auffi  par  fa 
propriété  cette  même  équation. 

TroiJJïemc  cas.  Lorfque  le  fommet  fe  meut  de  l'autre 

côté 
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côté  du  point  A  par  rapport  au  point  B.  Il  cfl  clair  encore 
dans  ce  cas  que  tous  les  points  cherchés  M  doivent  tom- 
ber au-defTous  de  la  ligne  D E  ^  &c  on  trouvera  comme 
dans  le  premier  cas  AD.  AE  :-.  CN.  CE  :  :  CF.  EM-  • 
CB.  EP.  Et  partant  AD.  CB::AE.  E P.  D'où  l'on 
voit  que  EP  eft  plus  grande  ,  moindre  ,  ou  égale  à  EA, 
lelon  que  CB  eft  plus  grande ,  moindre,  ou  égale  à  AD  ; 
&  qu'ainfi  prolongeant  AQ^  au-deflbus  àc  D  E  vers  iv , 
tous  les  points  cherchés  M  tombent  dans  l'angle  BAK 
dans  le  premier  de  ces  trois  cas,  dans  fon  complément  à 
deux  droits  DAK  dans  le  (écond  cas,  &  enfin  fur  la 
droite  AK  dans  le  troifieme  cas.  Je  fuppofe  ici  que  CB 
foit  plus  grande  que  AD  ;  &  comme  ftiifant  i^M=— -y , 
parce  qu  il  tombe  de  l'autre  côté  de  AF ,  je  ne  trouve 
plus  la  môme  équation  que  dans  le  premier  cas  ,  je  ne 
fais  plus  d'attention  à  la  confèruaion  de  ce  cas.  C'eft 
pourquoi  nommant  à  l'ordinaire  AP,  -vy  PM,y;  j'ar- 
rive à  cette  équation  xx-\-^-^x — ^y=:o  ,  dans  la- 
quelle g  =  c  — a,  âont  le  lieu,  qui  eft  celui  que  l'on  cher- 
che efi  une  portion  indéfinie  ^ilf  d'une  autre  Parabole 
que  la  précédente  ,  laquelle  s'étend  vers  le  côté  oppofé , 
&  qui  fe  conilruit  ^  en  cette  forte.  ^ 

Soit  prifc  fur  ^P  de  l'autre  côté  de  PM  la  partie 
AS=^f^-  foit  menée  S  T=  ^  parallèle  h  ^  Q  ,  &  du 
côté  oppofé  à  PAii  foit  décrite  du  diamètre  TS  qui 
ait  pour  origine  le  point  T ,  pour  paramètre  une  ligne 
=  f^,  &  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  h.  AP , 
une  Parabole  qui  s'étende  du  côté  de  PAT.  Sa  portion 
indéfinie  A  M  renfermée  dans  l'angle  PAK  fera  le 
lieu  de  tous  les  points  cherchés  M  dans  ce  dernier  cas , 
où  l'on  fuppofe  que  CB  furpalTe  A  D. 

Il  efl:  donc  évident  que  le  lieu  cherché  de  tous  les 
points  M  d{  compofé  de  deux  portions  indéfinies  de 
différentes  Paraboles  ,  dont  l'une  AGOM  s'étend  du 
côté  de  C,  Ôc  l'autre  A  M  du  côté  oppofé ,  &  partent 
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toutes  deux  du  point  A  ;  car  le  côté  CE  de  l'angle 
donné  CE  M  tombant  fur  CA  parallèle  a.  D  N ,  il  eft 
clair  que  CN  devient  infinie ,  &  qu'ainfi  E  M  cQ.  nulle 
ou  zéro  ,  puifqu'on  a  toujours  NC.  CE::  CE.  EM: 
c'ert-à-dire  que  le  point  M.  fe  confond  avec  le  point  £", 
qui  tombe  fur  le  point  D.  D'où  l'on  voit  que  AF  q^ 
une  ordonnée  au  diamètre  FG,  &  ^iS"  au  diamètre  52^,' 
ce  qui  donne  lieu  à  la  conftru^iiion  fuivante  qui  eft  gé- 
nérale. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  indéfinie  -^P  de  part  &  d'au- 
tre du  point  B  les  parties  B  O,  BR,  égales  chacune  à  la 
quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  DA,AB, 
BC-j  on  mènera  par  les  points  de  milieu  F,  S,  l'un  de  A  O, 
l'autre  de  AR  ,  les  droites  FG,ST,  parallèles  à  ^Q  ,  & 
égales  chacune  à  la  troifieme  proportionnelle  n^AD,  & 
à  AB  i  fçavoir ,  FG  du  cbzé  oppofé  au  point  C,  &  iST'du 
même  côté.  Cela  fait,  on  décrira  deux  différentes  Para- 
boles, dont  l'une  aura  pour  diamètre  GF,  ôc  pour  ordon- 
née FA  ;  &  l'autre ,  pour  diamètre  TS,  &  pour  ordon- 
née SA.  Je  dis  que  leurs  portions  indéfinies  MAGOM 
feront  le  lieu  complet  de  tous  les  points  cherchés  M. 

CâtBO  o\xBR==''-^,  ôc  parunt  AF ou  ^A0='- h 
+  ^  =  ^j  &  de  même^^  ou  i- -^il=*-i  — f-^ 

s«=  — .  Donc,  &c. 

On  peut  remarquer  en  paflant  que  fi  l'angle  donné ,  qui 
fe  meut  par  fon  fommet  le  long  de  la  ligne  DE ,  étoit  égal 
au  complément  à  deux  droits  de  l'angle  CE  M,  fans  rien 
changer  au  refi:e;  c'eft-à-dire  que  les  points  ikf  tombalfent 
fur  la  ligne  E  M  prolongée  de  l'autre  côté  du  point  E  : 
le  lieu  de  tous  les  points  M  feroit  alors  les  portions 
reftantes  des  deux  Paraboles  que  l'on  vient  de  décrire. 

Si  les  points  A,  B ,  C ,  étoient  fitués  différemment 
de  ce  qu'on  les  fuppofe  dans  cette  figure ,  à  laquelle  on 
a  accommodé  le  raifonnement  j  on  arriveroit  toujours 
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comme  l'on  vient  de  faire  à  deux  équations  qui  ne  pour- 
roient  être  différentes  des  précédentes  que  par  quelques 
fîgnes  ,  &  dont  les  lieux  feroient  par  conféquent  des 
portions  de  Paraboles  que  l'on  décriroic  avec  la  même 
facilité. 

Le  Comte  Roger  de  T^intimiUe  a  propofé  ce  Problème 
avec  quelques  autres  dans  le  Journal  de  Parme,  du  mois 
d'Avril  de  l'année  16^93.  ^^  '^^^  ^  donné  occafion  au  Père 
Sd(jucrius  de  faire  imprimer  un  petit  livre  à  Milan  ,  dans 
lequel  il  avoue  qu'il  n'a  pu  réfoudre  celui-ci  ,  quoiqu'il 
fafTe  afTez  paroître  par  la  folution  des  autres  qu'il  eft 
fort  verfé  dans  la  Géométrie. 

Exemple     V. 

■^<fi.  Une  ligne  droite  indéfinie  AP  étant  donnée  Fie.  ipii 
de  pofition ,  avec  deux  points  fixes  A,  C,  l'un  fur  cette 
droite ,  <Sc  l'autre  au  dehors  ;  foit  décrite  une  Parabole 
^M  qui  ait  pour  paramètre  une  ligne  quelconque,  & 
pour  axe  la  ligne  AP  dont  l'origine  foit  en  A  ;  &  foie 
menée  du  point  donné  C  une  perpendiculaire  CM  à 
cette  Parabole.  On  demande  le  lieu  de  tous  les  points 
M.,  dont  il  eft  vifible  qu'il  y  a  une  infinité  ;  puifque 
changeant  continuellement  de  paramètres ,  on  peut  dé- 
crire une  infinité  de  Paraboles  différentes  ,  qui  ayent 
routes  pour  axes  la  même  droite  indéfinie -^P,  dont 
l'origine  foit  toujours  en  A. 

Ayant  mené  par  le  point  donné  C  la  perpendiculaire 
CB  (\xr  AP ,  &  par  un  des  points  cherchés  M,  que  l'on 
regarde  comme  donné ,  les  droites  MP ,  MK,  parallèleà 
h.  B  Cf  AP ,  &  la  tangente  MT  ;  on  nommera  les 
données /4J5,  a  ;  BC,b;  &  les  inconnues  &  indéter- 
minés ^P,  x  ,•  Pikî,  y  ;  ce  qui  donne  CK  =  b — y, 
NK=a-^x.  Or  par  la  condition  du  Problême,  l'angle 
CM  T  eft  droit  ;  &  par  conféquent  les  triangles  redan- 
gles  TPM,  CKM,  feront  femblables  ;  car  fi  l'on  6te  des 
anMes  droits  CMT,KMP,\c  même  angle  i^  M  T, 
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Alt.  ii  6  ]es  rcftes  CMK,  TMP ,  feront  égaux.  Donc  TP^  (2:^). 

^3-  PM(  j)  :  :  CK  {h— y)  .  KM {a-^x),  d'où  l'on  forme 

en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  cette  équa- 
tion yj  —  ^.7 -H  2X  X  -\-  2ax  =  o  ^  dont  le  lieu  qui  eft 

Jn.  512.    celui  qu'on  demande,  eft  ^  une  Ellipfe  que  l'on  conf- 

Art.  314.    truit  ^  en  cette  forte. 

Ayant  mené  AD=^'-b  perpendiculaire  à  AF  &  da 
coté  de  F  M  ^  &  tiré  la  droite  indéfinie  D  L  parallèle  à 
AP  ,  on  prendra  fur  cette  ligne  la  partie  DE=j  a  du  coté 
oppofé  â  P  M  ;  &  de  part  &  d'autre  du  point  E  les  parties 

EF,EG  égales  chacune  à  v^^i^cz -f- j/?A.  En  fuite  de 
l'axe  F  G ,  qui  ait  pour  paramètre  une  ligne  G /"/double 
de  -F G,  on  décrira  une  Eilipfe.  Je  dis  que  fa  portion 
A  MO  renfermée  dnns  l'angle  PAD,  eft  le  lieu  de 
l'équation  précédente-  &  par  conféquent  de  tous  les  points 
cherchés  M.,  lorfqu'ih  tombent  dans  cet  angle. 

Car  prolongeant  PiVJ  ,  s'il  eft  néccifaire  ,  jufqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  l'axe  F  G  en  L,  on  aura  l'ordonnée 
ML=^b — y,  &  E  L='-a-\-x  ,  &i.  par  la  propriété 

de  l'EIlipfe,  FLxLG  o\xÉF—ËL\'-bb  —  ax--xx). 

LM  {^bb  —  by-+-y"y)  •■  FG .  G  H  :  :  1.2;  ce  qui  donne 
en  multipliant  les  extrêmes  ôc  les  moyens  '-b b  —  zax 
—  zxx  =  ~bb  —  ^y-^yy-   Donc,&;c. 

Si  l'on  fuppofe  à  préfenc  que  les  points  M  tombent 
dans  les  angles  B  A  D ,  BAR,  on  trouvera  toujours  la 
même  équation  que  ci-defTus  ,  tant  par  la  condition  du 
Problême  que  par  la  propriété  de  l'EIlipfe  ;  en  obfer- 
vant  de  faire  AP=  —  x  ,  &  P  M= — y,  lorfque  le 
point  P  tombe  de  l'autre  côté  de  l'origine  A ,  6c  Pikf , 
de  l'autre  coté  de  la  ligne  A  P.  D'où  il  fuit  que  les  por- 
tions de  l'EIlipfe  ,  que  l'on  vient  de  décrire,  renfermées 
dans  ces  angles,  font  le  lieu  de  ces  points. 

On  doit  remarquer  qu'il  eft  impoffible  qu'aucun  des 
points  cherchés  Af,  tombe  dans  l'angle  PAR,  oppofé 
au  fommet  à  l'angle  B  AD  dans  lequel  eftfituéle  point 
donné  C  ,  d'où  doivent  partir  toutes  les  perpendicu- 
laires aux  Paraboles.    Car  fi  d'un  point  quelconque  pris 
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d.ins  cet  angle  FAR,  on  mené  des  droites  comme  MP ^ 
MT,  perpendiculaires  fur  ^  P  &  CM,  il  eft  vilible 
que  les  points  F ,  T ,  tomberont  du  même  côté  du  point 
A,  &  par  conféquent  que  cette  ligne  MT  ne  pourra 
être  tangente  en  M  comme  le  demande  la  queftion. 

Si  l'on  fuppofe  que  AF  (x)  devienne  nulle  ou  zéro , 
l'équation  précédente  y  y  —  Z>y-h  2  xx-f-cz  x  =  o  fe 
changera  en  celle-ci  y  y- — by  =  o,  dont  les  deux  raci- 
nes font  y  =  o  ^  ôc  y:=h  ;  ce  qui  fait  voir  qu'en  tirant 
A  O  parallèle  &  égale  a  B  C ,  le  lieu  des  points  cherchés 
-M  paîfera  par  les  deux  points  A,  O.  On  prouvera  de 
même  en  fuppofant  que  le  point  F  tombe  de  l'autre  côté 
de  l'origine  A,  &  fàifant  A  F  ( — x)  =  AB  (a)  ,  que 
ce  même  lieu  palFera  par  les  points  B ,C\  de  forte  que 
l'Jillipfe  doit  être  décrite  autour  du  rcdangle  ABCO, 
Ceci  donne  lieu  à  une  nouvelle  conltruârion  que  voici. 

Soit  formé  le  redangle  ^5  CO ,  Se  foit  décrite  ^  au-  *  Art.  17e, 
tour  de  ce  reftangle  une  Ellipfe,  dont  l'axe  c  G  parallèle 
aux  côtés  AB ,  OC,  foit  h  fon  paramètre  GH ,  comme  i 
eft  à  2.  Il  efî  évident  qu'elle  fera  le  lieu  cherché. 

Remarque     I. 

3153.  01  la  nature  des  lignes  courbes,  telles  c^ntAM, 
étoit  exprimée  par  l'équation  générale  j"^=  x'^a"— "^  (  les 
lettres  m,  n  ,  marquent  les  expofans  des  puifTances  de  y 
&x,  tels  qu'ils  puilfent  être)  qui  renferme  ^  non-feule-  *  Art.  229; 
ment  la  Parabole  ordinaire  ,   mais  encore  celles  de  tous 

les  degrés  à  l'infini  ;  on  auroit  TF^  \^^}'  ^-^(ï)  ••  *  Art,  2^7^ 

CK(b — y).  KM(a-{-x):  ce  qui  donne  jj — by-\-  —  xx 

-^  —  ax  =  o,  dont  le  lieu,  qui  eft  celui  qu'on  cherche , 

eft  une  Ellipfe  que  l'on  conftruira  félon  l'article  322.  ou 
bien  félon  l'article  176.  fi  l'on  obferve  que  cette  Ellipfe 
doit  pafier  autour  du  rectangle  donné  ABCO,  &  que 
fon  axe  F  G  parvillèle  aux  côtés  AB,  OC,  doit  être 
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à  fon  paramètre  G  H  ^  en  la  raifon  donnée  de  m  a  n. 

Remarque     II. 

Fis.  ït)i.  3^4.  Si  le  centre  E  de  rEIlipfc  qu'on  vient  de  décrire, 
tomboit  fur  l'origine  A  de  l'axe  commun  A  P  de  toutes 
les  Paraboles  A  M -,  &  l'axe  i^G  de  rEllipfe  fur  l'axe 
u4P  des  Paraboles:  cette  Eilipfe  couperoit  toutes  ces 
différentes  Paraboles  à  angles  droits.  On  peut  énoncer 
ce  Théorème  de  la  manière  qui  fuit. 

Fi  g.  102.  Soient  une  infinité  de  Paraboles  comme  AM ^  de  tel 
degré  qu'on  voudra,  qui  ayent  toutes  pour  axe  commun 
la  même  ligne  AP,  dont  l'origine  eit  toujours  au  môme 
point  A  ;  &  foit  une  Eilipfe  qui  ait  pour  centre  le  point 
A,  &  dont  l'axe  F  G  fitué  fur  AP  foit  à  fon  paramètre, 
comme  le  nombre  m  expofant  de  la  pui (Tance  de  ^P  (x), 
cfl:  au  nombre  n  expofant  de  la  puifTance  de  P  Af  (y),  dans 
l'équation  générale  j"  =  x'"  a"—'"  qui  exprime  la  nature 
des  Paraboles  A  M.  Je  dis  que  cette  Eilipfe  coupera  tou- 
tes ces  Paraboles  à  angles  droits. 

Par  le  point  M,  où  elle  coupe  telle  de  ces  Paraboles 
qu'on  voudra,  ayant  mené  la  tangente  M  T  h.  cette  Para- 
bole, &  M^  perpendiculaire  à  cette  tangente  ;  il  eftquef- 
tion  de  prouver  que  MS  touche  l'Ellipfe  au  point  M.  Pour 
en  venir  à  bout  ,  on  tirera  la  perpendiculaire  MP  fur 
l'axe,  &  ayant  nommé  les  indéterminées  A  P ,  x-^  PM y^ 
&  la  donnée -F G,  2f  ;  on  aura  par  la  propriété  de  l'El- 
lipfe FP  X  PG  (tt —  X  x) .  PM  (y  y)  ::m.n,  6c  partant 
myy=  ntt  —  n  x  x.  Or  à  caufe  des  angles  droits  2'PM, 

*Art,  x}7.    TMi",  il  vient  TP^  (^x).  PM(y)::  PM(y). 

PS="^ ,  &  par  conféquent  AS  ou  AP^PS="-^''-±^ 

=  —  en  mettant  pour  myy  la  valeur  que  l'on  vient  de 

trouver  ntt — nxx.  D'où  l'on  voit  que  AP.  AF:  :  AF.  AS^ 
*  Art.  57.      &  qu'ainfi  ^  la  ligne  MS  touche  l'Ellipfe  au  point  M» 
Ce  qu'il falloit ,  (j'c. 
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Exemple     VI. 

3") "5-  Soient  imaginées  une  infinité  d'Hyperboles,  Fie.  i^}. 
qui  ayent  toutes  pour  Afymptotes  communes  les  mêmes 
droites  yiP,  A  O ,  données  de  pofition  ,  qui  font  entr'elles 
un  angle  droit  PAO\  &  foient  conçues  partir  d'un 
point  donné  C  une  infinité  de  perpendiculaires  comme 
CM  à  CQs  Hyperboles.  On  demande  le  lieu  de  tous  les 
points  Af ,  où  chacune  des  droites  CJVL  rencontre  l'Hy- 
perbole à  laquelle  elle  cft  perpendiculaire. 

Ayant  tiré  les  mêmes  lignes  que  dans  l'exemple  pré- 
cédent ,  &  les  ayant  nommées  par  les  mêmes  lettres , 
on  arrivera  de  même  à  cette  proportion   TP  ^   (x).  *  Are,  loy, 
PM(j)::  CK{b—y).  KM{a  —  x);  ce  qui  donne 
cette  équation  jj — by  —  xx  -\-ax  =  o;  dont  voici -^  *  Jrs  33©, 
le  lieu.  o«  33 j. 

Ayant  pris  fur  l'Afymptote  A  O  parallèle  à  PM,  la 
partie  A  D  =  ~  b ,  &  mené  D  L  parallèle  à  AP-,  on 
prendra  fijr  cette  ligne  la  partie  JJ  E=:'-a  du  côté  de 
P M,  &  de  part  &  d'autre  du  point  E ,  les  parties  E Fy 
E  G ,  égales  chacune  a  V-aa — '-bb  ou  v^'-hb — ^aa 
félon  que  a  eft  plus  grand  ou  moindre  que  b.  On  décrira 
enfiiite  de  la  ligne  FG,  comme  premier  axe  dans  le 
premier  cas .  &  comme  fécond  dans  le  deuxième ,  deux 
Hyperboles  oppofées  équilateres.  Je  dis  que  leurs  por- 
tions renfermées  dans  l'angle  PAO,  feront  le  lieu  de 
cette  équation,  &  par  conféquent  celui  de  tous  les  points 
cherchés  M. 

Car  prolongeant  P M  (s'il  eft  néceffaire)  jufqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  l'axe  -F G,  en  £,  on  aura  l'ordonnée 
AIL=^b — y ,  &  la  partie  E  L  =  x — -a  -,  &  *  par  la  *  Art.  117. 
propriété    des    Hyperboles     équilateres    EL  ~\-  E  F 

{xx  —  ax-i-  '-bb)r=TM  {^bb  —  by-\-yy).  Donc,&c. 
Si  a  =  b,  la  conftruftion  précédente  n'a  plus  de  lieu, 
car  la  valeur  du  demi-axe  E  F  ou  E  G  devient  nulle.  Et 
comme  l'équation  précédente  devient  celle-ci  y  y  —  a  y 
m—xx — ax=o,  ouyy  —  ay-i-jaw^xx — ax-+-^aa 
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de  laquelle  extrayant  de  part  &  d'autre  la  racine  quarréc,iî 
vient  y — '-a  =  x — '-a  ouy  ==x,  &  '-a — J  =  -v  —  r"^ 
ow  y  ==za  —  X  i  il  s'enfuit  que  fi  l'on  achevé  le  re£tangle 
FiG.  15)4.  ABCO,  &  qu'on  tire  les  deux  diagonales  AC^  BO:  elles 
feront  le  lieu  de  tous  les  points  cherchés  M.  Car  la  dia- 
gonale ^C  eft  le  lieu  de  la  première  équation  j  =  x,  & 
l'autre  diagonale  50  efl:  le  lieu  de  la  deuxième  j  =  a — x. 

Remarque     I. 

3<^<^.  Si  la  nature  des  lignes  courbes  qui  ont  pour 

Afymptotes  les  droites  A  B  ,  A  O  ,  étoit  exprimée  par 

Fi  G,  195.  l'équation  générale  x'^y^^a"^^"  qui  renferme  *  lesHy- 

*  Art.  1Z9.    perboles  de  tous  les  degrés  à  l'infini  ,  on  auroit  TP  ^ 

*^''-^^7'    (^^xyPM(y)::CK{b—y).  KM(a--x)i  ce 
qui  donne  y  y  —  by —  —  x  x  -{-  —  ax  =  o,  dont  le  lien 

*  Arc.  350.   fe  conftruit  ^  ainfi. 

Ayant  trouvé  le  point  E  comme  dans  l'exemple  ,  on 
prendra  fur  D  L  de  part  ôc  d'autre  du  point  E ,  les  par-» 


ties  EF ,  E  G  ,   égales  chacune  à  y^aa — -  —  bb 


ou 


j/*—  bb  —  jaai  félon  que  /z  a  a  eft  plus  grand  ou  moin- 
dre que  mbb.  Enfuite  de  la  ligne  -F G  comme  premier 
axe  dans  le  premier  cas  ,  &  comme  fécond  dans  le 
deuxième ,  qui  foit  à  fon  paramètre  en  la  raifon  donnée 
demà/z,  on  décrira  deux  Hyperboles  oppofécs  :  leurs 
portions  renfermées  dans  l'angle  OA  B  feront  le  lieu 
qu'on  cherche. 
'^la.bv.  v^mVn,  l'équation  jj — by — -  xx-\--  ax-^=o 

Fi  G.  194.     fe  change  en  celle-ci  jy — ayy—  —  ^  ^rx-t- ^<2x=;o, 

OU  yy — ûy  1/ 1 =  — xx ax-\ de  la- 

quelle  extrayant  de  gart  &  d'autre  la  racine  quarrée  ,  il 

vient 
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vient  y-  f .  ^/i  =  x  l/i  _A  <,/i ,  ou  j  =  X  V/^  . 

ôc^ay- — Y==xy- z^y—ou.  y=aY  — — xy-. 

^      '      m        •^  ^      m  -      '      m  J  'm  'nt 

D'où  il  fuie  que  fî  l'on  achevé  le  rectangle  u4  B  C  O  ,  & 
qu'on  tire  les  diagonales  B  O ,  A  C }  ces  deux  lignes 
droites  feront  le  lieu  de  tous  les  points  cherchés  M  :  car 
b   diagonale  AC  eft  le  lieu   de   la   première  équation 

yt=xj/ — ,   &   l'autre  diagonale   B  O  \e  lieu   de  la 

féconde  Y  =  a  \/-  —  x  ]/- . 

On  prouvera  de  même  que  dans  l'EIIipfe  ,  que  les  Hy-  fi  g.  ï^j. 
pcrboles  oppofées  qui  font  le  lieu  cherché  ,  doivent  être 
décrites  autour  du  redangle  donné  ^  5  C  O  /  &  comme 
l'axe  FG,  parallèle  aux  côtés  AB,  OC,  doit  être  à 
fon  paramètre  en  la  raifon  donnée  de  m  à  n  ,  il  s'enfuit 
qu'on  peut  décrire,  fi  l'on  veut,  ces  Hyperboles  par  le 
moyen  de  l'article  ij6.  (Liv.  4.) 

REMARqUElI. 

357.  01  le  centre  E  de  l'Hyperbole  5FC  tomboît  Çj,.^  j   , 
fur  fe  point  A,  &  fon  axe  F  G  fur  la  ligne  AP  i  je  dis 
que   cette  Hyperbole  couperoit   à  angles  droits   toutes 
celles  qui  ont  pour  Afymptotes  les  droites  AP^  A  O  i 
ce  qu'on  peut  énoncer  ainfi. 

Soient  une  infinité  d'Hyperboles  de  tel  degré  qu'on  piQ.  ,pj. 
voudra  ,  qui  ayent  toutes  pour  Afymptotes  communes 
les  mêmes  droites  AP,  A  Û ,  qui  font  entr' elles  un  an- 
gle droit;  &  foit  une  Hyperbole  ordinaire  FM  qui  ait 
pour  centre  le  point  ^,  &  dont  le  premier  axe  F  G  lltué 
fur  A  f ,  foit  à  fon  paramètre  comme  le  nombre  m  expo- 
fant  de  la  puiflance  de  AP  (x)  dï  au  nombre  n  expofant 
de  la  puifTance  de  PM(y)  dans  l'équation  générale  x'^y" 
=  a'"-h"  qui  exprime  la  nature  des  Hyperboles  MA  M. 
Je  dis  que  l'Hyperbole  -F Af  coupe  à  angles  droits  toutes 
ces  différentes  Hyperboles. 

Ll 
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Ayant  mené  par  le  point  M  où  elle  coupe  telle  de 
ces  Hyperboles  qu'on  voudra  ,  une  tangente  MT  a.  cette 
Hyperbole  ,  &  une  perpendiculaire  MS  k  cette  tan- 
gente ;  il  s'agit  de  prouver  que  l'angle  TMS  fera  droit. 
Pour  le  faire,  oa  tirera  AlP  perpendiculaire  fur  l'Afymp- 
tote  AP  i  àc  ayant  nommé  les  indéterminés  AP ,  x^ 
PM ,y  y  &  la  donnée  FG,  2t ;  on  aura  par  la  propriété 
de  l'Hyperbole  FM  cette  proportion  FP  xPG  (xx — tt) . 

F  M  (yy)::  m.  n,  &  partant  myy=nxx — ntt.  Or  à 

*  Jrt.  i}j.    caufedes  angles  droits  TPMyTMS,  il  vient  TP*  (^  x). 

PM{y)  :  :  PM{y).  PS^"^ .   Et  par  conféquent  ^6" 

au  AP  —  P5'=— ^^-^  =  —  en  mettant  pour  oi jj  la 

valeur  qu'on  vient  de  trouver  nxx  —  ntL    D'où  l'on 
voit  que  AS  eft  troifîeme  proportionnelle  h.  A  P ,  A  F; 
*Jrt,  iti.    &  qu'ainfi  f-  la  ligne  MS  touche  l'Hyperbole  FM  au. 
point  M.   Ce  qu^ilfalloit  dcinontrcr. 

Exemple     VII. 

FîG,  ip^r,  ■^^8.  i_/ A  Parabole  5y^C  étant  donnée,  on  demande 
le  lieu  de  tous  les  points  M ,  tels  qu'ayant  mené  de  chacun 
de  ces  points,  deux  tangentes  MB ,  AIC,  à  ctttQ  Para-, 
bole  ;  l'angle  BMC  qu'elles  comprennent  foit  toujours 
égal  à  un  angle  donné. 

Il  peut  arriver   que   l'angle  donné  5 MC  foit  aigu  j 
obtus ,  ou  droit  ;  ce  qui  fait  trois  différent  cas. 

Premier  cas.  Lorfque  l'angle  donné  BMC  eft  aigu. 
*  jirt.  \6o.  Ayant  mené  ^  V axe  AD  de  la  Parabole  donnée -6^  C, 
qui  rencontre  les  tangentes  MB ,  MC,  aux  points  F,  G , 
on  tirera  fur  cet  axe  des  points  touchans  5,  C,  &  du 
point  de  concours  M ,  les  perpendiculaires  BD ,  CE ^ 
M  P.  Et  ayant  mené  MN  qui  fafie  fur  l'axe  A  D  l'an- 
gle FNM  égal  à  l'angle  F MG  complément  à  deux 
droits  de  l'angle  donné  BMC,  on  nommera  les  inconnues 
&   indéterminées  AP,x;  PM,yi  AF,sj  AG,t^ 
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&  le  paramètre  de  l'axe  AD ,  fçavoir ,  A  l^,a  i  lequel 
eit  donné,  puifque  la  Parabole  B  AC  c^  donnée.  Cela 
pofé  ;  à  caufe  du  triangle  redangle  FP  M,  ou  aura  le 

quarré  FM=ss — %sx-\-xx-\-yy ,  lequel  étant  di- 
vifé  par  i^G(^—.0  donnera ''~ ^^-^-f-^^H-jy ^p  jsf  ^  ^ 
caufe  des  triangles  femblables  F  G  M,  FM N  ^  ôc  par- 
tantPiV  ou  FP^FN=  ^^+^^-^-^^27.  Je  cherche 

à  préfenc  par  le  moyen  de  la  Parabole  donnée  BAC 
des  valeurs  àcs-k-t,st,  &c  s —  t  par  rapport  à  x  &  j , 
afin  qu'étant  fubfti tuées  ,  dans  la  valeur  de  P  N ,  cette 
ligne  ne  renferme  plus  dans  fon  expre/Tion  d'autres  in- 
connues que  X  âc  y.  Ce  que  je  fais  ainfi. 

Les  triangles  femblables  FPM,  FDB^  &  GPM,  GEC, 
donnent  FP(^—x).  PM(j)  ::FD^  (zs).  BD  *  {Vas).  *  ^rt.  lU 
Et  GP  {x—t).  PM  {y)::GE  {it).  CE  (i/ar).  D'où  je  *  ^n.  7. 

forme  ces  deux  équations  s  s  —  zxs  —  ~  s-^xx  =  o  y 
&  tt —  zxt —  ^t-^xx  =  o  ;  c'eft-à-dire  (en  faifanC 
^  =  2  a: -{-  — pour  faciliter  le  calcul)  ss — ps-\-xx=o, 

&  tt — pt-^xx=o.  Je  retranche  la  féconde  équation 
de  la  première,  &  j'ai  s  s — tt — ps  -\-pt=o,  qui  étant 
divifée  par  s — t  donne  s-h  t=p  j  &  partant  s==p  —  f , 
&  ss=ps — ts=ps — XX  à  caufe  de  la  première  équa- 
tion ,  d'où  je  tire  st=xx.  Si  l'on  ôte  ^xx  valeur  de 
/^st  de  pp  valeur  de  ss-+-2ts-Jrtt ,  on  formera  enfin 
cette  égalité  s  s — ist-+-tt=pp  —  4;*:^:,  &  extrayant  * 

de  part  &  d'autre  la  racine  quarrée,  on  aura  s — t=t 

Vpp — ^xx=^^  "^  -^^  en  mettant  pour/?  fa  valeur  zx 

Si  l'on  met  à  préfent  à  la  place  de  J-h?,  st,  & 
s — î,  leurs  valeurs  2XH-— ,  xx,  &  ^Œl^ztiy  dans 
s.^t.-sc^.-_yy^    ^^  trouvera  PiV^r-^ZZ^.  Or  fi 

Llij 
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l'on  prend  fur  l'axe  la  partie  NQ  égale  au  paramétrer 
Ay  {a),  &  qu'on  tire  (> 7^ parallèle  à  PM ,  &  qui  ren- 
contre en  T  la  droite  M N  prolongée  autant  qu'il  fera 
néccffaire  ;  il  efl:  vifible  que  la  ligne  Q^T  fera  donnée  ^ 
puifque  dans  le  triangle  reâiangle  NQT^  l'angle  Q^NT 
qui  eft  égal  à  l'angle  donné  B  M.C  eft  donné ,  &  que 
i  de  plus  le  côté  NQ^,  qui  eft  égal  au  paramètre  JlV  dt 

-,    l'axe  de  la  Parabole,  eft  auffi  donné.  Soit  donc  la  donnée 
Ç)T=b,  ôc  à  caufe  des  triangles  femblables  iVPAfy. 

NQ^T,  on  aura  cetre  proportion,    NP  (~Ï^M=^\^ 

PM{y)::  a.b  ,  &  partant  j\ay^yy-\^ax  =  ^bx — ab 
c'eft-à-dire  en  ôcant  les  incommenfurables   y  y xx 

-hax-f-  — -v  —  ~bb  =  o,  dont  le  lieu  (qui  eft  celui: 

*  J'rt.  -'c  <&  ci''i'on  cherche)  fe  conftruit  ^  en  cette  forte. 

3  }i.  Soit  prifb  fur  l'axe  A  D  de  la  Parabole ,  la  partie  AH^ 

=  '-a-\-~  du  côté,  de  PAî;  &  de  part  &  d'autre  du  poinc- 

Jîles  parties  PtI\HK,  égales  chacune  à  ^-^^^^^tÉÏ".  & 

foit  décrite  du  premier  axe  IK  qui  fort  à  fon  paramètre' 
KL  comme  aa  eft  z  bb  ,  une  Hyperbole  KM.  Je  dis' 
qu'elle  fera  le  lieu  de  l'équation  que  l'on  vient  de  trouver. 

Car  HP=^x — 7 a  —  ^^,  &  par  la  propriété  de  l'Hy- 

j  perholclÏF  ~ H K\x X — jax~~  x-h^.aa).  Tm 

{yy):'-  IK.  KL  y.aa.bbi  ce  qui  donne,  en  multipliant 
les  extrêmes  &  les  moyens,  l'équation  précédente. 

Il  eft  a  propos  de  remarquer  que  dans  ce  cas  FN 
fera  toujours  moindre  que  FP  j  puifque  l'angle  F  N  M,, 
qu'on  a  pris  égal  au  complément  a  deux  droits  de  l'an- 

ple  donné  ,  eft  obtus.   C'eft  pourquoi  -^"yz^l    \^  valeur 

FP  —  FN  doit  être  pofitive  ;  &  par  confèquent  x  doit 
toujours  furpad'er  ~a.  D'où  fon  voit  que  quoiqu'il  y  aie 
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tine  portion  de  l'Hyperbole  oppofée  à  XM  qui  foit  ren- 
fermée dans  l'angle  Fu4  V  fait  par  la  ligne  A  P  &c  par 
la  droite  A  V  menée  parallèlement  ^a  P  M  &  du  même 
côté,  elle  ne  peut  pas  néanmoins  faire  partie  du  lieu  des 
points  ikf;  parce  que  Al  étant  moindre  que  \a ,  l'indé- 
terminée AP  qui  feroic  alors  moindre  que  Aï ^  feroit 
à  plus  forte  raifon  moindre  que  '-  a. 

Second  cas.  Lorfque  l'angle  donné  eft  obtus.  En  fup- 
pofant  que  les  points  M  tombent  dans  l'angle  PA  K, 
&  par  un  raifonnement  femblable  à  celui  du  premier  cas, 
on  trouvera  la  même  équation  ;  &  par  conféquenc  là 
conftruclion  du  lieu  demeurera  la  même.  Mais  il  fauC 
obferver  dans  ce  fécond  cas  que  F N  fera  plus  grande 

que  FP,  &  qu'ainfi  la  valeur  ^^^^^E^de  FP  —  FN  de- 

viendra  négative  ;  d'où  il  fuit  que  x  fera  toujours  moin- 
dre que  ^Uy  &c  partant  que  le  lieu  cherché  fera  alors  la 
portion  de  l'Hyperbole  qui  s'étend  du  même  côté  de  la 
Parabole  ,  laquelle  fc  trouve  renfermée  dans  cet  angle 
PAy.  Et  comme  en  fuppofant  que  les  points  AI  tombent 
dans  l'angle  D  AV ,  on  trouve  encore  la  même  équa- 
tion ,  il  s'enfuir  que  cette  Hyperbole  entière  fera  le  lieu 
de  tous  les  points  cherchés  M, 

De-là  il  elt  évident  que  fi  une  Hyperbole  KM  eft  le 
lieu  de  tous  les  points  M  lorfque  l'angle  donné  BMC' 
eft  aigu  ,  foH  oppofée  fera  le  lieu  de  tous  ces  points  lorf- 
que l'angle  donné  fera  égal  au  complément  à  deux  droits, 
de  l'angle  B  M  C ,  parce  qu'alors  les  lignes  données  a  &cb 
qui  déterminent  la  conftruâiion  des  Hyperboles,  demeu- 
rent les  mêmes. 

Troifiemc  cas.   Lorfque  l'angle  donné  eft  droit.  TI  eftFic.  iptf. 
clair  que  F N  eft  alors  égale  à  FP ,  &  qu'ainfi  la  valeur       ^97. 

^y—ay  ^^  FP  —  FN  fera  nulle  ou  zéro.  D'où  l'on 
^y'yy-V-"':  ' 

voit  ^  que  fi  l'on  prend  fur  l'axe  A  D  prolongé  vers  fon  *  ^n.  30e'. 
originel  la  partie  AP  =  ^a  ,  &  qu'on  lui  mène  la  per- 
pendiculaire indéfinie  P  M  j   cette  ligne  qui  n'eft  autre 
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que  la  directrice  ,  comme  l'on  peut  voir  dans  les  défini- 
dons  de  la  Parabole  ,  fera  le  lieu  cherché. 

Corollaire, 

Fi  G.  ïi)6.       3'^  9.  Si  l'on  mené  le  demi-fccond  axe  H  O ,  &c  qu'on 

«i'7'  tire  1  hypothénufe  XOy  les  triangles  redangles  KHO, 

N  QT  feront  femblables  :  car  puifque  le  fécond  axe  eft 

moyen  proportionnel   entre  le  premier  IK  ôc  fon  para- 

mètre  KL ,  il  s'enfuit  que  KH  .  HO  :  ;  IK.  KL  ::  aa. 
bb,6c  qu'ainfi  KH.  HO  ::  iVQ  {a),  Q2\b).  L'angle 
H  KO  (  qui  félon  la  définition  1 1.  du  3.  Livre  ,  ett  égal 
à  la  moitié  de  l'angle  fait  par  les  Afymptotes  de  l'Hy- 
perbole KM)  fera  donc  égal  à  l'angle  Q^NT,  c'eft-à- 
dire  5  à  l'angle  donné  BMC}  &  on  aura  N  Q  (a) .  QT 

(h)  ::  KH  (^^^^y^^^y  H0^^^^^±^  ■  ôc  NQÇa), 

NT{yaa^bb)::KHQ^^^^^),KO  =  ''^^, 

Or  fi  l'on  pofe  l'hypothénufe  XO  du  triangle  re<3:angîe 
KH  O  fait  par  les  deux  demi-axes  H K,  HO,  fur  le 
premier  axe  IK  depuis  le  centre  H,  en  R  ôc  S  ;  il  ett 
*Arc.'/4,  clair  -^  que  ces  deux  points  feront  les  deux  foyers  de 
l'Hyperbole  KM  ôc  de  fon  oppofée;  ôc  que  RA:;=-  a 

puifque  HR===''-^±^ôc  AH=\a^^^.  D'où  l'on 

voit  que  le  foyer  R  de  l'Hyperbole  KM  eft  encore  le 

*Def.},4.s.  foyer  *  de  la  Parabole  BAC,  ôc  que  SR(j^\ 

jiO  (p^^^)  ::  HO  (^^^^J^),  AR  C-^)  ,  puifqu'en 

multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  ,  on  forme  le 
même  produit.   Ce  qui  donne  lieu  à  ce  Théorème. 

Fi  G.  15^.  Si  fur  la  diftance  SR  des  foyers  d'une  Hyperbole 
KM j  on  prend  du  côté  de  6",  la  partie  RA  troifieme 
proportionnelle  à  cette  diftance  SR,  &  à  la  moicié  H  O 

^An.^.  de  fon  fécond  axe;  &  qu'ayant  décrit  ^  une  Parabole 
BA  C  qui  ait  pour  foyer  le  point  R  ,  ôc  pour  axe  l^a 
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ligne  AR  dont  l'origine  foie  en  ^ ,  on  tire  d'un  point 
quelconque  M  de  l'Hyperbole  KM  deux  tangentes 
MB ,  Ai  C ,  à  cette  Parabole  :  je  dis  que  l'angle  BMC 
qu'elles  comprennent ,  fera  toujours  égal  à  la  moitié  de 
l'angle  fait  par  les  Afymptotes  ;  &  que  fi  l'on  prend  le 
point  M  fur  l'Hyperbole  oppofée  ,  l'angle  compris  par 
les  tangentes ,  fera  toujours  égal  au  complément  k  deux 
droits  de  la  moitié  de  l'angle  fait  par  les  Afymptotes. 

Exemple     VIII, 

3é'o.  Une  ligne  droite  indéfinie  BAP  étant  don-  FiCé  ijf. 
née  de  pofition  lur  un  plan  avec  deux  points  fixes  A  ,D  y 
l'un  fur  cette  ligne  &  l'autre  au  dehors  ;  on  demande  le 
lieu  de  tous  les  points  M ,  dont  la  propriété  foit  telle 
qu'ayant  mené  de  chacun  de  ces  points  aux  deux  points 
fixes  ^,  D ,  les  droites  MA,  MD  :  la  ligne  A  M  foie 
toujours  égale  à  la  partie  ME  de  l'autre  droite  DM, 
prife  entre  le  point  M  &  le  point  E  où  elle  rencontre 
la  ligne  M  P. 

Du  point  donné  jD  &  du  point  M  que  l'on  fuppofe 
être  l'un  des  points  cherchés,  ayant  mené  les  perpendicu- 
laires BD,  MP  ,  fur  la  ligne  AP,   on  nommera  les 
données  A B ,  la  ;  B  D ,  ib  ;  &  les  inconnues  &  indé- 
terminées AP  ,x  j  PM,j  :  &  on  aura  AP=PE  y  puif- 
que  {hyp.)  AM=ME.  Or  les  triangles  fcmblables  EBD, 
EPM,  donnent EB  ou  A E^AB  {2  x~za).  BD 
{ib)::  E  P  (x).  P  M  (y).     En  multipliant  donc   les 
extrêmes    &   les  moyens  ,   on  formera   cette   équation 
xy  —  ay  =  bxy  qui  renferme  la  condition  marquée  dans 
le  Problème ,  &  dont  le  lieu  qui  eft  ^  une  Hyperbole  *  ^rt,  337. 
équilatere  entre  les  Afymptotes  fe  conftruit  ainfi. 

Soit  tirée  la  ligne  A  D  que  l'on  divifera  par  le  milieu 
en  C,  par  où  l'on  mènera  les  droites  CF,  CG ,  l'une 
parallèle  &  l'autre  perpendiculaire  2  AP  :  foient  décrites 
entre  les  Afymptotes  CP,  CG,  indéfiniment  prolongées 

de  part  &  d'autre  du  point  C,  par  \qs  points  D ^A,^  *  '^''^-  ij». 

131. 
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*  Déf.  i6.      les  deux  Hyperboles  oppofées  D  M,AM,  qui  font  ^ 
III.  équilateres.  Je  dis  qu'elles  feront  le  lieu  complet  de  tous 

les  points  cherchés  M. 

Car  les  Afymptotes  CF,  CG,  divrfent  les  droites  AB y 
B D  en  deux  parties  égales  aux  points  L,  K,  puifque 
^X)  efl:  divifée  par  le  milieu  en  Cy  &  partant  lorfquc 
les  points  P  tombent  fur  A.  B  prolongée  indéfiniment 
du  côté  de  5,  comme  l'on  vient  de  fuppofer  en  faifanc 
le  calcul,  la  ligne  PL  ou  CH=x — a,  HM=y  —  b} 

*  J.rt,\Qo.    &    par    la    propriété    ^     de   l'Hyperbole   C H  x  H  M. 

(xj  — ay — bx-{~ab):=CKxKD  (ab)  :  ce  qui  donne 
xy  —  ay  =  bx. 

Si  l'on  fuppofe  à  préfent  que  les  points  P  tombent  fut 
B  A  indéfiniment  prolongée  du  côté  de  -<4 ,  ou  fur  la 
partie  déterminée  AB  i  on  trouvera  toujours  (en  ob- 
fervant  de  faire  A  P  =  —  x ,  èc  P  M=  —  j,  lorfqu'ils 
tombent  de  l'autre  côté  du  point  ^  &  de  la  ligne  A  P) 
la  même  équation  xy — ay=^bx,  tant  par  la  condition 
marquée  dans  le  Problême  ,  que  par  la  propriété  de 
l'Hyperbole  A  M  ou  DM.  Donc,  &c 

Corollaire. 

36^1.  13^-1  A  il  eft  évident  que  les  parties  MR^ 
M  S  des  deux  droites  A  M,  DM,  çomprifes  entre  le 
point  M  &  l'une  ou  l'autre  des  Afymptotes  ,  font  égales 
entr'elles.  Car,  1°.  Lorfque  l'Afymptote,  comme  CF,  eft 
parallèle  à  la  ligne  AP  ,  l'angle  RSM  eft  égal  à  l'angle 
AEM,&cïan^\c  SRMkïângh  MAE.  2".  Lorfque 
l'Afymptote  ,  comme  CG  ,  eft  perpendiculaire  a  AP , 
l'angle  RSM  fera  Le  complément  à  un  droit  de  l'angle 
A  F  M  à  caufe  du  triangle  reélangle  SL  E ,  &  de  même 
l'angle  S  RAI  ou  fon  oppofé  au  fommet  ARL  eft  le 
complément  à  un  droit  de  l'angle  EAM  à  caufe  du 
triangle  rectangle  RAL.  Donc  puifque  les  angles  EAM, 
AEM ,  font  égaux,  il  s'enfuit  que  le  triangle i^ikfiS' fera 
ifofcelle,  &  qu'ainfi  les  côtés  MR,  AIS,  feront  égaux 

entr'eux. 
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icntr'eux.  Ce  Corollaire  nous  fournit  le  Théorème  fuivanr. 
Si  l'on  mené  d'un  point  quelconque  Tkf  d'une  Hyper- 
bole équilarere,  deux  droites  MD,  MA,  aux  extrémités 
d'un  de  fes  premiers  diamètres  A.  D  ,  lefquelies  ren- 
contrent l'une  ou  l'autre  Afymptote  aux  points  R,S: 
je  dis  que  les  parties  MR,  MS ,  de  ces  deux  droites 
feront  égales  entr'elles. 

Exemple     IX. 

3'^2.  L)bux  cercles^Gi"',  B  NO,  dont  les  centres  Fig.  159. 
font  C,A^  étant  donnés,  &  ayant  mené  par  un  point  quel- 
conque G  du  cercle  EGF  une  tangente  indéfinie  GNO 
qui  coujje  l'autre  cercle  BNO  en  deux  points  iV,  O ,  par 
lefquels  foient  tirées  les  tangentes  iV M ,  OM}  oa 
demande  le  lieu  de  tous  les  points  de  concours  M.. 

Ayant  tiré  MP  perpendiculaire  fur  CA,  qui  pafle 
par  les  centres  C ,  A ,  des  cercles  donnes;  on  mènera  les 
droites  CG,  AM ,  qui  feront  parallèles,  puifque  l'une 
.&  l'autre  efl:  perpendiculaire  fur  la  même  droite  G  O, 
qu'elles  rencontrent  aux  points  G ,  Q^;  &  on  nommera 
les  données  AB  ou  AO,a;  CE  ou  CF  ou  CG,bf 
ÇA ,  c  ;  &  les  inconnues  &  indéterminées  A  P ,  x , 
F  M,  y.  Cela  fait,  les  triangles  re£tangles  femblables 
A0M,AÇ10,  donneront  AM (v/xxh-jj).  AO{a):: 

AO  (a).Aq  =  ^^=^.  Et  menant  C H  parallèle  à 

GO,  qui  rencontre  en  H,  MA  prolongée ,  s'il  eft  nécef- 
faire  ,  on  aura  à  caufe  des  triangles  rectangles  fembla- 
bles M^P,  C^ii  ,   cette  proportion:  PA{x),  AM 

{y/xx-^yy)::AHouCG-AQ{b~-^=^).AC(c)i 

ce  qui  donne  b \/x x-{-yy  =  aa-\-cx,  c'ell-à-dire  ,  en 

ôtant  les  incommenfurables  ,  l'équation  jj -4-    ^^— xx 

' — ^r  ^  —  Tè''^^  *  *^°^^^  ^^  ^^^"  ^^  *  ""^  Parabole,  une  *  Jrc.  345. 
Ellipfe ,  ou  une  Hyperbole  félon  que  CF  (b)  eft  égale , 

Mm 
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plus  grande  ,  ou  moindre  que  CA  (c).  Voici  la  conftruc- 

tion  du  dernier  cas. 

Soit  prife  fur  la  ligne  AP  h  partie  AR=  -~^^  du 

côté  oppofé  à  PMj  &  de  part  &  d'autre  du  point  il  les 

parties  RI,RK,  égales  chacune  à  ^-^;  &  foit  décrite 

du  premier  axe  IK  qui  ait  pour  paramètre  K  L==^, 

une  Hyperbole.  Je  dis  que  fa  portion  indéfinie  DM. 
renfermée  dans  l'angle  PAD  fliit  par  la  ligne  AP  & 
par  la  droite  AD  menée  parallèlement  à  P M.  &  du 
même  côté ,  fera  le  lieu  de  cette  équation. 

Car  par  la   propriété    de   l'Hyperbole,  KP — Kl 

r4ë3? +")  •  p~hyj)  ■■■■  IK  i^ii) .  KL{^-f)  ; 

ce  qui  redonne  l'équation  précédente. 

Si  l'on  fuppofe  à  préfent  que  les  points  M  tombent 
dans  l'angle  KAD  qui  eft  à  côté  de  l'angle  PA  D ,  on 
trouvera  encore  (en  faifant  ^P  =  — x)  la  même  équa- 
tion ;  d'où  il  fliit  que  la  portion  déterminée  I D  de  l'Hy- 
perbole I M  ,  avec  la  moitié  entière  de  l'Hyperbole 
qui  lui  eft  oppofée ,  fera  le  lieu  de  ces  points  ,  &c 
qu'ainfi  ccî  deux  Hyperboles  oppofees  compofent  le 
lieu  complet  de  tous  les  points  cherchés  M  :  ou  l'on 
doit  obferver  que  la  portion  S I T  renfermée  dans  le 
cercle  B  N  O  eft  inutile  ,  puifqu'aucun  des  points  de 
concours  M.  des  deux  tangentes  NO ,  OAÎ  j  à  ce  cercle, 
ne  peuvent  tomber  au  dedans. 

Il    eft    à    propos   de   remarquer    que    RA  f  —-—ji  ) 

:^]/KR  -\-'^IKxKL,  comme  l'on  voit  en  mettant 
pour  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques  ;  &  qu'ainfi 
puifque  le  rectangle  I KxKL  vaut  le  quarré  de  la  moitié 
*  Art.  74.  du  fécond  axe  ,  le  point  A  fera  ^  l'un  des  foyers  de 
l'Hyperbole  I  M.  Or  puifque  AI  ou  A  R  —  RI 
^Ofc-aab^^      &    AK  =  AR-^RK<=—'^^ 
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«=^32^,  il  s'enfuit  qu'on  peut  abréger  la  conftruftion 

précédente  en  cette  force. 

Soient  prifes  fur  la  ligne  A  C  d\i  côté  de  C,  les  parties 
ylJ,AK,  troifiemes  proportionnelles  à  AF  {c->rb)  , 
AB(a),  ôc  k  AE  (c — />),  AB  (a)  ;  &  foient  décrites 
du  premier  axe  IK,  &  du  foyer  A  *  deux  Hyperboles  *  -^rt.  jS. 
oppofées.  Il  eft  évident  qu'elles  feront  le  lieu  de  tous 
les  points  cherchés  M. 

Lorfque  C£  {b)  eft  plus  grande  que  CA  (c)  ,  la  conf- 
trudion  de  l'Ellipfe  qui  eft  le  lieu  des  points  cherchés  iTf , 
fe  fera  de  la  même  manière  que  pour  l'Hyperbole,  en  ob- 
fervant  de  prendre  la  partie  A  K  de  l'autre  côté  du  point 
A  par  rapport  au  point  C.  Et  enfin  lorfque  CE  (b)  =  CA  Fig.  zco. 
(c),  il  n'y  aura  qu'à  prendre  fur  la  ligne  AC  du  côté  de  C, 
la  partie  A  I  troifteme  proportionnelle  h.  A  F,  AB  ,  & 
décrire  enfuite  une  Parabole  qui  ait  pour  foyer  le  point 
A ,  &  pour  axe  la  ligne  lA  dont  l'origine  foit  en  I. 

Corollaire  I.     pour   l'  E^l  iipse  &   les 
Hyperboles  opposées. 

3^3.  l)e-la  il  eft  évident  que  fi  de  l'un  des  foyers^  Fig.  199. 
d'une  Ellipfe  ou  de  deux  Hyperboles  oppofées  ,  dont  le 
premier  axe  eft  IK,  on  décrit  un  cercle  quelconque  BNO-^ 
&  qu'ayant  pris  fur  cet  axe  les  parties  AE,  AF,  troifiemes 
proportionnelles  à  AK,  AB ,  &  a  Al,  AB ,  (  fçavoir  AE 
du  côté  du  point  K ,  &  A  F  du  côté  du  point  /)  ,  on 
décrive  du  diamètre  EF  un  eercle  EGF  :  il  eft  évident, 
dis-je,  que  fi  l'on  tire  d'un  point  quelconque  M  de  la  Sec- 
tion, deux  tangentes  MN,  MO,  au  cercle  BNO,  la  ligne 
ON  qui  joint  les  points  touchans  étant  prolongée,  s'il  eft 
nécefîaire ,  touchera  toujours  l'autre  cercle  EGF. 

Corollaire  II.  pour  la  Parabole. 

364.  1  L  fuit  encore  de  la  réfolution  de  ce  Problême,  Fig.  ioo, 
que  fi  du  foyer  A  d'une  Parabole  IM  dont  l'axe  lA  a 

Mmij 
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fon  origine  en  /,  on  décrit  un  cercle  quelconque  BNO  f 
&  qu'ayant  pris  fur  l'axe  du  côté  de  fon  origine ,  la  partie 
A  F  troifîeme  proportionnelle  à  AI,AB  ,  on  décrive 
un  cercle  AGF  du  diamètre  AF^  &  qu'enfin  l'on 
tire  d'un  point  quelconque  M  de  la  Parabole  deux  tan- 
gentes MN,  MO,  au  cercle  BNO  :  la  ligne  NO  qui 
joint  les  points  touchans  ,  étant  prolongée  ,  s'il  eft  nécef-- 
faire,  touchera  toujours  le  cercle  AGF en  un  point  G. 

Exemple     X. 

Fi  G.  roi.  3^<5.  Un  E  ligne  droite  indéfinie  AP  étant  donnée 
2.0X.  103.  fur  un  plan ,  avec  un  point  fixe  F  hors  d'elle  ;  trouver 
le  lieu  de  tous  les  points  M ,  dont  la  propriété  foit  telle 
qu'ayant  mené  de  chacun  de  ces  points  une  perpendicu- 
laire MP  fur  ^P,  &  au  point  P  une  ligne  droite  MF; 
la  raifon  de  MP  à  MF  foit  toujours  la  même,  que  celle 
de  la  donnée  a  à  la  donnée  b. 

Ayant  mené  du  point  donné  F  fur  la  ligne  AP  la 
perpendiculaire  PA ,  &  du  point  M  que  l'on  fuppofs 
être  l'un  des  cherchés  ,  une  parallèle  Tkf  Q  a.  A  P  ,  ow 
nommera  la  donnée  AF,  c;  &c  les  inconnues^  &  indé- 
terminées ^i"*,  x;  Pil<f,  y;  qui  font  entr'elles  un  angle 
droit  AP  M.    Cela  pofé ,  le  triangle  redangle  MQ^F 

donne  iViF  =  Fi^  (ce  —  2cy-hyy)-+- MQ  (xx),  & 
à  caufe  de  la  condition  marquée  dans  le  Problême,  on 

aura  MP  (yy)  •  A^F  (ce —  ^cy-+-yy-^  ^x)  :  :  aa.  bb-^ 
d'où  (en  multipliant  les  moyens  <5c  les  extrêmes)  on  tire 
cette  équation  aayy — bbyy — xaacy-iraaxx-^aacc=o  ^ 
dont  il  s'agit  maintenant  de  conftruire  le  lieu.  Pour  en 
venir  à  bout ,  il  faut  difiinguer  trois  différens  cas  ,.  feloa 
que  a  efl:  plus  grand ,  moindre ,  ou  égal  à  b. 

Premier  cas.  En  divifant  par  aa — bb ,  on  trouve  cette 

r  •  laac  .  aa  .         aacc 

équation   yj  — —  -^  ^  ^_  __  ^  x  -t-  --^  =io-,. 

Jrt.  314.-   dont  le  lieu  éft  une  EUipfe -^  que  l'on  eonftruit  en  cette-' 
force. 
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Soie  prife  fur  AF  du  côté  de  F,  la  partie  .4C==  -£^^_\  F 1  g.  zôi. 

&  ayant  mené  par  le  point  C  une  parallèle  KIJ  à  AP, 
foient  prifes  fur  cette  ligne  de  part  &  d'autre  du  point 

C,  les  parties  CFI ,  CK ,  égales  chacune  h  y  ^,, .  En- 
fuite  de  l'axe  KH  qui  foit  à  fon  paramètre  KL  comme 
a  a — bb  eft  à  ûû  ,  foit  décrite  une  Ellipfe.  Je  dis  qu'elle 
fera  le  lieu  de  l'équation  précédente  ,  &  par  conféquent 
de  tous  les  points  cherchés  M. 

•  ••  ■'■■  —a 

Car  par  la  propriété  de  l'Ellipfe y  KExE H  ou  CH 

KH.  KL  :  :  aa  —  bb.  a  a)  ce  qui ,  en  multipliant  les  extrê- 
mes &  les  moyens ,  rend  la  même  équation  que  ci-defTus. 

Puifque  'CH.  C~B  '.-.  KH.  KL  ::  aa  —  bb.  aa,\i 
s'enfuit  que  le  demi-axe  CB  ou  CZ)=;-^-^  ;  &  qu'ainfi 
DF  ou  DC-4-CF=^±i^f  =  A^-,  &  FB  ou  CB~CF 

aa bb  a — b 

=  ^-^^:^-|-.  Tionc  DFxFB  =  ^'^,=  'CH;  & 

aa bb  a-\-b  aa—^bb  ' 

partant  le  point  F  eft:  ^  l'un  des  foyers  de  cette  Ellipfe  *'  Art.  3  5J- 
qui  a  pour  grand  axe  la  ligne  B  D.   Ces  remarques  nous 
fournilTent  une  conftrudion  beaucoup   plus  fimple   que 
la  précédente  :  La  voici. 

iioient  prifes   fur   FA   du  côté  de  A  la  partie  FB 

^=~n,i  &  '^^  côté  oppofé  la  partie  FD=—^^.    AyanC 

pris  DG  égal  à  BF  du  côté  de  F;  foit  décrite  des  foyers 

F,  G,  &  de  l'axe  BD^  une  Ellipfe;, il  efl:  évident  qu'elle  *  Art.  3^*- 

fatisfera  à  la  queftion. 

Second  cas.  On  aura  dans  ce  cas  yy-^  W^a  3^~^  ÏÂ^""  ^^ 
- —  '^zËja  ""^  ^  '  P^''ce  qu£  ^  ^  moindre  que  b:    Le  lieii 

de  cette  équation   fera  deux  Hyperboles  oppofées ,  que 
l'on  pourra  conftruire  félon  l'article  3,32.  (  Liv.y.  ).  Après 
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avoir  faic  les  mêmes  remarques  ,  que  dans  le  cas  pré- 
cédent ,  on  trouvera  cette  conftru£tion. 
FîG.  %oi.       Soient  prifes  fur  FA  du  côté  du  point  A  les  parties 

PB  =  ^'-~^,FD  =  j~ .  A yanc  pris  D  G  égal  'a  B F 

*  Jrt.  -jC,  du  côté  oppofé  au  point  F,  foient  ^  décrites  des  foyers 
F,  G,  6c  du  premier  axe  B D,  deux  Hyperboles  oppo- 
fées  B M,  DM,  Elles  feront  le  lieu  de  tous  les  points 
cherches  M. 

Troijiemc  cas.  L'équation  générale  aayy—bhyy—iaacy 
'■^aaxx  H-  aacc=  0  fe  changeant  en  cette  autre  xx. — icy 
-\-cc=:o,  parce  que  a  =  b  ,  fon  lieu  eft  une  Parabole 

Fjg.  zoj.  qu'il  efl  facile  Je  conftruire  félon  l'article  310.  (Liv.  7.  ) 
mais  on  voit  tout  d'un  coup  &  fans  avoir  befoin  d'au- 
cun calcul ,  que  fi  l'on  décrit  une  Parebole  qui  ait  pour 
directrice  la  ligne  AP  ,  ôc  pour  foyer  le  point  F,  félon 
qu'il  eft  enfeigné  dans  la  définition  première  du  premier 
Livre  ;  elle  fera  le  lieu  requis. 

Corollaire     L 

3(3(3.  Il  eft  clair  dans  le  premier  cas,  que  CF(~J-—] 

trouve  la  même  chofe  dans  le  fécond  cas  :  ce  qui  donne 
lieu  à  ce  Théorème. 
Fjg.  ioi.       Si  dans  une  Ellipfe  ou  deux  Hyperboles  oppofces  qui  ont 
i-oi.  pour  centre  le  point  C,  pour  foyers  les  deux  points  F,  G,  & 

pour  premier  axe  la  ligne  B  D,  on  prend  CA  troifieme  pro- 
portionnelle à  CF,  CB,  du  coté  du  foyer  F;  &  qu'on  mené 
la  droite  indéfinie  -^P  perpendiculaire  fur  BD  :  je  dis  que 
fi  d'un  point  quelconque  M  de  la  Section  ,  l'on  tire  fur 
AP  h  perpendiculaire  MP ,  &  au  foyer  F  la  droite  MF  ; 
la  raifon  de  M  P  à  MF,  fera  toujours  la  même  que  du 
premier  axe  BD  à  la  diftance  FG  des  foyers. 

Dans  les  Corollaires  fuivans  cette  ligne  droite  indé- 
finie AP  s'appellera  Directrice  à   l'égard  de  ces  deux 
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Sections  ;  aufîi  bien  qu'à  l'égard  de  la  Parabole.  D'où 
l'on  voie  qu'il  eft  facile  de  décrire  une  Se<5tion  conique 
qui  ait  pour  foyer  un  point  donné  F ,  pour  dire6trice 
une  ligne  donnée  de  pofition  ^P  ,  &  qui  pafTe  par  un 
point  donné  Mj  car  tirant  au  foyer  F  la  ligne  M  F,  & 
fur  la  diredrice  AP  Ib.  perpendiculaire  MP ,  &  nom- 
mant les  données  MP  ,a  ;  MF  ,b  }  il  n'y  aura  qu'à  dé- 
crire le  lieu  des  points  M  tels  que  MP  foit  toujours  à 
MF  comme  a  eft  à  ^. 

Corollaire  II. 

3^7.  01  l'on  joint  deux  points  quelconques  M,  iV,  ^'^^  ^o-i» 
d'une  Seâion  conique  ,  par  une  ligne  droite  qui  rencontre  *°5  ' 
la  directrice  en  Cy  &  que  du  foyer  F ,  on  tire  les  droites 
FM,FN,FC:  je  dis  que  la  ligne  FC  coupe  en 
deux  parties  égales  l'angle  NFH  complément  à  deux 
droits  de  l'angle  NFM ,  lorfque  les  points  M ,  N, 
tombent  fur  une  Parabole  ,  Ellipfe  ,  ou  Hyperbole  ;  & 
l'angle  NFM,  lorfqu'ils  tombent  fur  deux  Hyperboles 
oppofées. 

Car  tirant  les  perpendiculaires  MP,  iV Q ,  fur  la 
directrice  ,  &  la  ligne  A^  D  parallèle  à  MF  ;  les  triangles 
femblables  MPC,  NQ^C ,  &c  MFC,  NDC  ,  donnent 
MP.  NQ  ::  MC.  NC  ::  MF.  ND.  Et  partant  MP.  . 
MF::  N  Ç).  N  D.  Or  par  la  propriété  de  la  Sedion 
conique ,  qui  a  pour  diredrice  It  ligne  P  Ç),  &.  pour 
foyer  le  point  F,  on  aura  M  P.  MF::  N  Q.  NF.  Les 
lignes  N  D,  NF,  feront  donc  égales  entr'elles  ;  c'eft 
pourquoi  dans  le  premier  cas  l'angle  N  D  F  ou  CFH 
fera  égal  à  l'angle  CF N ,  &  dans  le  fécond  l'angle  FDN 
ou  CFM  fera  égal  à  l'angle  CFN.  Ce  qu'il  falloit 
prouver, 

CorollairbIIT. 

368.   L)e-la  on  voit  comment  on  peut  décrire  une  Fig.  204. 
Parabole  ,  Ellipfe  ,   ou  Hyperbole  qui  pafTe  par  trois 
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points  donnés  M,,  N,  O ,  &  qui  ait  pour  foyer  le  point 

àonné  F. 

Soient  menées  par  le  foyer  F ,  les  droites  FC,  FE , 
'qvîi  divifent  pir  le  milieu  les  angles  NFH ,  NFK,  com- 
plemens  à  deux  droits  des  angles  donnés  M-FN ,  OFN-^ 
&  par  les  points  C,E ,  où  elles  rencontrent  les  lignes 
Ai  N ,  ON,  qui  joignent  les  points  donnés,  foit  tirée 
une  Jigne  droite  indéfinie  CE.  Soit  décrite  une  Sedtion 
.conique  qui  ait  pour  directrice  la  ligne  C  E  ^  pour  foyer 
le  point  F ,  ôc  qui  paffe  par  le  point  M  :  il  eft  clair, 
félon  le  Corollaire  précédent,  qu'elle  pajTera  aulfi  par  les 
.deux  autres  points  iV ,  O. 

-Corollaire     IV, 

FïG.  2,05,  3<39.  On  tire  encore  du  Corollaire  fécond  une  ma- 
nière de  décrire  deux  Hyperboles  oppofées  qui  ayent 
pour  foyer  le  point  F  ;  &  dont  l'une  d'elles  pafTe 
par  deux  points  donnés  M,  O,  &  l'autre  par  un  point 
donné  N. 

Soit  menée  par  le  point  F  la  ligne  FE  qui  divife  par 
le  milieu  l'angle  FI  F  O  complément  à  deux  droits  de 
fangle  MFO  formé  par  les  droites  FM,FO  ,  tirées 
du  point  F  aux  deux  points  M ,  O ,  qui  doivent  fe  trour- 
ver  dans  la  mênie  Hyperbole;  «Se  foit  encore  menée  par 
le  même  point  Fia  ligne  FC ,  qui  divife  en  deux  parties 
égales  l'angle  Al  F  N  formée  par  les  droites  F  Ai,  F  N^ 
tirées  du  point  F  aux  deux  points  Ai,  N,  qui  doivent 
tomber  fur  les  deux  Hyperboles  oppofées.  Par  les  points 
£,  C,  oii  les  lignes  F E ,  F  C  ,  rencontrent  les  droites 
AI  O ,  AÎN,  qui  joignent  les  points  donnés  ,  foit  tirée 
une  ligne  droite  indélinie  E  C.  Soient  enfin  décrites  deux 
Hyperboles  oppofées ,  qui  ayent  pour  foyer  le  point  F, 
pour  directrice  la  ligne  E  C ,  &.  dont  l'une  d'elles  paffe 
par  le  point  A4  :  il  eft  évident  qu'elles  fatisfont  à  la 
queftion. 

Corollaire  V. 
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Corollaire     V. 

370.  LiHs   mêmes  chofcs  étant  pofces  que  dans  le  Fig.  104, 
Corollaire  fécond  5  il  eft  vifible  que  l'angle  A/ i^'iV  dif- 
férence de  l'angle  CF M  &  de  fon  complément  à  deux 

droits  CF  H  ou  CF  N,  diminue  à  mefure  que  le  point 
iV  approche  du  point  Af  ;  de  forte  qu'il  s'évanouit  tout- 
■^-fiiit,  lorfque  le  point  iV  tombe  fur  le  point  J\d.  L'angle 
C  F  M  fera  donc  égal  alors  à  fon  complément  à  deux 
droits  ,  &  par  conféquent  il  fera  droit.  Or  comme  la 
ligne  M  N  devient  alors  la  tangente  MT,  puifqu'elle 
pafTe  •^  par  deux  points  infiniment  proches  de  la  courbe  •,  *  Jn.  188. 
on  voit  naître  une  manière  générale  &  toute  nouvelle 
de  mener  d'un  point  donné  iVf  fur  une  Sedion  conique, 
une  tangente  MT,  un  foyer  F  avec  l'axe  qui  pafîe  par 
ce  foyer  étant  donnés. 

Car  ayant  trouvé  la  directrice  comme  il  eft  enfeigné 
<3ans  le  Corollaire  fécond ,  on  mènera  du  point  donné 
M  au  foyer  F  la  droite  MF ,  fur  laquelle  on  tirera  la 
perpendiculaire  FT  qui  rencontre  la  directrice  en  T,  par 
où  &  par  le  point  donné  M  on  tirera  la  tangente  cherchée 
MT. 

Exemple     XI. 

371.  Deux  angles  KA M ,KB M,  mobiles  autour  Fig.  10^. 
des  points  fixes  A,  B,  étant  donnés  fur  un  plan,  avec 

une  ligne  droite  indéfinie  F K.  qui  ne  palTe  par  aucun  de 
ces  points  ;  foit  imaginé  le  point  de  concours  K  des  deux 
cotés  A  K  ,BK,  fe  mouvoir  le  long  de  la  droite  FK^ 
6c  foit  propofé  de  trouver  la  nature  de  la  ligne  courbe 
que  décrit  dans  ce  mouvement  le  concours  M  des  deux 
autres  côtés  A  M,  B  M,  prolongés  lorfqu'il  eft  nécef- 
faire  de  l'autre  côté  des  points  A ,  B. 

Sur  A  B  comme  corde  ,  je  décris  de  Taucre  côté  du 
point  M  ,  un  arc  de  cercle  capable  d'un  angle  BDA 
qui  vaille  quatre  droits  moins  les  deux  angles  donnés 
KAMy  KB M;  ôc  ayant  achevé  le  cercle  entier  dont 

Na 
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cet  arc  fait  partie ,  il  peut  arriver  que  la  droite  indéiinie 
FK  tombe  toute  entière  au  dehors  de  ce  cercle  ,  ou 
qu'elle  pafTe  au  dedans ,  ou  enfin  qu'elle  le  touche  ;  ce 
qui  fait  trois  différens  cas  que  j'explique  en  particulier. 

Premier  cas.  Du  centre  C  du  cercle  B  D  A  E  je  mené 
fur  F K  ,  la  perpendiculaire  CF  qui  le  rencontre  aux 
points  D ^  E i  &  je  fais  pafTer  par  le  point  D  (  plus  pro- 
che de  la  ligne  FK  que  l'autre  point  E)  les  deux  côtés 
D  A  ,D  B  ,  des  deux  angles  DAP ,  DB  Q  ,  égaux  aux 
angles  KA  M,  K  B  M  ,  lefquels  côtés  étant  prolongés 
Vers  D  rencontrent  la  ligne  PK  aux  points  G ,  H.  Or 
par  la  conlliuilion  l'angle  EDA  plus  les  deux  angles 
J^AP,  D  B  Q,  vaut  quatre  droits  ;  &  comme  le  même 
angle  B  DA  plus  les  deux  angles  D  A  B ,  D  BA ,  vaut 
deux  droits  ;  il  s'enfuit  que  les  angles  B  AP ,  A  B  Q, 
valent  deux  droits ,  &  qu'ainfi  les  lignes  A  P ,  BQ,  fonc 
parallèles  encr'elles.  Cela  pofé. 

Soit  mené  du  point  K  fur  les  deux  côtés  AD ,  BD , 
les  perpendiculaires  KR,  KS\  &  des  points  A,  M ,  fur  les 
deux  autres  côtés  B  Q^,  A  P ,  les  perpendiculaires  vi /, 
MP ,  qui  rencontrent  B  Q,  aux  points  J,  Q^.  Soient  les 
données  FE=^a,FD  =  b,  BI==^c,AI  =  d,  FG=^g, . 
FH=h,  DG^=m,  DH=n  ;  &  les  inconnues  FK=:^y 
AP=x ,  P  M=y  ,•  &  à  caufc  des  triangles  reâiangles 
femblables,  G  D  F,  GKR,  on  aura  ces  deux  propor- 
tions :  GD  (m).  GF  (g)  :  :  GK  ({—g).  GR==SÎ=££.,  Ec 
GD  (m).  DF(b)::GK  (^— ^).  KR=^-^.  Or  les  trian-- 
gles  rcârangles  femblables  GDF ,  EDA  ,  donnent  auffi 
GD  {m).  DF{b)::  ED  (a— h).  AD='±±,  &  par- 
iant ^i^  H- DG  ou  AG=^'-t^^±l^    ScA^G-hGR 

m  ' 

OU  ^i^=±zÉ^'^!!!±/Iz:££  =  iyi£r.  parce  mm^bb 

-\-gg   à   caufe   du  triangle  redangle  DFG.    Mais  les 
triangles  redangles   ARKy  APM    fonc  femblables, 
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-car  retranchant    des   angles   égaux   KAM,  DAP   le 
;jnéme  angle  KAP,  les  reftes  KAR,  PAM,  feront 

égaux;  &  par  conféquenc  A  R  {—^)  .  RK{^^)  :'. 

AP  ix).  PM{y),  d'où  l'on  cire  ^=^±^^. 

Maintenant  les  triangles  rectangles  femblables  HDF , 
HKS  donnent  HS=^'^S±!l\  KS^''^-^-  &  les 
triangles  reâ:anglcs  femblables  HFD,  EBD ,  donnent 
DH{n).DF{b).:  DE{a—b).  DB='-t±.  Et  par- 
tant ED-^DH  ou  BH='-^-^±^,  &  BH  —  HS 

■ne         "b bb-\-nn — hr  —  hh  ab — h?  ,, 

OU  i}o  = — := -^ ,  parce  que /z/2  =  £13 

H-AA  à  caufe  du  triangle  rectangle  D  F  H.  Or  les  trian- 
gles reâ:angles  BSK,  BQM  ,  font  femblables  ;  car 
retranchant  des  angles  égaux  D  B  Q,  KB M ,  le  même 
angle  DB M,  les  reiks  KBS\AiBQ,  Jcront  égaux,; 

&  par  conféquent  B  S  {^tzhy  S  K  {^^)  :  :  BQ 
(x-c).  qM(y^d).  D'où  l'on  tire  7=l^/l±^+^. 

Comparant  cette  dernière  valeur  de  :^  avec  la  précé- 
.-dente  ,  multipliant  en  croix  ,    &   faifant   pour   abréger 
G  H  {g-\-b)^=^f,  on  arrive  enfin  en  divifant  par  abf 
à  cette  équation. 

,    j       ,    b                te 
y  y -hay-h  -  XX- x  =  o 

bc_  bd_ 

f  ~~  f 

dont  le  lieu  que  l'on  pourra  conftruire  felcn  rarticle324. 
(Liv.  7.)  fera  une  Ellipfe ,  parce  que  le  terme  -  x  x  fera  tou- 
jours précédé  dans  ce  premier  cas  du  figne  -+-  ,  en  quel- 
que fituation  que  fe  puiflcnt  trouver  les  points-^,  /?,  K. 

Second  cas.    Après  avoir  nommé  les  lignes  par  les  Fi^-  ^°7» 

N  n  ij 
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mêmes  lettres  que  dans  Je  premier  cas ,  &  fait  les  mêmes 

raifonnemens  •  on  arrivera  à  cette  équatioru. 

hc_  h£ 

c(ui  ne  diffère  de  la  précédente  que  dans  quelques  fignes  , 
&.  dont  le  lieu  que  l'on  pourra  conftruire  félon  l'article  332.. 
(  Liv.  7.  )  fera  toujours  deux  Hyperboles  oppofées ,  parce 

que   le  terme  -  xx  fera  toujours  précédé  du  figne  — 

dans  ce  fécond  cas. 

Comme  le  plan  xy  ne  fe  rencontre  point  dans  les 
deux  équations  précédentes  ,  &  que  l'angle  AP  M  t^i 
droit  ;  on  connoîr  d'abord  que  l'un  des  axes  de  l'Ellipfe 
dans  le  premier  cas ,  &  des  Hyperboles  oppofées  dans  le 
fécond  doit  être  parallèle  aux  lignes ^P,  B  Q;  6c  qu'il 
a  avec  fon  paramètre  la  même  raifon    que  £F  (a)  à 

F D  (b)  ,   parce  que  la  fradion  -  qui  multiplie  le  quarré 

XX  exprime  ce  rapport. 

Lorf.;uc  le  point  K  en  parcourant  la  ligne  indéfinie 
KF  arrive  au  point  O  où  cette  ligne  rencontre  la  cir- 
conférence, il  e(t  clair  que  les  côtés  v^-M,  BM,  qui 
déj::rivent  par  leur  point  de  concours  31  l'Hyperbole 
BAM  deviennent  parallèles  entr'eux  ;  qu'ils  fe  coupent 
vers  le  côté  oppofe ,  pendant  que  le  point  K  parcoure 
la  partie  OL  de  la  ligne  .'(  F  renfermée  dans  la  circon- 
férence j  qu'ils  deviennent  encore  parallèles  ,  lorfque  le 
point  K  tombe  en  L  ,  après  quoi  ils  fe  rencontrent  de 
nouveau  vers  le  même  côté.  D'où  l'on  voit  que  le  point 
ikf  décrit  l'Hyperbole  BAM,  pendant  que  le  point  K 
parcourt  les  deux  parties  indéfinies  de  la  droite  K  F  qui 
tombent  de  part  &  d'autre  de  la  circonférence  ;  &  qu'il 
décrit  fon  oppofée  ,  pendant  que  le  point  K  parcourt 
la  partie  O  L  renfermée  dans  la  circonférence, 
FiG.  208.       Troifuinc  cas.  Comme  dans  ce  troiiicme  cas  la  droite 
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indéfinie  FK  touche  la  circonférence  du  cercle  BDAE 
en  quelque  point  P,  il  eft  clair  que  le  point  D  des  deux 
autres  cas  fe  confond  ici  avec  le  point  F ,.  &:  qu'ainfi  les 
triangles  DFG,  DFH,  s'évanouilTent  :  c'cft  pourquoi 
on  fe  (érvira  en  leur  place  des  triangles  D  AE,  DBE , 
de  la  manière  qui  fuit. 

Soient  les  données  AE  =  a,  EB  =  b,  EF=m, 
AF=g ,  BF=h y  BI=c,  Al=di  &  les  inconnues 
F K==7,  AF  =  x ,  P  M.=j.  Les  triangles  redangles 
FKR,  EFA  fontfemblables;  car  TangleXFil  ou  fon 
oppofé  au  fommet  TFA  fait  par  la  tangente  i^T  &  la 
corde  FA ,  a  pour  mefure  la  moitié  de  Tare  AF  -^  de 
même  que  l'angle  FEA:  &  partant  FE  (m).  EA  (a)  :  : 

KF(i).  FR^"-^.  EtEF{m).  FAig)::  FK{i). 
KR  =  ^.  Or  les  triangles  rectangles  femblables  ARK 
APM,  donnent ^il  ou  AF-^FR  Q^f^).  RK  g)  :  ^ 

AP^x).  PM(y)i  d'où  l'on  tire  i=-^^-.  On  trou- 
vera de  même ,  à  caufe  des  triangles  redangles  fembla- 
bles EFB,  FKS,queFS=^-^,  &  KS=^-^-  &  h> 
caufe  des  triangles  reclangles  femblables  BSK ,  BQM, 
que  BS  ou  BF-FS  Q^L-'S^  SK  (|)  r.  SQ  (x_c), 
QM(y-^J};  ce  qui  donne  5  =  ^-iSi^J^,  . 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  ^  ,  multipliant  en 
croix ,  &  mettant  par  ordre  les  termes ,  on  trouve  cette 

équation  yjH-ij  —  ^-y—-^x  =  o,  dont  le 
lieu  fera  toujours  une  Parabole  que  l'on  peut  conftruire 
félon  l'article  310.  (  Liv.  7.)  &  qui  aura  fon  axe  parallèle 
aux  droites  AP,  B  Q, 

Il  elt  donc  évident,  1°.  Que  le  lieu  de  tous  les  points' 
cherchés  M  fera  toujours  une  Section  conique ,  donc 
l'axe  ou  l'un  des  axes  fera  parallèle  aux  lignes  AP  yB  Q;, 
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&  en  particulier  qu'il  fera  une  Ellipfc  dans  le  premier 
cas ,  deux  Hyperboles  oppofces  dans  le  fécond  ,  &  une 
Parabole  dans  le  troifîeme  ;  &  que  dans  le  premier  &  le 
fécond  cas ,  l'axe  qui  eft  parallèle  h.  A  P ,  aura  avec  fon 
paramètre  ,  la  même  raifon  que  EF  h.  FD.  2°.  Que  dans 
îe  premier  <Sc  le  troifîeme  cas  les  deux  points  fixes  A,  B , 
autour  defquels  tournent  les  angles  mobiles  KAM,  KBM 
tomberont  toujours  du  même  côté  de  la  ligne  FK,  au  lieu 
que  dans  le  fécond  ils  peuvent  tomber  non-fculcment  du 
même  côté  de  cette  ligne ,  mais  encore  de  part  &  d'autre  ; 
parce  que  la  circonférence  du  cercle  yl  D  B  E  fur 
laquelle  ils  font  fitués  ,  eft  coupée  alors  en  deux  portion^ 
par  la  ligne  FK. 

Remarque     I. 

Frc.  zo6.  372-  i°-  Une  ligne  quelconque  qui  pafTe  par  l'un  des 
xoy.  loS.  points  fixes  A  on  B  ,  comme  A  M  ,  étant  donnée  ,  on  ' 
pourra  toujours  trouver  lur  cette  ligne  le  point  J\4  où 
elle  rencontre  la  Section  qui  eft  le  lieu  requis ,  en  cette 
forte.  Ayant  mené  la  droite  AK  qui  faife  avec  AjM 
l'angle  MA  K  égal  à  l'angle  donné  qui  doit  tourner 
autour  du  point  fixe  A,  on  mènera  du  point  K  où  elle 
rencontre  la  droite  FK,  par  le  point  fixe  B,  l'angle 
KBM  égal  à  l'autre  angle  donné,  qui  doit  tourner  autour 
de  l'autre  point  fixe  5  ;  &  le  point  M  où  le  côté  B  M 
de  cet  angle  rencontre  la  ligne  A  Al  y  fera  celui  qu'on 
cherche.  2°.  Lorfque  le  point  K  en  parcourant  la  ligne 
F  K,  Ce  trouve  tellement  fitué  que  le  côté  AJ\d  de  l'an- 
gle K  A  M  tombe  fur  la  ligne  AB  j  il  eft  vifible  que  le 
point  de  concours  M  des  deux  côtés  AM,B M,  tombe 
alors  fur  le  point  B  ,  &  qu'ainfi  le  lieu  des  points  M 
pafte  par  le  point  fixe  B  j  on  prouvera  de  même  qu'il 
pafte  par  le  point  A. 
FîG.  i^C.  De-la  on  voit  que  pour  décrire  la  Sedion  conique  qui 
eft  le  lieu  des  points  cherchés  M ,  fans  avoir  befoin  aes 
équations  précédentes ,  il  n'y  a  qu'à  mener  comme  d^ins 
l'exemple  les  droites  A P ,  AI  ^    fur   lefqiielles  ayant 
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l'rouvé,  félon  cette  remarque  ,  les  points  où  elles  rencon- 
trent la  Section  ,  &  achevé  le  retlangle  qui  a  pour  côtés 
ces  deux  lignes,  il  n'y  aura  qu'à  décrire  ^  autour  de  ce  *Jrt.\-jC& 
redangle  ,   rEllipfe   ou    les   deux  Hyperboles  oppofées       ^7^5. 
(  félon  que  F K  tombe  au  dehors  ou  au  dedans  du  cercle), 
dont  l'axe  qui  cft  parallèle  à  u4  P  foit  h  fon  conjugué, 
comme  le  quarré^de  E B'  elî:  au  quarré  de  D  F,  Si  la  Sec- 
tion eft  une  Parabole  (ce  qui  arrive  lorfque  la  ligne  KF  Fig.  ic8. 
t'ouchc  le  cercle  B DA)  ;   on  trouvera  fur  la  ligne  AI 
le  point  où  elle  rencontre  la  Section  ,    &   on   décrira 
félon  l'article  170.  (  Liv.  4.)  une  Parabole  qui  paflé  par 
ce  point ,  &  par  les  deux  autres  donnes  A ,  B  i   &  donc 
les  diamètres  foient  parallèles  aux  lignes  AP ,  B  Qj, 

Remarque    II. 

373.   Lorsque  le  point  K  en  parcourant  la  ligne  Fig.  105, 
FK,   eft  tellement  fitué   que  le  côté  A J\d  de  l'angle 
KAM  tombe  fur  AB ^  il  eft  clair  non-feulement  que  le 
point  M  tombe  en  B  y  mais  auffi  que  k  „ôté  EM  de  l'an- 
gle K  B  M  àcv\Qnt  tangente  ^  en  3  de  la  ligne  courbe  *  Jn.  i8$i 
qui  eft  le  lieu  du  point  M ,  puifque  le  point  M  peut  être 
regardé  alors  comme  étant  infiniment  prés  da  point  /?. 
D'où  il  fuit  que  pour  mener  une  tangente  de  ce  lieu  en 
B  ,  il  n'y  a  qu'à  mener  par  le  point  A  une  ligne  droite 
AC  qui  fafîe  avec  BA  un  angle  BAC  égal  à  l'angle  don-- 
né  KAM,  &  tirer  enfuite  une  ligncjîi^,  qui  falTe  avec 
B  C  l'angle  CB  D  égal  à  l'autre  angle  donné  KBM-^  car 
le  côté  B  M  de  cet  angle  ,  qui  devient  B  D ,  touchera  la 
Seûion  en  B.  Il  en  eft  de  même  de  l'autre  point  fixe  A. 

De-là  on  tire  encore  une  manière  très-facile  de  décrire  Fig.  zooi- 
la  Seélion  conique  qui  eft  le  lieu  de  tous  les  points  M 
fans  avoir  befoin  des  équations  précédentes ,  ni  même 
d'aucun  calcul.  Ayant  mené  par  le  point  fixe  B  une  tan- 
gente B  JJ  ,  6c  par  l'autre  point  fixe  A  une  parallèle  A  E 
à  cette  tangente,  on  trouvera  ^  fur  cette  ligne  le  point  *'Jrc.  jjîi- 
E  où  elle  rencontre  la  Sedion  ;  &  l'ayant  divifée  par  le 
milieu  en  if  on  tirera  BH ,  fur  laquelle  on  cherchera  ^  *  Jrc.  371^ 
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auffi  le  point  G  où  elle  rencontre  la  Seétion,  Cela  fait, 
*  Jn.  i6i.    on  décrira  *  du  diamètre  ^G  &  de  l'ordonnée  H  A  ou 
i^J.  HE,  une  Section  conique  qui  fera  celle  qu'on  demande. 

■Car  il  e(l:  vilible  que  la  ligne  B  G  qui  divife  par  le  milieu 
en  H  la  ligne  ylE  terminée  par  la  Seclion  ,  6c  parallèle 
à  la  tangente  en  B ,  en  fera  un  diamètre  qui  aura  pour 
ordonnée  la  ligne  AH.  Où  l'on  doit  remarquer  que 
îoi'fque  le  point  H  tombe  entre  les  points  B  ,G  ,  la 
Sedion  eft  une  Ellipfe  ;  que  lorfqu'il  tombe  de  parc  où 
d'autre  de  ces  deux  points ,  ce  font  deux  Hyperboles 
oppofées  ;  &  qu'enfin  lorfque  la  ligne  5  G  eft  inxinie ,  la 
Seclion  eft  une  Parabole. 

Corollaire     I. 

Fi  G.  tio.  374-  V_vET  exemple  nous  fournit  le  moyen  de  faire 
pafTer  par  quatre  points  donnés  A,  B  ,  H  ,  M ,  une 
Section  conique  d'une  efpece  déterminée. 

Car  1°.  Soit  la  Sedion  conique  une  Ellipfe  ,  dont  le 
•grand  axe  foit  à  fon  paramètre ,  en  la  raifon  donnée  de 
41  à  b.  Je  forme  le  triangle  AB H ,  en  joignant  trois  des 
points  donnés  par  des  lignes  droites  ;  &  du  quatrième 
point  Al ,  ie  fais  pafTer  par  les  points  A,  B ,  les  angles 
MAK,  MBK,  égaux  aux  angles  G  AH,  RBA,  com- 
pléments à  deux  droits  des  angles  HAB,  H  B  A.  Je 
décris  fur  AB  comme  corde  de  l'autre  côté  du  point 
M.  un  arc  de  cercle  BDA  capable  d'un  angle  qui  vaille 
quatre  droits  moins  les  deux  angles  KAM,  KBM  -^ 
&  du  centre  C  de  cet  arc  ,  je  décris  un  autre  cercle  dont 
le  rayon  CF  foit  au  rayon  CL)  du  premier  ,  comme 
fz  -h  A  eft  à  <2  —  b  j  (Ik  du  point  de  concours  K  des  deux 
-côtés  AK,B  K,  des  angles  MA  K,  MBK  ,  je  tire 
une  tangente  KF  2l  ce  dernier  cercle.  Maintenant  je  dis 
que  fi  l'on  £ùt  mouvoir  le  point  A  le  long  de  la  droite 
indéfinie  F K\  le  point  de  concours  M  des  deux  autres 
côtés  A  M,  B  M  ,  prolongés  lorfqu'il  fera  nécefTaire  de 
i'autre  côté  des  points  A  ,  B  ,  décrira  dans  ce  mou- 
yement  l' Ellipfe  qu'on  demande.   Car  il  eft  évident  félon 

ce 
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ce  qu'on  a  die  dans  le  premier  cas  de  l'exemple ,  que  le 
lieu  des  points  Al  i'era  une  Ellipfe  ,  dont  le  grand  axe 
fera  à  fon  paramètre  comme  EF  (a)  à  D  F  (h)  ;  &  de 
plus  qu'elle  pafTera  par  les  points  A,  M,  B ,  H ,  puif^ 
que  le  point  K  étant  en  G  ,  le  côté  A  M  tombera  fur 
AH,  &  le  côté  5 M  fur  5 il, 

2".  Lorfque  c'eft  une  Hyperboîe  ou  deux  Hyperboles 
oppofées  qu'il  eft  queftion  de  décrire  par  quatre  points 
donnés  A ,  B  FI,  Ai ,  &  dont  le  grand  axe  foie  à  fon 
paramètre  en  la  raifon  donnée  de  a  à  é  ,•  la  conftruction 
demeure  la  même ,  excepté  que  le  rayon  CF  du  cercle 
concentrique  au  cercle  BDAE ,  doit  être  au  rayon  CDy 
comme  u~~h  i::{k.)x  a-}-  b. 

3°.  Lorfqu'il  ^',!git  de  décrire  une  Parabole  par  quatre 
points  donnés  A,  B,  H,  Ad.  Ayant  décric  comme 
dans  le  premier  cas  le  cercle  BDAE,  on  mènera  du 
point  de  concours  K  une  tangente  à  ce  cercle ,  qui  fera 
la  droite  indéfinie  fur  laquelle  faifant  mouvoir  le  point 
K,  l'autre  point  de  concours  Ad  décrira  la  Parabole 
qu'on  demande. 

Comme  l'on  peut  mener  d'un  même  point  deux  tan- 
gentes à  un  cercle  ,  il  s'enfuit  qu'on  peut  décrire  deux 
diliérenrcs  Serions  coniques  qui  fatisfont  également 
lorfque  le  Problême  elt  poffible  ;  car  lorfque  le  point  K 
tombe  au  dcdaiis  du  cercle  qui  a  pour  rayon  CF ,  il  efl 
vifible  que  le  Problême  eft  impofllble. 

On  pourra  décrire  la  SeAion  conique  par  le  moyen 
de  fes  axes  en  fe  fervantde  l'article  372.  ou  par  le  moyen 
d'un  de  fes  diamètres  &  d'une  ordonnée  à  ce  diamètre , 
en  fe  fervant  de  l'article  373. 

Corollaire     II. 

375.  On  tire  encore  de  cet  exemple,  une  nouvelle  Pic.  m, 
manière  de  décrire  une  Section  conique  qui  pafle  par 
cinq  points  donnés  A,  B ,  H ,  Ai ,  N.   Car  ayant  joint 
trois   quelconques   de   ces  points  A ,  B ,  FI ,  par  des 

Oo 
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lignes  droites  ,  on  fera  pafTer  par  les  autres  points  M,  N"^ 
&c  parles  deux  points  fixes  A,B,  les  angles  ilIAK, 
l^AS ,  égaux  chacun  à  l'angle  HAG  complément  à 
deux  droits  de  l'angle  FI  A  B  ,  ôc  les  angles  MBK, 
NBS  égaux  chacun  à  l'angle  ABR  complément  à 
deux  droits  de  l'angle  A  B  H  ;  &  on  tirera  par  les  points 
de  concours  K,  S ,  une  ligne  droite  indéfinie  S ,  Ky  fur 
laquelle  faifant  mouvoir  le  point  /^ ,  il  eft  clair  que  le 
point  de  concours  M  décrira  dans  ce  mouvement  la 
Section  conique  qu'on  demande  ;  puifqu'elle  paifera  par 
les  cinq  points  donnés  A ,  B ,  H ,  M ,  N. 
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De  la  conJîriLzlion  des  Egalués. 
PROPOSITION     I. 

Problême. 

37'î.  CjOMstruire  toute  égalité  donnée  ,  dans  la^ 
quelle  l'inconnue  ncje  trouve  qu'au  premier  degré. 

Soie  en  premier  lieu   l'inconnue  x  égale  à  une  ou  à 

plufieurs  fractions  fimples ,  relies  que  —  ,  ou^',  ou  ^- 
&c.  Ayant  fait  c.  b\:  a.l,  il  eft  clair  que  cette  quatrième 
proportionnelle  l=  —  \  &  fi  l'on  fait/l  l::  c.  m  ,  l'on 
aura  w :^  y  ==  '^ ;  &  faifant  enfin  g.  m::  h.  n,  il  vient 
n  =  —  =  — ^-  en  mettant  pour  m  fa  valeur^.  De  forte 
qu'on  aura  l'inconnue  x  égale  à  /,  ou  à  m,  ou  à  «,  ^c. 

f  ,  f  ,       ,      \    ab  V   abe  ,    abeh      „  ,-^ 

'  lelon  que  x  lera  égale  a  —  ,  ou  a  -^  ,  ou  a  — ?.-  ,  &c.    Or 

il  cfl:  vifible  qu'en  augmentant  le  nombre  des  propor- 
tions ,  autant  qu'il  fera  nécefiaire ,  on  trouvera  toujours 
une  ligne  droite  égale  à  une  fradion  fimple  donnée , 
tel  que  puifTc  être  le  nombre  des  dimenfions  de  fon 
numérateur.  D'où  l'on  voit  que  l'on  pourra  toujours  trou- 
ver une  ligne  x  égale  à  une  quantité  compofée  de  plu- 
fieurs fraàions  fimples  ;  car  ayant  trouvé  en  particulier 
des  lignes  droites  égales  à  chacune  de  ces  fractions  ,  il 
n'y  aura  qu'à  les  ajouter ,  ou  retrancher  félon  qu'il  fera 
marque  par  les  fignes  -h  &  — .   Qu'il  faille  ,  par  exem- 

,  , .  ab  aab  aacc 

pie  ,   trouver  une   ligne    x==a-|-  —  -i-— ^ —  -^-,  on 

ajoutera  les  deux  lignes  h  =  ~  è<.  1=  —^  à  la  ligne  a 

pour  en  compofer  une  feule  ,  de  laquelle  ayant  retranché 

Ooij 
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la  ligne  tii==°-^ ,  le  refte  fera  la  valeur  cherchée  de 

l'inconnue  x,  c'cft-à-dire  qu'on  aura  x=a-|-A-h/ — m. 
Soit  en  fécond  lieu  l'inconnue  x  égale  à  une  ou  à 
plu  fleurs  fraélions  compofées  ,  c'cft-à-dire  ,  dont  les 
dénominateurs  ayent  piufîeurs  termes.  On  cherchera 
d'abord,  comme  l'on  vient  d'enfeignerci-deflus,  une  ligne 
égale  au  dénominateur  divifé  par  une  ligne  arbitraire 
lorfque  chacun  de  fes  termes  ,  n'a  que  deux  dimenfions  , 
par  un  plan  lorfqu'ils  en  ont  trois ,  par  un  folide  lorf- 
qu'ils  en  ont  quatre  ,  &c  ;  ce  qui  réunira  tous  les  termes 
du  dénominateur  en  un  feul  ,  lequel  étant  fubftitué  en 
leur  place,  changera  la  fradion  compofée  en  une  ou  en 
plufieurs  fimples ,  félon  que  le  numérateur  eft  compofé 
d'un  ou  de  plufieurs  termes  ;  &  ayant  trouvé  comme 
ci-defTus  une  ligne  qui  leur  foit  égale  ,  elle  fera  celle 
qu'on  cherche.  Ceci  s'éclaircira  par  les  exemples  qui 
fuivent. 

On  demande  une  ligne  .y  =  ^^^  ,  je  cherche  d^abord 
une  ligne  m=f-\-  —  c'eft-k-dire  égale  au  dénominateur 
af-\-bb  divifé  par  la  ligne  a^  ce  qui  donne  bh->raf 
t=:am  ,  Se  ayant  trouvé  enfuite  une  ligne  n  =  ^^înil* 

=^ -\  il  eft  clair  que  la  ligne  cherchée  x=n.  De 

même  fi  l'on  demandoit  une  ligne  x=?^^^'iir^   o„ 
trouveroit  une  ligne  /72=<2  H- ^ -h  ^  ,c'eft- à-dire  égale 

au  dénominateur  a  af-i-  c cf-\- b  f  divifé  par  le  plan  aff 
ce  qui  donne  afm  =  aaf-\'ccf-\'bff,  &  enfuite  une 

,.  a  b-\-aacc—ahcf         aab  ace  bc  -_, 

autre  ligne  = ^^^-;^— =-^  -  — -=x.     Il  en 

eft  ainfi  de  tous  les  autres  exemples  que  chacun  fe  peut 
former  à  plaifir. 

Il  eft  inutile  d'avertir  que  fi  l'on  demandoit  une  ligne 
X  égale  à   une  ou  à  plusieurs  fractions  tant  fimples  que 
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compofées  ;  il  taudroit  chercher  en  particulier  des  lignes 
égales  a  chacune  de  ces  fraftions ,  pour  les  ajouter  enfuite 
ou  les  retrancher  les  unes  des  autres  ,  félon  que  les 
iignes  -h  ou  —  le  feroient  connoître. 

Corollaire     I. 

377.  Il  eft  facile  par  le  moyen  de  cette  Propofition 
de  trouver,  1°.  Une  fra<flion  fimple-  ou-,  dont  le  déno- 
minateur ou  le  numérateur  a  foit  donné  ,  égale  à  une 
ou  à  pluficurs  fractions  fimples  ou  compofées  j  car  il  n'y 
aura  qu'à  trouver  une  ligne  x  égale  à  la  ligne  a  multi- 
pliée ou  "divifée  par  ces  fratlions.     Qu'il  faille  trouver 

par  exemole  ,   une  fraction  -  =  ^-~.  -h  — ,  il  eft  vifi- 

b!e  qu  li  ny  aura   qu  a  trouver   une   ligne   x=:     _,    " 

-h  —  .    a°.  Un  pian  ux ^  donc  l'un  des  côtés  a  eft  donné, 

égal  à  un  ou  à  plufieurs  là  compofés  qu'ils  puiflent 
être  ;  car  il  ne  faut  pour  cela  que  trouver  une  ligne  x 
égale  à  tous  ces  plans  divifés  par  a.  3".  Un  folide  aux 
ou  ab X  y  dont  deux  des  côtés  a  ,  a,  ou  a ,  b ,  font  don- 
nés ,  égal  à  plufieurs  folides  ;  puifqu'il  ne  faut  pour  cela 
que  trouver  une  ligne  x  égale  à  tous  ces  folides  divifés 
par  le  quarré  a  a  ou  par  le  plan  ab.  4°.  Un  furfolide 
û'  X  ou  abcx  dont  trois  côtés  a  y  a,  a,  ou  a  ,b  ,c,  font 
donnés ,  égal  à  pluficurs  furfolides  ;  puifqu'il  ne  faut  en- 
core pour  cela  que  trouver  une  ligne  x  égale  à  tous  ces 
furfolides  divifés  par  le  cube  a^  ou  par  le  folide  abc. 
Et  il  en  efl:  de  même  de  plufieurs  produits  de  cinq  di- 
menfions  ,  de  fix  ,  &c.  que  l'on  peut  toujours  réduire  en 
un  feul  dont  tous  les  côtés  ,  excepté  un  ,  foient  donnés. 

COROLLAIRIÏ  II. 

378.  l)e-la  on  voit  que  pour  trouver  un  un  quarré 
égal    à    plufieurs    plans    donnés  ,    il    les   faut   réunir 


294  Livre     Neuvième. 

tous  en  un  feul ,  &  trouver  enfuite  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  fes  deux  côtés  ;  car  il  eft  clair  qu'elle  fera 
le  côté  du  quarré  qu'on  demande.  Qu'il  faille ,  par  exem- 

,  /  ccee-~-echh  /i         •• 

pie  ,  trouver  un  quarre  xx^=ss j-^ — -r-  (les  lignes 

a^b^c,  c,f,  h,  s,  font  données) ,  je  cherche  une  ligne  m  =  ~^ 


ss 
e 

cce — ehk  •  i  ccec eekk        „ 

^  pour  avoir  un  plan  em  =  ss ^^-p^^  ,  & 


bb 

ayant  trouvé  une  moyenne  proportionnelle  x  entre  les 
deux  côtés  c,//2  ,  du  plan  cm  ,  il  eft  clair  que  x  x=x:cm. 

cet eekh 


■■SS- 


hb-\-af      • 

Pour  trouver  une  ligne  x  dont  le  quarré  x^  foit 
égal  à  plulieurs  furfolides  donnés  ;  je  cherche,  comme 
ci-defTus,  un  quarré  ;[{  égal  à  tous  les  furfolides  doiî.-,cs 
divifés  par  le  quarré  a  a  donné  ou  pris  à  volonté.  Je 
prends  enfuite  une  moyenne  proportionnelle  x  entre  les 
deux  lignes  ^  &  {  ,  &  je  dis  qu'elle  fera  celle  qu'on 
demande;  car  xx  =  a:^,  6c,  en  quarrant  chaque  membre, 
x'*  =  aa^:^  ,  c'ell-à-dire  x"^  égal  à  tous  les  furfolides 
donnés. 

R  E    M    A    R   <j   u   E. 

379.  OuoiQUE  la  méthode  que  l'on  vient  d'expli- 
quer foit  générale  pour  tous  les  cas  poflibles ,  il  ne  s'en  • 
fuit  pas  néanmoins  qu'elle  foit  toujours  la  plus  fimple. 
C'eft  pourquoi  je  vais  donner  ici  des  exemples  particu- 
liers que  l'on  réfoud  d'une  manière  plus  aifée  en  s'écar- 
tant  un  peu  de  la  méthode  générale  ,  &  qui  pourront 
fervir  de  méthodes  pour  tous  les  cas  femblables. 

i".  Soit  x=^^^^^,-.  Je  cherche  d'abord  une  ligne 
m=  — ,  &  fubftituant  à  la  place  de  ^  ^  fa  valeur  cm;  je 

c'ot — ccmm  cm — mm        j>     \      •  •  . 

trouve  x= -—--—=  — — — ;   d  ou  je  connois  qu  en 

ccm~\-ci  m -)-c     '  ^  «-ju  ..n 

faifant  c-t-m.  c — m  ::  m.  n  ,  cette  quatrième  propor- 
tionnelle n=^x.  Il  ell  donc  vifible  qu'on  n'a  eu  befoin  que 
de  deux  proportions  pour  trouver  la  valeur  de  x ,  au  lieu 
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que  fi  l'on  tente  la  mcchode  générale  ,  on  trouvera  qu'il 
en  fauc  au  moins  trois. 


\ 


2°.  Soit  x  =  \^aa-\-bb.  Je  fais  un  triangle  reflangle; 
dont  l'un  des  côtés  =  c2,  &  raurre  =  è  ;  6c  Ton  hyporhé- 
nufe  fera  la  valeur  de  x.    S'il  falloit  trouver  une  ligne  x 

=  v^aa — bh  ,  il  n'y  auroit  qu'à  trouver  une  moyenne 
proportionnelle  X  entre  les  deux  lignes  a-\-b  Ôc  a  —  b; 
car  Ton  quarré  xx  doit  être  égal  au  produit  des  extrê- 
mes a  a  —  bb.  Ou  bien  je  fais  un  triangle  redangle  dont 
l'hypothénufe  =a  ,  «Se  l'un  des  côtés  ^Z»  ,•  l'autre  côté 
fera  la  vaktr  de  x, 

3".  Soit  x.'i  ^ss-{-^ec — ^^.  Je  prends  l'hypothé- 
nufe m  d'un  triangle  re£bangle  dont  l'un  des  côtés  =s , 
&  l'autre  =s=2C,  &  ayant  trouvé  une  autre  ligne  n=  —, 

j'ai  xx  =  mm  —  nn  &  x  =  \//fim  —  nn  que  je  réfous 
comme  ie  viens  de  faire  x  =  yuu  —  bb  dans  i'txcmpls 
précédent. 

4°.  Soit  enhn  xxr=ss ^ip^-  Je  prends  une  moyen- 
ne proportionnclK:  entre  les  côtés  a^f ,  du  plan  af^ 
pour  avoir  un  quarré  ll=af ,  je  trouve  enfiiire  un  quarré 
mm=^bb  -\-L  [  ,  &  un  autre  quarré  nn=^cc -{- h  h  par 
le  moyen  ce  deux  triangles  rectangles  ,  comme  dans  le 

fécond  exemple,  &  j'ai  parla  fubftitution  xx.=-;jj — '-^: 

*  *  mm    ' 

&  trouvant  enfin  une  ligne  g=  —  ,  il  vient  x=i/ss^^^^^ 

"      '-'       m  '  Co- 

que l'on  réfoud  comme  ci-deiTus. 

PROPOSITION    II. 

Problème, 

380.  JTrouver  les  racines  de  toutes  fortes  d'E^a-. 
îïtes  du  fécond  degré. 

Toutes  les  Egalités  du  fécond  degré  fe  peuvent  ré- 


H    M 

E. 

■  ax  — 

-bb: 

=  0; 

,  ou 

ligne 

a  ^ 

éga, 

le  à 

« 
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duire  à  l'une  de  ces  deux  formes  ,  xxZ^ 

*  Art.  j  7<).     xxZJ^ax-\-bb=^o  i  cv\  trouvant  une 

toutes  les  quantités  connues  qui  multiplient    l'inconnue 
Are.  378.    X ,  &  un  quarré  bb  ^  égal  à  tous  les  plans  entièrement 
connus.  Cela  pofé , 

FiG.  iii,  1=^.  Soix.xx-\-ax  —  bb=o.  Je  forme  un  angle  droit 

C^ii,  dont  l'un  des  côtés  CA  =  ^  a  ,  &  l'autre  coté 
AB  =  b  i  &  ayant  mené  l'hypothénufe  BC  prolongée 
au-delà  de  C,  je  décris  du  centre  C  (Se  du  rayon  CA,  un 
cercle  qui  coupe  BC  en  deux  points  E ,  D.  Je  dis  que 
les  droites  BD^  BE,  font  les  deux  racines  de  l'égalité 
propofée  x  x-^ax  —  b  b  :  (çavoir  B  E  \.\  racine  vraie ,  & 
BD  la  faufle  de  l'égalité  x x-{-a  x  —  ii;=o,  &au  con- 
traire B  D  la  vraie  ëc  B  E  la.  fauife  de  l'égalité  x  x  —  ax 

—  bb=^o. 

Car  faifant  B  E  =  x  ,  on  aura  B  D  ou  B  E -^  E  D 
=a  -\-x  j  &  fi  l'on  fait  B  D== — x  ,  on  croovera  B  E 
ou  BD  —  EDt=  —  X  —  a    Donc  en  l'un  «St.  l'autre  cas 

DBxBE  =  xx-\-ax=AB  (bb)  par  la  propriété  du 
cercle,  celï-h-d\rc  xx -i^ax — bb=iO.  Au  contraire  fi 
l'on  fait  BD=^x  ou  BE=-r~x^  on  trouvera  DB  x  BE 
=X X-'—ax^bb  ou  XX  —  ax~m-bb  =  o. 
FiG.  iij.  2°.  Soit  xx'^dx -\^bb  =  o.  Je  forme  comme  dans 
le  premier  c^s  ,  un  angle  droit  CAB  dont  l'un  des  côtés 
CA='-a,  &  l'autre -^5=  A  ;  &  ayant  mené  une  droite 
indéfinie  BD  parallèle  à  AC,  je  décris  du  centre  C 
&  du  rayon  CA  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  ligtie  B  D 
aux  points  E ,  D.  Je  dis  que  les  droites  B  £  y  B  D  ,  font 
les  racines  de  l'égalité  propofép  x X-i~a  x-j~b b=^o  : 
fçavoir  les  deux  vrajes  de  l'égalité  ax  —  a  x -h  f' b  ^:=^  d , 
&  les  deux  faulTeç  de  l'égalité  x x-{-ax -+- b b=  5. 

Car  achevant  la  demi  -  circonférence  AEDH  ,  & 
menant  les  parallèles  EF^DG  à  A  B  ;  on  aura  en  fai- 
fant BE    on  AF=x,  le  reûangle  AFxF ti=^ax 

—  xx  =  FE  (bb)  par  la  propriété  du  cercle.  De  même 
fl  l'on  fait  B  D  OM  A  G=  x  ,  on  aura  AGxG H  —  a  x 

■^xx=^'Glj\bb)  :    c'eft-k-dire  en    l'un    &    l'autre 

cas 
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cas  xx~ax-^bb  =  o.   Si  l'en  veut  que  BE  oxx  .^F= 
—  X,  ôcBD  ou  A  G=  — x_,  on  troiivera  AFxFH  Ôc 

^v^-^?fr;7-'''~^''=^'^'  ou  G£>'(À^)  c'dU-dire 
X  X  -i-a  X  -i-ij  l?  =  0. 

Ji  le  cercle  qu,  a  pour  centre  le  point  C,  à  pour  rayon 
Ja  aroire  Lyî,  ne  coupe  m  ne  touche  la  parallèle  B  D 
(ce  qui  arnvc  toujours  lorUpe  AB  furpalîb  CA)  •   lel 
raanes  de  l'égalité  feront  toutes  deux  imaginaires  :  mais 
su  la  touche  en  un  point ,  les  deux  racines  BE    BD 
deviennent  égales  chacune  au  rayon  CA.  * 

Remarque, 

381.  Lorsque  dans  une  égalité  l'inconnue  ne  fe 
rencontre  qu  au  quatrième  &  au  fécond  degré  ,  ot  peut 
toujours  redun-e  cette  égalité  en  une  autre  où  l'incon- 
nue ne  monte  qu'au  fécond  degré  :  de  manière  que  ces 
lortes  d  égalités  ne  paiFent  que  pour  être  du  fécond  de^ré 

Soit  par  exemple  i^-^aaii=.aabb  =  o.  Je  funnofe  F 
une  mconnue  .  qui  foit  tdlVque  fon  redangîe  j^fla        *  "'' 
donnée  a  fo.t  égal  au  quarré  ^^;  ce  qui  donneur L./ 
Et  mettant  a  la  place  de  ^^  cette  valeur  a. v,  &  k  la  placé 
de  ^    fon  quarre  a  a  x  x  ,   ]^  change  l'égalité  donnée 

^,T-   ^^^""^"^  ^"  '^^"^  ^^^^^  ^^ — ax  —  hb=o 

ou  ]  inconnue  .y  ne  monte  qu'au  fécond  degré.  J'en  cher' 
che  les  racmes  x  ,  comme  l'on  vient  d'enfeigner  ,  &  pre 
nant  des  moyennes  proportionnelles  entre  la  donnée  a 
&  les  valeurs  de  fes  racines,  je  dis  qu'elles  exprimeront 
les  valeurs  cherchées  de  l'mconnue  i  :  ce  qui  eft  évi- 
dent, puifque  i:^  =  ax.  ^      v-      cvi 

PROPOSITION    III. 

Problême. 

382.  J  ROUVER  par  une 'autre  voie  les  racines  des 
égalités  du  fécond  degré  ;  fans  cju'il  foU  néceflaire  de 
changer  leur  dernier  terme  en  un  quarré. 

PP 
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Fis.  iiy  i".  Soit  xxZ^ax  —  bc  =  o.  Ayant  décrit  un  cercle 
quelconque  ABU ,  dont  le  diamètre  ne  foit  pas  moin- 
dre que  les  données  a  6c  b  —  c  (  je  fuppofc  ici  que  b  fur- 
paffe  c)  ;  on  infcrira  dans  ce  cercle  ,  à  commencer  par 
un  de  Tes  points  quelconques  A  ,  deux  cordes  AB  =  a  , 
A  D=^b  —  c :  &c  ayant,  prolongé  AD  en  F  enforte  que 
D  F=c ,  on  décrira  de  Ton  centre  C ,  &c  du  rayon  CF, 
un  autre  cercle  concentrique  qui  coupe  aux  points  F,  E  , 
G,  H ,  les  cordes  AD ,  AB  prolongées.  Je  dis  que  AG 
eft  la  vraie  racine ,  ôc  AH  h  ïauffc  de  l'égalité  x  x  -hax 
• — bc=.o i  ôc  qu'au  contraire  A  G  eft  la  faufie,  ôc  AH 
eft  la  vraie  racine  de  x  x — -ax  —  bc  =  o. 

Car  AF  ou  AD-\-DF=b,  DP  ou  AE=c,  & 
£ii(ant  A  G  ou  BH=^x,  on  aura  A  H  =  a-{-  x.  Or 
par  la  propriété  du  cercle  EGFH ,\q  redangle  EAxAF 
{bc)^^GAxAH  (xx  -^a  x).  Si  l'on  tait  à  préfenc 
AH=  —  x,on^ur^AGo\xBHo^jLAH  —  AB=^ 
' — X — -a  ,  &  par  conféqiient  GAxAH^^^xx-\-ax  comme 
auparavant.  Donc  foit  que  l'on  f'aftc  AG  ^^  x  ou 
A  H^  —  X,  on  trouvera  toujours  xx-\-ax  —  bc  =  o. 
On  prouvera  de  même  que  ^  G  eft  la  racine  faufle,  & 
AH  la  vraie  de  l'égalité  xx  —  ax  —  bc  =  o. 

Fi  G.  21 5.  2,°.  Soit  X  xZ^ax-\-bc  =  o.  Ayant  décrit  un  cercle 
quelconque  AB  D ,  dont  le  diamètre  ne  foit  pas  moindre 
que  les  données  a  &  b-'i-c ,  on  infcrira  dans  ce  cercle, 
à  commencer  par  un  de  (es  points  quelconques  A  , 
deux  cordes  AB  =  a  ,  A  U  =  b  -h  c  :  ik  ayant  pris  fur 
AD  la  partie  DF=:c,  on  décrira  de  fon  centre  C  & 
du  rayon  CF  un  autre  cercle  concentrique  qui  coupera 
les  cordes  AD  ,  AB ,  aux  points  F ,  E ,  G ,  H.  Je  dis 
que  A  G  ôc  A  H  font  les  deux  racines  vraies  de  l'égalité 
XX  —  a  x-\-b  c^=o  ,  (Scies  deux  faulîes  de  x  x  -^ax 
~\-bc  =  o.  Cela  fe  démontre  de  même  que  dans  le 
premier  cas. 

Si  le  cercle  qui  a  pour  rayon  CF  ne  touchoit  ni  ne 
rencontroit  la  ligne  AB  en  aucun  point,  il  s'enfuivroit 
que  les  deux  rae'ines  de  l'égalité  feroienc  imaginaires. 
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Avertissement. 

Tout  l'artifice  donc  je  me  fers  pour  conftruire  les  éga- 
lités qui  n'ont  qu'une  inconnue  ,  ou  pour  en  trouver  les 
racines  ,  confiée  a  introduire  dans  cette  égalité  une  nou- 
velle inconnue  ;  enforte  qu'on  en  puiffc  tirer  plufieurs 
équations  qui  renferment  chacune  les  deux  inconnues 
&  qui  ^icnt  telles  que  deux  quelconques  de  ces  équa- 
tions renferment  enfemble  toutes  les  quantités  connues 
de  la  propofée  ;  car  autrement  en  faifant  évanouir  l'in- 
connue nouvellement  introduite  ,  on  ne  retrouveroic  pas 
l'égalité  propofée.  Je  choifis  enfuite  entre  ces  équations 
deux  des  plus  fimples  ,  &  en  ayant  coiillrait  féparémenc 
les  lieux  ,  leurs  points  d'interfe£lions  me  donnent  les 
racines  que  je  cherche.  Il  y  a  de  l'art  à  introduire  l'incon- 
nue ;  car  il  faut  que  les  lieux  que  l'on  tire  de  la  propo- 
fée ,  foient  les  plus  llmpies  qu'il  fe  puifîe  :  par  exemple  , 
fi  l'égalité  elt  du  quatrième  degré  ,  il  faut  que  les  lieux 
des  équations  qu'on  tire  ne  palTe  point  le  fécond  degré  ; 
que  parmi  ces  lieux  il  y  ait  toujours  un  cercle  comme 
étant  le  plus  fimple ,  &  auffi  une  Parabole  ,  une  Hyper- 
bole équilatere,  &c.  Or  c'eft  ce  que  j'ai  tâché  d'exécuter 
dans  les  Lemmes  &  les  Propofitions  qui  fuivent. 

LEMME    FONDAMENTAL 

Pour  la  conjlruclioa  des  Egalités  du  troijîemc  &  du 
quatrième  degré,  par  le  moyen  d'un  cercle,  o"  d'une 
Parabole  donnée. 

38:}.  Soit  propofée  l'égalité  x'^-\-ihx^-iracxx 
—  aadx  —  a^f=o,  dans  laquelle  x  efl;  l'inconnue  ,  & 
a,b ,c,d,f,  font  les  données;  6c  foie  fuppofée  une  autre 
inconnue  y  telle  que  fon  redtangle  par  la  connue  a  ,  foie 
égal  au  rectangle  de  x  -f-  ^  par  x.  Ce  qui  doiine  les 
équations  fuivantes, 

i^  ay  =  xx-[-bx,  de  laquelle  quarrant  chaque 
membre,  on  trouve  x^-i-zbx^~i~bbxx  =  aayy  j   &. 

Ppij 
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mettant  à  la  place  de  x^  -^  i  b  x'^ ,  (a  valeur  aayy — hbxx 
dans  l'égalité  propofée  x"^  ',  6cc.  on  la  changera  en  cette 
féconde  équation. 

2^  y  y xx-^-xx  —  dx — af==o,  dans  laquelle 

mettant  à  la  place  de  xx  fa  valeur  a  y — bx  trouvée  par 
le  moyen  de  la  première  équation,  i°.  Dans xx. 

2°.  Dans -XX.    2°.  Dans xx-h-xx,   on  arrive  à 

ces  trois  différentes  équations. 

3  •  yj —  a  y h-  XX  —  dx  —  aJ=o. 

bb  bc  ]  f 

4'  yy xx-\-cy X  —  dx — aj=o. 

y.  yy-\-cy y -x-\ x  —  dx — af=^o.  Si 

l'on  retranche  de  cette  cinquième  équation  ,  la  première 
xx-\-bx  —  ay  =  o,  &  qu'enfuite  on  la  lui  ajoute,  on 
aura  ces  deux  autres. 

-r  bb         ^  1  hc  .      h"^  J 

^^-  yy~^^y' — y'^'^y — ^^ — bx — x-i —  x — ax 

- — af=o. 

bb  1  bc  b* 

T'  yy~^^y — y — ûj-f-xx-+-c'x — xh — x 

-7~dx  —  af=o. 

Maintenant  ii  l'on  prend  pour  les  inconnues  x  &  y 
deux  lignes  droites  AP,  FM,  qui  faflent  tntr'elles  un 
angle  quelconque  APM ;  il  eft  évident  que  le  lieu  ds 

*  Art.  xïo.  la^  première  équation  ett  ^  une  Parabole  :  que  celui  de 
la  féconde  peut  être  une  Parabole,  une  Eliip(e,  ou  une 
Hyperbole,  feion  que  bb  ell  égal,  moindre,  ou  plus 
grand  que  ac i  que  celui  de  la  troificme  eli:  une  Ellipfe, 

*Jrt.^iS&  'l^i   devient  un   cercle  ^    lorfque  c=a   &  que  l'angle 
329.  AP M  eft  droit:  que  celui  de  la  quatrième  e(t  une  Hy- 

*Ârt.  5356  pcrbole  ,  qui  devient  équilatere  ^  lorfque   b^=a  :   que 

3  5^.  celui  de  la  cinquième   eft    encore   une  Parabole  :  que 

celui  de  la  fixieme  eft  une  Hyperbole  équilatere  :  &  enfin 

que  le  lieu  de  la  fepticme  eft  un  cercle ,  lorfque  l'angle 

.^PikTeft  di-oit. 
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Remarque     I. 

384.  S'il  y  avoit  —  ibx^  dans  l'égalité  propofée au 
lieu  de  -H2,Z»x',  il  faudroit  changer  dans  toutes  les 
équations  les  fignes  des  termes  où  b  fe  rencontre  avec 
une  dimenfion  impaire;  &  fî  le  fécond  terme  manquoit, 
il  faudroit  tflFacer  tous  les  termes  où  b  fe  trouve.  Il  en 
eft  de  même  à  l'égard  des  autres  termes  de  l'égaliré  pro- 
pofée par  rapport  aux  lettres  c ,  d,f,  qu'ils  renferment. 
Mais  Ion  doit  remarquer  que  dans  tous  les  difFérens 
changcmens  qui  peuvent  arriver  ,  le  lieu  de  la  première 
équation  fera  une  Parabole  ,  celui  de  la  fixieme  une 
Hyperbole  cquilatere,  &  enfin  celui  de  la  dernière  tou- 
jours un  cercle  lorfquc  l'angle  AF M  elt  droit. 

Remarque     II. 

38^.  On  a  choifi  pour  première  équation  x x -^  j  x 
=  iiY  ,  plutôt  que  XX — bx=ay  ou  fimplemcnt  jca-=(3}  ,• 
parce  qu'^n  quarrant  ch.^que  nicn.bre  de  cette  équa- 
tion ,  les  deux  pren^Lis  termes  du  premier  membre 
font  les  mêmes  que  les  deux  premiers  termes  de  l'égalité 
propofée  x'^-'ribx'^ ,  &c.  &  qu'ainfi  on  peut  les  faire 
évanouir  tout  d'un  coup.  Ce  qui  donne  une  nouvelle 
équaiion  dont  le  lieu  n'eft  que  du  fécond  degré ,  & 
qui  étant  combinée  en  dilTérentes  façons  avec  la  pre- 
mière ,  fert  à  en  trouver  (  comme  l'on  vien  de  voir  ) 
plufieurs  autres  ,  dont  les  lieux  n'étant  que  du  fécond 
degré  ,  fe  confiruilcnt  aifémcnt ,  parce  qu'elles  ne  ren- 
ferment point  le  plan  xy  ;  ôc  entre  lefquels  le  lieu  de  la 
dernière  équation ,  eft  toujours  un  cercle  ,  en  fuppo- 
fant  que  les  inconnues  x  Ôc  y  faflent  entr'elles  un  angle 
droit. 
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PROPOSITION     IV. 
Problême. 

38^.  1  ROUVER  les  racines  de  l'égalité  propofée  x* 
-t-2bx'-hacxx — 'aadx  —  a'f=o  ,  par  le  moyen  d'une 
Parabole  6'  d'un  cercle. 
Fi  G.  117.  Ayanr  pris  pour  les  inconnues  &  indc'terminées  x  &  j, 
les  deux  lignes  droites  AP ,  P M,  qui  fafTenc  entr'elles 
*  Jn.  310.  un  angle  droit  A.  P  M;  je  conftruis  ^  d'abord  la  Para- 
bole qui  eft  le  lieu  de  la  première  équation  du  Lemme, 
&  enfuite  le  cercle  qui  efi  le  lieu  de  la  fepticme  :  &  leurs 
intcrfcLlions  me  fervent  à  découvrir  les  difFérenres  valeurs 
de  l'inconnue  x  qui  feront  les  racines  de  l'égalité  propofée. 
Cela  fe  fait  en  cette  forte. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  AP  prolongée  de  l'autre  côté 
de  A  la  partie  AD=~  b  ,  on  mènera  par  le  point  D 
une  parallèle  à  PM  ^    fur  laquelle  on  prendra  la  partie 

DC=—  du  côté  oppofé  à  P  Mi   on  décrira  de  l'axe 

CD  qui  ait  fon  origine  en  C,  &  dont  le  paramètre  foit 
égal  à  la  donnée  a ,  une  Parabole  MC M.  Cela  fait  on 
mènera  par  le  point  fixe  A   une  parallèle  ^  (^  à  P  My 

fur  laquelle  ayant  pris  la  partie  AB  =  \  a-\ '-c 

=  Z^g  pour  abréger  ,  on  tirera  parallèlement  k  AP  la. 

droite  B  E  =  '-d-\--^  fca.vok ^lorfque  AB==-\-s 

c'eft-k-dire  lorfque  la  valeur  de  A  B   eft  pofitive  ,  & 

-i- —  lorfque -^5= — g^  en  obfervant  de  prendre  ou 

mener  ces  deux  lignes  A  B  ^  B  E  ,  du  côté  de  PAI  lorf- 
que leurs  valeurs  font  pofitives ,  &  du  côté  oppofé  lorf- 
qu'elles  font  négatives.     Nommant  enfin  EA,  //z  ,•   on 

décrira  du  centre  E ,  &  du  rayon  E  M=]/mm-4~af 
un  cercle  ;  &  menant  des  points  M  où  il  coupe  la  Para- 
bole des  perpendiculaires  ÀdP  fur  la  ligne  AP  :  les  par- 
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ties  ^  P  de  cette  ligne  marqueront  les  racines  de  l'éga- 
lité ,  fçavoir  les  vraies  lorfque  les  points  F  tombent  du 
côté  où  Tort  a  fuppofé  P  M  en  faifant  la  conflrudion  , 
ÔL  les  faufies  lorfe^u'ils  tombent  du  côté  oppofé. 

Car  prolongeant  MQ  parallèle  a  AP  ,  &c  qui  ren- 
contre   l'axe    CG    au  point  Z  ,   on  aura  ML  ou  AP 

-^AD  =  x-\-{h,  CL  ou  MP-^DC^y-\-''-^^\  & 

par  la  propriété  de  la  Parabole  iVl  L=CLxa ,  c'eft-à- 
dire  x  x-^b x-^'-bb:='-bb-\-ay ,  ou  xx-\- bx=ay 
qui  eft  la  première  équation  du  Lemme.  Maintenant  fi 
l'on  prolonge  E  B  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  PM  en 
il,  &  qu'on  tire  le  rayon  E  M ,  on  aura  à  caufe  du  trian- 
gle redangle  ERM  le  quarré 'ïlVÏ'=ÂÏÎ'-hî<M 
^^~b-\-iJEBxBE^-\-YK-^JM—zABxPM 
-\-AB=EB-\- BA  -f- af  par  la  conftruition  ;  c'eft-^ 
k-dire  en  effaçant  de  part  &  d'autre  les  quarrés  LB  ^ 
B  A  ,  en  mettant  pour  z  A  B  ù  valeur  a  -\ c  ,  & 

pour  iBE   ù  valeur  ^  —  d  ou  b -\ —  —  d ,  & 

*  n  aa  a 

pQur  BK  ou  AP  &  PM  leurs  valeurs  x  &  j,  la  feptie- 
me  équation  yy-hcy — ay — ''-^ y -ir x x -{- b x -\- -  x 

• — ^  — ^  —  dx==af^  dans  laquelle  fi  l'on  met  à  la  place 

de  y  fa  valeur  — — -  trouvée  par  la  première  équation  , 
&  à  la  place  de  y  y  le  quarré  de  cette  valeur,  on  retrouva 

l'équation  même  propoféc  x'^-i-zbx^-hacxx aadx 

—  a'f=  0.  D'où  l'on  voit  que  la  ligne  ^P  exprime  une 
racine  vraie  de  cette  égalité. 

Si  l'on  oblerve  de  prendre  —  x  pour  AP  &  — y  pour 
PM,  lorfque  ces  lignes  tombent  du  côté  oppofé  où  on 
les  a  fuppofées  en  faifant  la  conllrudrion  ;  on  trouvera 
toujours  par  la  propriété  de  la  Parabole  la  première 
équation  ,  &  par  la  propriété  du  cercle  la  feptieme. 
Donc,  &c. 
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Corollaire     I. 

387  1  L  eft  vifible  qu'on  rendra  la  conflruction  pré- 
cédente générale  pour  toutes  les  égalités  du  troificme 
&  du  quatrième  degré  ,  &  qu'on  y  emploiera  toujours 
une  Parabole  qui  ait  pour  le  paramètre  de  fon  axe  une 
ligne  donnée  a  ;  fi  l'on  obferve  ,  1°.  De  multiplier  par  [,i 
racine  x  l'égalité  lorfqu'elle  n'efl  que  du  troifieme  degré  5 
*  Jri.  i-i6.  ^  ^^  prendre  une  ligne  ^  ib  égale  à  routes  celles  qui 
»  4fi  ^^^^  multiplient  x' ,  un  plan  *  ac  égal  a  ceux  qui  multiplient 
XX ,  un  folîde  aad  égal  aux  folides  qui  multiplient  x  , 
&  enfin  un  furfolide  a'/  égal  aux  termes  entièrement 
connus  de  l'égalité  donnée.  2'.  De  changer  dans  les 
valeurs  des  lignes  AD,DC,AB,  B  E,  E^M,  qui  dé- 
terminent la  conflruilion  de  la  Parabole  ôc  du  cercle  , 
les  fignes  des  termes  où  b  fe  rencontre  avec  une  dimen- 
fion  impaire  s'il  y  a  —  zb  x^  dans  l'égalité  donnée  ,  parce 
qu'il  y  avoir  -\-  i  b  x^  dans  celle  du  Problême  ;  & 
d'effacer  tous  les  cirmes  où  b  fe  trouve  fi  le  terme  ibx'^ 
manque,  parce  qu'alors  b  =  o  :  comme  aufli  de  faire  la 
même  chofe  à  l'égard  des  termes  où  c,  d^f,  fe  rencon- 
trent. 3°.  De  prendre  ou  mener  ces  lignes  du  côté  de 
P  M  lorfqu'elles  font  pofitives ,  &  du  côté  oppofé  lorf- 
qu'elles  font  négatives.  On  aura  donc  A D=.->r-\  b , 
fçavoir — 7  b  lorfqu'il  ^  2i  -\-zbx^ ,  ^  -\-\b  lorfqu'il  y 

a  —  zbx^\  A3  =  ~a-] -+-'-c=^g ,  fçavoir — ^c 

lorfqu'il  y  a  -^  acx  x  ,  &-Hfc  lorfque  c'efl  — acxx  ; 
^^  =  ±.-^7^  ,  fçavoir— ^lorfque  ^i?  =  -+-^, 
&  qu'il  y  a  -\-  ibx^ ,  ou  bien  lorfque  AB== — g,  ôc 
qu'il  y  a  —  ibx^j  &  au  contraire -+-  — lorfque  AB=i 
•4-^  &  qu'il  y  a  ■ — ib  x^ ,  ou  bien  lorfque -^5  =  —  g  & 
qu'il  y  a  -\-zbx^  (  c'efl-à-dire  — ^-^^  lorfque  les  valeurs 
de  AB  &  AD  font  l'une  pofitive  &  l'autre  négative, 
&  H- -j  lorfque  ces  valeurs  font  toutes  deux  ou  pofiti- 
ves 
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ves  ou   négatives)  ;    comme  auffi   -f-.-c/ lorfqu'il  y  a 
—  ^^^^& — f  Jlorfque  c'elt  -Hrz  a  ^';c  ;  &  enfin  EM 
^VininZ^af,  fçavoir-l-^/'lorfqu'il  y  a— a^,  6c— a  f 
lorfque   c'eit -+-.7'/    D'où  l'on   dre  cette  conftrudion 
géométrique  qui  cil  générale  pour  tous  les  cas. 

Une  Parabole  il/ CM  qui  a  pour  axe  la  ligne  CG,  Fip.  117. 
dont  le  paramètre  eft  égal  h  la  ligne  ^ ,  étant  donnée, 
&_ ayant  jx-duit  l'éi^aiité  propofée  fous  cette  forme  x* 
-i-26x'-i.acxx^aadx-^aY=o  i  on  mènera  une 
hgneAB  parallèle  à  l'axe  CG  qui  en  foit  diftantede  -b, 
du  côté  droit  de  cet  axe  lorfqu'il  y  a  +2  Ax'  dans  l'éga- 
lité donnée,  «Se  du  côté  gauche  lorfqu'il  y  a—ibxK 
On  tirera  par  le  point  A  où  la  ligne  A  B  rencontre  la* 
Parabole,  une  perpendiculaire  AD  fur  l'axe  CG^  & 
on  prendra  fur  cet  axe  les  parties  DF=-a  ,  FG=zCD 
toujours  du  côté  oppofé  à  fon  origine' C,   &  la  partie 
GK='-C  vers   fon  origine  Clorfqu'ii  y  a  -{-acxx, 
&  du  coté  oppofé  lorfqu'il  y  a  —acxx.    On  mènera 
enfuite    par   les  points   déterminés  A,  F ,    une   ligne 
droite   indéfinie  ÀF ^    &  par  le  point  K  une  perpen- 
diculaire à   l'axe   qui    rencontre   A  F    en    H  ^    &    on 
prendra  fur  cette  perpendiculaire  la   partie  HF  =  -d 
du  côté  droit  lorfqu'il  y  a— a ^^;c,  &  du  côté  gauche 
lorfqu'il  y  a-^aadx.   Cela  fait,  on  décrira  un  cercle 
du  centre  £",  &  du  rayon  EM=AE,  lorfque  le  terme 
a\f  manque  dans  l'égalité  donnée  ,   c'eft-à-dire  ,    lorf- 
qu'elle  n'efl  que  du  troifieme  degré  :  mais  lorfqu'elle  eft 
du  quatrième ,  on  prendra  (après  avoir  nommé  AE  ,mi) 
le  rayon  EM^y^nimZ^af,  fçavoir-|-û/s'il  y  a  ~a'f, 
&  —^/s'il  y  a  -\-a^  f.  Enfin  des  points  M  où  ce  cercle 
rencontre   la  Parabole   donnée,  menant  des   perpendi- 
culaires MQ  fur  la  ligne  AB;  elles  feront  les  racines 
de  l'égalité  donnée  ;  fçavoir  celles  qui  tombent  du  coté 
droit^  de  cette  ligne ,  les  vraies  j  &  celles  qui  tombent 
du  côté  gauche ,  les  faufles. 

Car  prolongeant  HK  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  la 
ligne  AB  aM  point  5,  on  a  par  la  conflrudion  BK  qm 

Qq 
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^  £)  =  -+- 7  Z»,  fçavoir — ^b  lorfqu'il  y  a -+- 2  3  x' ,  & 

H-fé  lorlque  celi — xbx^  ;  &  par  la  propriété  de  la 

Parabole,  €0  =  ^-^.  Donc  il)  G  ou  DF-^FG='-a 

^^1,^  DK  on  ^i?=^a-f---H,-c  =  ^=g,  fcavoir 

■ — l  c  lorfqu'il  y  a  -\-acxx  ,  6c -{-'-c  lorfqu'il  y  a 
■ — acxx  i  &  l'on  doit  obferver  que  le  point  B  tombe  du 
côté  de  P  M  lorfque  A B=->rg ,  c'eft-à-dire  lorfque 
fa  valeur  eft  pofitive  ,  &  du  côté  oppofé  lorfqu'elle  eft 
négative.  Or  à  caiife  des  triangles  lémblables  AD  F  y 
AB  tl ,  on  ama  DF  {^  a).  DA  {±'-b)  ::  AB  (Z^g). 

B  H=-h  -^  ,  fcavoir  -h  — lorfque  les  valeurs  de  AU 

&c  de  AB  font  toutes  deux  pofitives  ou  négatives ,  & 

lorfque  l'une  d'elles  eft  pofitive  &  l'autre  négative. 

Et  partant  BE=^  -^  rtî^»  fçavoir  — ^  d  lorfqu'il  y  a 
. —  aadx ,  &H-7i/  lorfqu'il  y  a  -h  aa^x:  j  &  l'on  doit  en- 
core obferver  que  le  point  E  tombera  du  côté  de  P MXorÇ- 
que  la  valeur  de  BE  eft  pofitive,  &  du  côté  oppofé  lorf- 
qu'elle  eft  négative.  D'où  il  eft  évident  que  par  le  moyen 
de  cette  conftruélion  on  déterminera  dans  tous  les  cas  pof- 
libles  toujours  comme  il  eft  requis  ,  le  centre  E  du  cercle. 
i>i  le  fécond  terme  xbx^  manquoit  dans  l'égalité  don- 
née, il  eft  clair  que  les  lignes  AB^  -^F ,  tomberoient 
fur  l'axe  CG ,  enforte  que  les  points  A ,  D ,  fe  confon- 
droient  avec  l'origine  Cy  puifque  b  =  o.    Et  par  confé- 
quent  le  point  G  tomberoit  fur  le  point  F ,  &  les  points 
Fi  G.  118.  H,  B,  fur  le  point  K  :  ce  qui  rend  la  conftrudiion  géné- 
rale beaucoup  plus  fimple.    Car  il  ne  faudroit  alors  que 
prendre  fur  l'axe  la  partie  CF='-a  toujours  vers  le  de- 
dans de  la  Parabole,   &  la  partie  FK{c  vers  l'origine 
C  lorfqu'il  ya-h^cxx,&du  coté  oppofé  lorfqu'il  y 
a  — acxx\  mener  KE=^d  perpendiculaire  à  l'axe, 
du  côté  gauche  lorfqu'il  y  a  -i-<2û  t/.v ,  &  du  côté  droit 
lorfqu'il  y  a  —aadx ;  &  achever  le  refte  comme  dans 
la  conftrudion  générale,  en  obfervanc  qu'ici  E  C=m, 
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De  même  fi  le  terme  acxx  manque  ,  le  point  K  tom-  Fig.   117. 
bera  fur  le  point  G  ;  ôc  û  c'eft  le  terme  aadx,le  centre 
£  du  cercle  tombera  en  H. 

Corollaire     IL 

388.  On  peut  encore  trouver  une  conflriidion  plus 
fimple  pour  les  égalités  du  troificmc  degré  qui  ont  un 
fécond  terme,  en  les  multipliant  par  l'inconnue  plus  ou 
moins  la  quantité  connue  du  fécond  terme  ,  fçavoir  plus 
cette  quantité  quand  le  fécond  terme  eft  affe<3:é  du  figne 
—  ;  &  moins  cette  quantité  lorfqu'il  y  a  le  figne  -+-  •  ce  qui 
donne  une  équation  du  quatrième  degré  où  Je  fécond 
terme  eft  évanoui.  Qu'il  faille  ,  par  exemple  ,  trouver 
les  racines  de  l'égalité  du  troifieme  degré,  x'  —  èxx 
•^  apx->raaq^=^o  :  je  la  multiplie  par  x-\-b  pour 
avoir  l'égalité  du  quatrième  degré ,  x'^->s-apxx-^aaqx 
-\-aabq  =  Oy  — bbxx-\-  abpx 

dans  laquelle  le  fécond  terme  efl:  évanoui  ;  je  me  fers  k 
préfent  de  la  conftruélion  que  l'on  vient  de  donner  pour 
ces  fortes  d'égalités  où  le  fécond  terme  manque ,  &  j'ai 

&  le  rayon  du  cercle  E M=\/mm  —  bq  :  ce  qui  donne 
cette  conftruâion. 

Ayant  mené  une  parallèle  à  l'axe  CD  qui  en  foit  dif-  Fis.  zij," 
tante  vers  le  côté  gauche  d'une  ligne  égale  à  ^ ,  &  qui 
rencontre  la  Parabole  au  point  A  ,    ;e  cire  par  l'origine 
C  de  l'axe  la  droite  C  A  ,  fur  laquelle  j'cleve  par  fon 
point  de  milieu  O  une  perpendiculaire  indéfinie  O  G  qui 
rencontre  l'axe  au  point  G.   Je  prends  fur  l'axe  vers  fon 
origine  C  la  partie  GK='-p ,  ôc  ayant  tiré  par  le  point 
K  une  perpendiculaire  à   l'axe  qui   rencontre   la    ligne 
OG  au  point  H  ,  je  prends  fur  cette  perpendiculaire 
prolongée  du  côté  de  H  la  partie  HE  =  j  ^  ,  &  je  dé- 
cris du  centre  ^E^  &  du  rayon  EA  un  cercle.  Je  dis  qu'il 
coupera  la  Parabole  en  des  points  J\d,  d'où  ayant  abaiifé 
fur  l'axe  des  perpendiculaires  M  (^i    celles  qui  feront 


jgS  Livre    Neuvième. 

à  droit ,  marqueront  les  vraies  racines  ;  &  celles  qui  fe- 
ront à  gauche,  les  faufles  de  l'égalité  propofée  x' — bxx 
•^  apx  -\-aa(]  =  o. 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  AD  y  OL^  fur 
l'axe  :  on  aura  par  la  conftrudion  AD  =^b ,  &  par  la 

propriété  de  la  Parabole  CD  =  —.  Donc  puifque  CA 
eft  divifée  par  le  milieu  en  O,  les  triangles  femblables 
CAD,  COL,  donneront  OL  =  '-b,  CL=^-^^;  &  à 
caufe  des  triangles  redangles  femblables  CL  O ,  OLGy 
on  aura  CL  (^).  LO  {_-J)::  LO  {^b).  LG^'-a  ,  & 

par  conféquent  CK  ou  CL-\-LG — GK='-a  -\ — 
- — '-p.  De  plus  à  caufe  des  triangles  femblables  GLOy 
G  KM,  on  trouve  KH=^£,  &  KH^HE  ou  KE 

e=7  ^  H-  ^  qui  tend  du  côté  gauche  de  l'axe ,  comme 

il  eft  prefcrit  dans  la  conftruélion  lorfqu'il  y  a  -\-aadx. 
Le  point  E  eft  donc  le  centre  du  cercle  lequel  doit  dé- 
terminer par  fes  interfe£tions  avec  la  Parabole  donnée 
toutes  les  racines  de  l'égalité  du  quatrième  degré 
x'^-\-apxXy  &c.  Or  comme  les  racines  de  cette  égalité 
font  celles  de  la  propofée  x^  —  bxx-\-apx-\-aaq  =  o  ^ 
avec  une  faufle  AD  {b)  ;  il  s'enfuit  que  ce  cercle  doit 
paifer  par  le  point  A.  Donc,  <Scc. 

On  peut  encore  s'afTurcr  par  le  calcul  que  E  A  e{{  Je 
rayon  du  cercle  cherché.  Car  menant  EB  parallèle  à 
l'axe  ,  on  aura  (à  caufe  des  triangles  redangles  EBA, 

EKC)  les  quarrés  des  hypothénufes  EA  =EB  -+-  BA^ 
&  EC  =  CK-\-KE  &  par  conféquent  il  s'agit  de 
prouver  que  iii^  -^-BA  =EK  -\- KC  —  bq,  puifqu'on 
doit  prendre  E  M='\/min  —  b<j.  Or  en  mettant  à  la 
place  de  ces  lignes  de  part  &  d'autre  leurs  valeurs  ana- 
lytiques ,  on  trouvera  les  mêmes  quantités.  Et  c'eft  ce 
qui  doit  arriver,  fi  le  rayon  cherché  E  M=E  A. 

Pour    rendre   cette   conftrudion   générale  ,    il  faut 
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obferver  ,  1°.  De  mener  du  côté  gauche  de  l'axe  la  paral- 
lèle qui  en  efl:  diftante  d'une  ligne  égale  à  b  ,  lorfqu'il  y  a 
^—bxx  dans  l'égalité  propofée  ,  &  du  côté  droit  lorfqu'il 
y  ^-\-bx  X.  1°.  De  prendre  fur  l'axe  G  K=  '-p  du  côté 
de  fon  origine  C  lorfqu'il  y  a  -i-  apx  ,  &  du  côté 
oppofé  lorfqu'il  y  a  —  apx.  3^.  De  prendre  H E=\-q 
du  côté  gauche  lorfqu'il  y  ?l  -\-aaq  ,  &du  côté  droit 
lorfqu'il  y  a  — aaq.  Tout  cela  efl:  trop  évident  pour 
m'arrêter  à  le  démontrer  en  détail. 

Remarque     I. 

389.  I L  efl:  à  propos  de  remarquer,  1°.  Que  fi  le  cer- 
cle ne  coupe  la  Parabole  donnée  qu'en  deux  points  ,  il 
s'enfuivra  que  l'égalité  propofée  n'aura  que  deux  racines 
réelles  lorfqu'elle  eft  du  quatrième  degré  ,    &  qu'une 
feule  lorfqu'elle  efl:  du  troifieme,  &  les  deux  autres  ima- 
ginaires :  comme  dans  la  figure  219.    où   le  cercle  ne 
coupe  la  Parabole  qu'en  deux  points  A,  Mj  l'égalité  x"*^ 
~\-ap  XX  —  bbxx ,  6cc.  n'a  que  deux  racines  réelles  AD, 
MQ.,  qui  font  toutes  deux  faufiles,  parce  qu'elles  tom- 
bent du  côté  gauche  de  l'axe.    2°.  Que  fi  le  cercle  ne 
coupoit   ni  ne  rencontroit  la  Parabole  en  aucun  point 
(ce  qui  ne  peut  arriver  lorfque  l'égalité  eft  du  troifieme 
degré   comme   l'on    voit   par    les  conftruflions   précé- 
dentes) les  quatre  racines  feroient  imaginaires.    3°.  Que 
s'il  la  touchoit  en  un  point  l'égalité  propofée  auroit  deux 
racines  égales  chacune  à   la   perpendiculaire   menée  de 
ce  point  ;   ce  qui  vient  de  ce  qu'on  peut  confidérer  un 
cercle  qui  touche  une  Parabole  ,  comme  s'il  la  coupoit 
en   deux    points  infiniment  proches  l'un  de  l'autre  ,  qui 
font  regardés  comme  réunis  dans   le    point    touchant  : 
mais  alors  l'égalité  propofée  fe  pourroit  abaifler  à  une 
du  fécond  degré  par  les  règles  de  l'Algèbre  ordinaire, 
de   forte    qu'on   n'auroit    point   befoin    d'une  Parabole 
pour  en  trouver  les  racines. 
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Remarque    II. 

390.  Sx  l'on  fait  attention  a  ce  qu'on  démontre  en 
Algèbre  qu'en  toute  égalité  où  le  fécond  terme  manque , 
&  qui  a  toutes  fes  racines  réelles  ,  la  fomme  des  vraies 
'  di  égale  à  la  fomme  des  faulfes  ,  on  verra  naître  ce 
Théorème. 
Fi  G.  il  8.  S'il  y  a  un  cercle  qui  coupe  une  Parabole  en  quatre 
points  Ai  d'où  l'on  abaifTe  des  perpendiculaires  Af  Q  fur 
l'axe  CF  :  je  dis  que  la  fornme  des  perpendiculaires  qui 
tombent  du  côté  droit  de  l'axe  ,  fera  égale  à  la  fomme 
de  celles  qui  tombent  du  côté  gauche. 

Car  fi  l'on  prend  vers  le  dedans  de  la  Parabole  fur 
l'axe  depuis  fon  origine  C  la  partie  CF  égale  la  moitié 
de  fon  paramètre  que  j'appelle  a  ,  &  qu'ayant  tiré  -du 
centre  E  du  cercle  la  perpendiculaire  E  K  fur  l'axe ,  on 

falTe  FK=^  c,  KE='-d  TC  —ËM  =af;  il  eft 
t^n.  387.  clair  par  la  conftrudion  qui  eft  à  la  fin  -^  du  Corollaire 
premier ,  que  les  perpendiculaires  AfQ  feront  les  racines 
de  cette  égalité  x'^  —  acxx-\-aadx -ha^f=o  dans 
laquelle  le  fécond  terme  manque  ;  fçavoir  celles  qui 
tombent  du  côté  droit  de  l'axe,  les  vraies  ;  &  celles  qui 
tombent  du  côté  gauche,  les  ftufles.  Donc,  &c. 

Si  le  cercle  palToit  par  l'origine  C  de  l'axe  ,  il  eft  vifi- 
ble  que  l'une  des  perpendiculaires  AdQ  deviendroit 
nulle  ou  zéro  ;  &  qu'ainfi  il  y  auroit  alors  une  perpen- 
diculaire d'une  part  de  l'axe  égale  aux  deux  autres  de 
l'autre  part. 

Si  le  cercle  touchoit  la  Parabole  en  un  point  &  la 
coupoit  en  deux  autres  ,  il  faudroit  prendre  le  double 
de  la  perpendiculaire  menée  du  point  touchant  ;  puif- 
*  Jn.  J85.  que  (comme  l'on  vient  ^  de  dire)  on  peut  regarder  ce 
cercle  comme  s'il  coupoit.  la  Parabole  en  deux  points 
infiniment  proches  l'un  de  l'autre  ,  lefquels  fe  réuniflent 
au  point  touchant. 


Planche  2.J .  pa^e  ^^lo  . 
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r  e  m  a  r  (^  u  e     iii. 

391.  v^OMME  l'on  ne  peut  imaginer  en  Géométrie 
des  produits  qui  ayent  plus  de  trois  dimenlions;  puifque 
le  folide  ,  qui  eft  la  quantité  la  plus  compofée ,  n'en  a 
que  trois  ;  on  pourra  divifer  ,  i\  l'on  veut,  tous  les  ter- 
mes d'une  égalité  propofée  qui  pafTe  par  le  troifieme  degré, 
par  telle  ligne  donnée  qu'on  voudra  ,  élevée  à  une  puif- 
fance  moindre  d'une  unité  que  chacun  de  fes  termes  n'a 
de  dimenfions  :  ce  qui  ne  troublera  point  l'égalité  ,  & 
fera  que  chacun  de  Ces  termes ,  n'exprimera  plus  que  des 
lignes  droites.  Soit ,  par  exemple,  l'égalité  du  quatrième 
degré  x"^ -i- zbx^ -{- acx  x  —  aadx  —  a}f==iO^  je  la 

divile  par  a-  ,  ce  qui  donne  —  H p   H •  — j 

=  0  ,  dont  chaque  terme  n'a  qu'une  dimenfion,  &  n'ex- 
prime par  conféqiicnt  que  des  lignes  droites.  On  choific 
ordinairement  la  ligne  qui  fe  trouve  répétée  le  plus 
fouvent  dans  tous  les  termes  de  l'équation  propofée , 
comme  eft  ici  la  ligne  a  ,  &  même  quelquefois  on  la 
foufentend  ,  en  la  regardant  comme  l'unité  dans  les 
nombres ,  qui  ne  change  rien  aux  quantités  qu'elle  mul- 
tiplie ou  qu'elle  divife  :  ainfi  en  faifant  û==i  ,  on  écrira 
x^-\-zbx'^-\-i.xx —  dx—j=o  ,  au  lieu  de  x4 -4- 2^x3 

-^acxx~aadx  —  a'f=oo\sdQ-,-\-~'-^'^-.'^-^ 

•'  a'  a^  aa  aa 

—f=o.    Il  en  efl  de  même  des  égalités  du  cinquième 
&  du  fixieme  degré,  &c. 

Remarque    IV. 

392.  ^i  après  avoir  conftruit  le  cercle  qui  efl  le  lieu  de 
la  dernière  équation  du  Lemme,  on  conftruit  une  Section 
conique  qui  foit  le  lieu  de  telle  autre  de  fes  équations 
qu'on  voudra  ;  ces  deux  lieux  détermineront  par  leurs  in- 
terfed:ions  les  racines  de  l'égalité  propofée  ;  dont  la  rai- 
fon  eft  que  faifant  évanouir  par  le  moyen  de  leurs  équa- 
tions l'inconnue  y,  on  retrouve  l'égalité  même  propofée. 
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De-la  il  eft  évident  qu'on  peut  conftruire  cette  éga- 
lité ,  1°.  par  le  moyen  d'un  cercle  &  d'une  Hyperbole 
équilacere  ,  en  fe  fervant  de  la  feptieme  &  de  la  fixieme 
équation  du  Lcmme.  i-'.  Par  le  moyen  d'un  cercle,  & 
d'une  Ellipfe  dont  l'axe  parallèle  a.  A  P  elt  à  fon  para- 
mètre comme  a  eft  à  c,  en  fe  fervant  de  la  feptieme  & 
de  la  troilieme  équation,  3",  Par  le  moyen  d'un  cercle  , 
&  d'une  Hyperbole  dont  l'axe  parallèle  k  A  P  eft  à  fon 
paramètre  comme  a  a  eft  à  Bb,  enCe  fervant  de  la  fep- 
tieme &  de  la  quatrième  équation.  Or  comme  la  ligne  a, 
dont  on  fe  fert  pour  réduire  fous  l'expreffion  ac  toutes 
les  quantités  qui  multiplient  xx  ,  fous  l'exprefiion  aad 
celles  qui  multiplient  x ,  &  enfin  fous  l'exprelEon  a'fhs 
quantités  entièrement  connues,  eft  arbitraire;  il  s'enfuie 
qu'en  prenant  pour  cette  ligne  a  une  infinité  de  diffé- 
rentes grandeurs ,  on  pourra  conftruire  l'égalité  propo- 
fée  par  le  moyen  d'une  infinité  de  cercles ,  &  d'EIlipfes  , 
ou  d'Hyperboles  équilateres  &  non  équilateres  ,  toutes 
différentes  entr'elles. 

On  a  vu  dans  l'article  387.  qu'en  prenant  pour  l'unité 
arbitraire  a  le  paramètre  de  l'axe  d'une  Parabole 
donnée  ,  on  peut  en  fe  fervant  de  la  première  &  de  la 
feptieme  équation  conftruire  l'égalité  propofée  par  le 
moyen  d'un  cercle  &  de  la  Parabole  donnée  :  &  je  vais 
faire  voir  qu'en  déterminant  cette  ligne  a  d'une  cer- 
taine manière ,  on  peut  conftruire  l'égalité  par  le  moyen 
d'un  cercle  &  d'une  Ellipfe  ou  d'une  Hyperbole  fem- 
blable  à  une  Ellipfe  ou  à  une  Hyperbole  donnée.  Car 
la  raifon  de  fes  axes  étant  donnée  par  la  fuppofition  ,  la 
raifon  de  l'axe  parallèle  il  AP  avec  fon  paramètre  fera 
aufli  donnée.    Si  donc  l'on  nomme  cette  raifon  donnée 

—  ;  on  aura  lorfqu'il  s'agit  de  l'Ellipfe ~==~j^  partant 

aa=''—'j    d'où  il  fuit  que  fi  l'on  prend  pour  l'unité 

*Mili7^'    arbitraire  a,   la  racine  d'un  quatre  a  a  égal  ^   a.   une 
quantité  connue   ac  qui  multiplie  xx   dans  l'égalité 

donnée 
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donnée,  &  eft  multipliée  par  -- ,  on  conftruira  l'égalité  en 

fe  fervant  de  la  feptieme  &  de  la  troifieme  équation  ,  par 
le  moyen  d'un  cercle  &  d'une  Ellipfe  donc  l'axe  parallèle 
k  A  P ,  fera  à  fon  paramètre  comme  /«eft  an,  puifque 

—  =— .  Mais  lorfqu'il  s'agit  de  l'Hyperbole,  on  aura 

—  =  —  ,  &  oartant  a=b  y—  •  d'où  l'on  voit  que  fi  l'on 

prend  pour  l'unité  a  cette  valeur  ,  &  qu'on  conftruife 
l'égalité  en  fe  fervant  de  la  feptieme  &  de  la  quatrième 
équation  ,  l'axe  parallèle  )x  AP  àe.  l'Hyperbole  qui  eft 
le  lieu  de  la  quatrième ,  fera  à  fon  paramètre  comme  m 

eft  à  n  ,  puifque  —  =  — .  Et  c'eft  ce  qui  étoit  propofé. 

Remar<jue     V. 

393.  La  ligne  a  qui  fait  l'office  de  l'unité  ,  &  qui 
çft  arbitraire,  fuffit  comme  l'on  vient  de  voir  pour  conf- 
truire  l'égalité  propofée ,  par  le  moyen  d'un  cercle  & 
d'une  Parabole  donnée,  ou  bien  par  le  moyen  d'un  cer- 
cle ,  &  d'une  Ellipfe  ,  ou  d'une  Hyperbole  femblable  à 
une  donnée.  Mais  lorfqu'il  eft  queftion  de  la  conftruire 
par  le  moyen  d'un  cercle  ,  &  d'une  Ellipfe ,  ou  d'une 
Hyperbole  donnée  ,  une  feule  ligne  arbitraire  ne  fuffic 
pas  ;  il  faut  en  introduire  d'autres  dans  l'égalité  pro- 
pofée ,  afin  de  pouvoir  les  déterminer  enfuite  de  manière 
que  la  Se£tion  donnée  ferve.  C'eft  ce  que  l'on  va  exécuter 
dans  le  Le  m  me  fui  van  t. 

LEMME    FONDAMENTAL 

Pour  la  conJïruSion  des  Egalités  du  troifieme  &  du  qua- 
trième degré,  avec  un  cercle  &  une  EUipJe  y  ou  une 
Hyperbole  donnée, 

394.  Soit  l'égalité  du  quatrième  degré  |'*-+-a5^ç 
— a  n  c'{  -t-  a'  d=o  f  dans  laquelle  les  lettres  a  ,1  ,c,df 

Rr 
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marquent  des  lignes  données ,  &  la  lettre  :[  exprime  les 
racines  inconnues  de  l'égalité.    Je  prends  une  autre  in- 

connue  :r  =  — (la  lettre  /*  marque  une  ligne  prife  à 
volonté),  &  fubflituant  a  la  place  de  ;j" ,  {{,  &  {^  leurs 
valeurs  ^  ^  ~>-  >  &  -jK'  ^^^"3  l'égalité  précédente  ,  je 
la  change  en  cette  autre  x^  -\-  ~  xx  —  ^^ x -\-  ■^— =  0  % 

je  prends  une  troifieme  inconnue  y  telle  qu'étant  multi- 
pliée par/Ton  produit  fy  foit  égal  au  quatre  xx  de  la 
féconde  ;  ce  qui  donne  les  équations  fuivantes. 

i^.xx  — fy  =  0 ,•  (Se  fubflituant  à  la  place  de  .y x,  &  de 

x''  leurs  valeurs /j  S^ffyy  dans  l'égalité  x'*-l-  —  xx,  &c. 

j'ai  pour  féconde  équation. 

2^  yy-^  —  y — ^x-f-  — =  0  ,  laquelle  étant  ajoutée 
à  la  première  ,  donne  pour  troifieme  équation. 

*^rr,  î24(S'  lieu  eft  ^  un  cercle  lorfque  les  inconnues  &  indétermi- 
i^9'  nées  X  &  j  font  entr'elles  un  angle  droit.    Je  multiplie 

la   première  équation   par  la  fradion  |  dans  laquelle  g 

exprime  une  ligne  telle  qu'on  veut  de  même  que  y,  & 

j'ai I XX — "^7  =  0;  &  ajoutant  cette  équation  avec  la 

féconde ,  &  l'en  ôtant  enfuite ,  je  forme  la  quatrième  &  la 
cinquième  équation. 

4^- JJ+tJ— TJ-t->-^— T'^-^-T^^'  ^0"^ 

*  Jn.  3  24.    le  lieu  eft  ^  une  Eliipfe. 

*  -^r^  332.    le  lieu  eft  *  une  Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofées. 

Remarque. 

39 V  S'il    arrive   que  quelques  termes  de  l'égalité 
propofée  ayent  des  lignes  dilîerens  de  celle-ci ,  ou  qu'ils 
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manquent  ;  les  lieux  de  ces  cinq  équations  feront  toujours 
néanmoins  des  Sedlions  coniques  de  même  nom  :  c'elt-à- 
dire  que  les  lieux  de  la  première  &  de  la  féconde  équation 
feront  toujours  des  Paraboles ,  celui  de  la  troifieme ,  un 
cercle ,  &c. 

PROPOSITION     V. 

Problême. 

39^.  (construire  l'égalité  du  quatrlane  degré 
z'^-habzz  —  aacz-l-a'd  =  o,  avec  un  cercle  donné  & 
une  Hyperbole  Jémblable  à  une  donnée  ;  ou  avec  une  Hy- 
perbole donnée  (S'  un  cercle. 

Je  conftruis  féparément  ^  les  lieux  de  la  troifieme  &  *  Art.  }i^& 
de  la  cinquième  équation ,  en  prenant  pour  les  inconnues       5  5^* 
&  indéterminées  x'  &  j  les  mêmes  lignes  yl P ,  P M,  Fig.  ho  Se 
qui  falîènt  entr'elles  un  angle  droit  AP  M  ;  &  les  inter-      ^*^* 
fediions  de  ces  deux  lieux  me  fervent  à  déterminer  \q^ 
valeurs  de  l'inconnue  { ,  de  la  manière  qui  fuit. 

Soit  menée  par  le  point  A  origine  des  x ,  la  ligne 

:^  D  =  ^-^parallèle  à  PM,  &  du  même  côté  lorf- 

que  a  furpafTe  ^,  &  au  contraire  du  coté  oppofé  lorfqu'il 
eft  moindre.  Et  ayant  tiré  la  droite  indéfinie  D  G  paral- 
lèle a.  A  P ,  foient  prifes  fur  cette  ligne  du  côté  de  PM 

la  partie  D  C=  —  ,  &  foit  décrit  du  centre  C  ^  du 
rayon  CFou  CG=—  \/cc-\-aa — zab-^bb  —  4^^, 
un  cercle.  Maintenant  ayant  mené  ^H=^j^  paral- 
lèle à  P  M  &  du  côté  oppofé  ,  foit  tirée  la  droite  indé- 
finie HK  parallèle  à   A  P  ,  (ur  laquelle  foient  prifes  la 

partie  HI=— du  côté  oppofé  a  PM,  &  de  part  & 
d'autre  du  point  /  les  parties  IK ,  IL,  égales  cha- 
cune à  —y^c — hg-^^dg  ou  £  y^hg — ^dg — ce  (on  a 

Rrij 
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pris  pour  abréger  ^^'=^—~  }•  Soit  enfin  décrite  de  l'axe 
hK  (qui  doit  être  le  premier  lorfque  cc-\- /^dg  eft  plus 
grand  que  hg ,  &  le  fécond  lorfqu'il  eft  moindre)  qui 
foit  à  fon  paramètre  K  O  comme  ^  eft  à  ^,  une  Hyper- 
bole ou  les  Hyperboles  oppofées  qui  rencontrent  le  cer- 
cle en  des  points  M,  M,  d'où  foient  abaiflees  des  per- 
pendiculaires MP ,  MP ,  fur  la  ligne  A  P.  Je  dis  que 
les  parties  AP,  AP ,  de  cette  ligne  feront  les  racines  de 

l'éealité  x^  -f-  ^  x  x  —  —  x  -h  —  =  o  ,*    en  obfervanc 

qu'elles  font  vraies  lorfque  les  points  P  tombent  du 
côté  où  l'on  a  fuppofé  P  M  en  faifant  la  conftrutlion , 
&  fàuftes  lorfqu'ils  tombent  du  côté  oppofé. 

Car  on  trouvera  par  la  propriété  du  cercle  la  troi- 
fieme  équation  ;  6i  par  la  propriété  de  l'Hyperbole ,  la 
cinquième  ;  &  ôtant  la  troifieme  de  la  cinquième ,  on  aura 

^j-h/j — f^^ — xx=:o,  d'où  l'on  tire  j=yj  & 
mettant  dans  fune  ou  dans  l'autre  de  ces  deux  équations 
à  la  place  de  y  cette  valeur  y ,  &  à  la  place  de  y  y  fon> 

quarré  ^,  on  trouvera  l'égalité  x'*,  &c.   Mais  ayant  les- 

valeurs  de  x ,  on  a  celles  de  ^  y  puifque  :[=  ^ . 

Maintenant  pour  fatisfaire  à  Ig  première  demandé  da 
Problême ,  je  nomme  le  rayon  du  cercle  donné  CF ,  r; 

&  j'ai  par  conféquent  r=  ^\/cc-i-aa — zab-^bb — ^ad} 

d'où  il  fuit  que  fi  l'on  prend  /==  , .t-^^"'"  Je 

rayon  CF  ou  CG  du  cercle  qui  eft  le  lieu  de  la  troifieme 
équation ,  fera  égal  à  la  donnée  r.  Il  refte  à  faire  que  l'Hy- 
perbole foit  femblable  à  une  donnée,  c'efl>à-dire,quefon 
premier  ou  fécond  axe  LK  foit  à  fon  paramètre  KO  en 
saifon  donnée  de  ot  à  n  •  &  il  eft  vifible  qu'il  ne  faut  pouc 
cela  q^ue  prendre  g=''-^,  puifque  LK.  KO  :  :  a.  g  :  :  m.  ru 
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Enfin  pour  faire  en  forte  que  l'Hyperbole  foit  don- 
née ,  ou ,  ce  qui  eft  la  même  chofe  que  fon  premier  où 
fécond  axe  L  K  6c  le  paramètre  K  O  de  cet  axe  foient 
égaux  à  des  lignes  données  ,  je  nomme  d'abord  le  pre- 
mier axe  LK  zt;  fon  paramètre  KO , p ;  &  j'ai  KO  (p) 

=  ^,  &  LK  (it)  =  ^  ^cc-^^dg—hg  ( il  faut  fe  ref- 

fouvenir  que  h='~^^  ;    ce  qui  donne  g=^,  6c  f 

B=  -—=MLr^-^  :  d'où  l'on  voit  que  (i  ce  -i-  Adg  furpafTe  hg, 

&  qu'on  prenne  pour  g  &  pour /ces  valeurs  ,  on  trouvera 
dans  la  conftrudion  de  la  cinquième  équation  pour 
le  premier  axe  LK  &  Ton  paramètre  /v  O  les  lignes  don- 
nées 2t  6c  p.  Mais  s'il  arrive  que  cc-\-^dg  foit  moindre 
que  hg  ,'û  faudra  nommer  le  fécond  axe  L/C ,  2  f  ;  &  fon 
paramétre  KO,  pi    ce  qui    donne    comme  ci-deffus 

s:=~  ,  &  f=    ''^'  ;  où  l'on  doit  obferver  que 

fe  i£  '         -^  V%  —  ce — 4a'^   '  ^ 

2,r  &  />  ne  marquent  plus  à  préfent  les  mêmes  lignes 
qu'auparavant  :  &  s'il  arrive  que  h  g  ,  dans  cette  der- 
nière fuppofition  où  2r  marque  le  fécond  axe  ,  furpafTe 
cc-\r^dg ,  il  eft  vifible  qu'en  prenant  pour  g  6c  f  ces 
valeurs  dans  la  conftruélion  de  la  cinquième  équation , 
on  trouvera  pour  le  fécond  axe  LK  ik  fon  paramètre 
K  O  les  lignes  données  it  ôc  p. 

Il  faut  bien  remarquer  qu'il  peut  arriver  que  la 
valeur  de  /  foit  imaginaire  dans  l'une  &  dans  l'autre  de 
ces  fuppolitions  ;  &  alors  on  voit  que  la  conftru6tion  de- 
vient impoffible  du  moins  par  cette  méthode.  Or  comme 
tous  les  Auteurs  qui  s'en  font  fervis  après  M.  Sluze  qui 
en  eft  l'inventeur ,  la  donnent  pour  générale  ;  j'en  ferai 
«ne  remarque  à  part  ;  où  je  ferai  voir  en  examinant  par 
ordre  tous  les  cas  qui  peuvent  arriver  ,  que  dans  cet 
exemple  même  il  peut  y  en  avoir  une  infinité  où  cette 
méthode  ne  réuffit  point. 

Si  c'étoicnt  deux  Hyperboles  conjuguées  qui  fufîenr 
données ,  la  conftrudion  feroit  toujours  poflible  •    car  fi 
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après  avoir  nomme  le  premier  axe  d'une  de  ces  Hyperbo- 
les LK,  zt;  &  fon  paramètre  K  O  ,p  ;  il  fe  trouvoic  que  la 

valeur  de  /=   ,     !^'  -t  fût  imaginaire  ,  c'eft-k-dire  . 

que  h  g  furpafsâc  cc-^-^^dg  i  il  n'y  auroit  qu'à  fe  fervir 
dans  la  conftrudion  k  la  place  de  cette  Hyperbole  de  fa 
conjuguée  <k  de  fon  fécond  axe  ,  puifque  le  fécond  axe 
de  celle-ci  étant  le  même  que  le  premier  axe  de  l'autre ,  la 
valeur  de/" ne  renfermeroit  plus  aucune  contradiction.  Je 
dois  encore  avertir  que  s'il  arrive  que  cc-i-^dg=hg,  l'équa- 
tion du  quatrième  degré  s'abaifTe  à  une  du  fécond. 

Remarque. 

397,  1°.  Si  l'Hyperbole  donnée  efl:  équilatere.  On 
aura  g=^  ,  &  on  fe  fervira  dans  la  conftrudion  du  Pro- 
blême de  fon  premier  axe,  lorfque  cc-+-^dg  furpafle 

kg  y  c'eft-à-dire  ,  en  mettant  pour  h  fa  valeur  -~,  & 

pour  g  fa  valeur  a  ,  lorfque  ce -h  4  ai/  furpa/Te  b  -\-  a  y 
6c  du  fécond  lorfqu'il  eiï  moindre.  Et  la  conftrudion 
fera  toujours  poflibJe. 

2°.  Si  le  premier  axe  de  l'Hyperbole  donnée  furpafle 
fon  paramètre.  On  fe  fervira  dans  la  conftruftion  du 
Problème  de  fon  premier  axe,  lorfque  cc-\-^ad  fur- 

pafTe  b-hii  ;  car  il  fuit  de-là  que  cc-h^dg  furpaiTe  hg, 

c'ell-à-dire  (  en  multipliant  par  -  &  mettant  pour  h  fa 

B 


-valeur—— ^  que  — -1-4^^  furpafle  ^  H-g  ,  puifque 
dans  cette  fuppofition  g  (J^J  étant  moindre  que  a,  la 
quantité— -h 4a ^  fera  plus  grande  que  cc-\-^ad,  & 

b -\- g  fera  moindre  que  b-)-a  .    Au  contraire  lorfque 

cc-^^ad  efl:  moindre  que  b-t-a  ,  il  faudra  fe  fervir 
du  fécond  axe  ;  car  41  fuit  de-là  que  cc-i-^dg  efl:  moin- 
dre que  kg,  ou  que—  -{-^ad  efl:  moindre  que  b-i-g 
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puifque  it   marquent  à  préfent  le  fécond  axe  qui   eft 

moindre  que  fon  paramètre  p  la  quantité  —  eft  ici  plus 

grande  que  a.  D'où  l'on  voit  que  la  conftru6lion  eft 
toujours  poflible  ,  non -feulement  lorfque  l'Hyperbole 
donnée  efi  équilatere  ,  mais  encore  lorfque  le  premier 
axe  eft  plus  grand  que  fon  paramètre. 

3°.  Si  le  premier  axe  eft  moindre  que  fon  paramètre. 
Il   faudra    néceflairement    lorfque    cc-+-^ad    furpafte 

b-\-a  ,  fe  fervir  du  premier  axe  ;  car  fi  l'on  employoit  le 
fécond,  il  faudroit  que  cc-i-^dg  fût  moindre  que  hg, 

ou  que— -+-4 a f/  fut  moindre  que  b-hg  ;  ce  qui  ne 
peut  être ,  puifque  2  t  qui  exprimeroit  alors  le  fécond 
axe  étant  plus  grand  que  p ,  ]a  quantité  g  (~)  feroic 
moindre  que  a.  Mais  en  fe  fcrvant  du  premier  axe  il 
peut  arriver  que— -+-4^^  foit  moindre  que   b-i-o, 

puifque  g  (^j  eft  plus  grand  que  ^  y  &  alors  il  eft  évi- 
dent que  la  conftrudion  du  Problême  devient  impolTi- 
ble  ,  parce  que  la  valeur  de  /  Ç-^^_U^^  renferme 
une  contradiction.  De  même  lorfque  cc-i-Aad  eft 
moindre  que  h -h  a  ,  il  faut  néceflairement  fe  fervir 
du  fécond  axe  ;  (Se  comme  alors  la  valeur  de  ^f— ]eft 
moindre  que  a  ,  il  peut  arriver  que— -4-4 ^  c/ foit  plus 
grand  que  b-hg  ,  &  qu'ainfi  la  valeur  de  f[—=^—.\ 
foit  imaginan-e. 

Il  eft  donc  évident  qu'il  peut  arriver  une  infinité  de 
cas  ,    où  la   conftrudfion    de   l'égalité   propofée  dans  le 
Problême  devient  impo/Tible  ;  &  cela  lorfque  le  premier 
axe  de  l'Hyperbole  donnée   eff  moindre  que  fon  para-^ 
mètre  ,  car  autrement  elle  réufîira  toujours. 
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Corollaire     I. 

398.  Si  l'o"  prenoic  dans  le  Problême  précédent 
la  quatrième  équation  au  lieu  de  la  cinquième  ,  &  qu'on 
fît  la  conftrudion  de  même  en  fe  fervant  de  l'Ellipfe  qui 
cil  le  lieu  de  cette  équation  ,  au  lieu  de  l'Hyperbole  qui 
eft  le  lieu  de  la  cinquième  :  il  eft  vifible  que  l'on  conf- 
truiroit  l'égalité  propofée  {'^,&c.  par  le  moyen  d'un  cer- 
cle donné  6c  d'une  Ellipfe  femblable  à  une  donnée  ;  ou 
avec  une  Ellipfe  donnée  &  un  cercle. 

Corollaire     II. 

399.  Il  eft  évident  qu'on  peut  rendre  la   conftruc- 
tion  précédente  générale    pour   toutes   fortes   d'égalités 
du  troifieme  &  du  quatrième  degré  ,  en  obfervant ,  i".  de 
faire   évanouir   le   fécond    terme   de   l'égalité   donnée , 
lorfqu'elle  en  a  un  ;  de  la  multiplier  enfuite  par  fa  racine  { 
lorfqu'elle  n'eft  que  du  troifieme  degré  ;  &  de  prendre 
un  plan   ab   égal  à  tous  les  plans  qui  multiplient  {{, 
un    folide    aac  égal  à  tous  les  folides  qui  multiplient 
;f  ,  &  enfin  un  furfolide  a'  d  égal  à  tous  les  furfolides 
donnés.  2°.  D'effacer  dans  les  valeurs  de  AD  ^  DCy 
CF.AH,  IH,  LK,  les  termes  où  fe  trouve  b  lorf- 
que  II  ne  fe   rencontre  point    dans  l'égalité  donnée  , 
ceux  dans  lefquels  fe  rencontrent  c  ou  d  lorfque  le  qua- 
trième ou  le  cinquième  terme  manquent  :  &  de  changer 
de  fignes  tous  les  termes  où  b  fe  rencontre  avec  une  di- 
menfion  impaire,,  fi  le  troifieme  terme  de  l'équation  don- 
née a  un  figne  différent  du  troifieme  de  la  précédente  ; 
comme  au/fi   ceux  dans  lefquels  c  ou  ^  fe  rencontrent 
avec  une  dimenfion  impaire  lorfque  le  quatrième  ou  le 
cinquième  terme  ont  des  fignes  différens  des  quatrième 
&  cinquième  de  l'égalité  précédente.    3°.  De  prendre  du 
côté  de  PM  ces  lignes  lorfque  leurs  valeurs  font  pofitives, 
&  du  côté  oppofé  lorfqu'elles  font  négatives. 

Remarque 
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Remarque. 

400.  On  peut  toujours  rendre  la  confl:ru£tion  pré- 
cédente plus  fimple  dans  les  égalités  particulières  qu'on 
£e  propofe  de  conftruire  ,  en  faifant  enforte  que  a  foie 
égal  à  (5»  y  car  il  n'y  a  qu'à  réduire  l'égalité  donnée  fous 
cette  forme  :^'^Z^I.a  a:^^1^aac^-;^a^  d:=o  ,  au  Heu  de 
cette  autre  :^* ^ab:^^^aac:^Z^d^d=o.  Ce  qui  a 
empêché  de  le  faire  d'abord ,  c'eft  qu'on  avoit  en  vue  de 
rendre  la  conflruAion  du  Problême  générale  pour  tous 
les  cas  ,  comme  l'on  vient  de  faire  dans  le  Corollaire 
pjécédent  ,  &  que  pour  cet  effet  il  falloit  que  chaque 
terme  de  l'égalité  renferinât  des  lettres  différentes  ^,c, 
dj  au  premier  degré. 

PROPOSITION     VL 

Problême. 

401.  I  R  ou  VER  les  racines  de  Végalkê  z^-^bz' 
*— aczz -4- aadz-|-aahh  =  o  ,  par  le  moyen  d'une. 
Hyperbole  donnée  entre  fis  Aj'ymptous ,  ^'  d'un  cercle. 

Ayant  fait  ^=^,  on  transformera  l'égalité  donnée  Fie.  212, 

bf  cfF  df^  Akf* 

en  cette  autre  x^ -xi  —  ^xx  -h  ^^x-i — ^—  =  0. 

a  a  a  aa 

Ayant  mené  d'un  point  quelconque  M  de  l'Hyperbole 
donnée  qui  a  pour  centre  le  point  A ,  une  parallèle  AIP 
à  l'une  des  Afymptotes  A  (^  ,  &c  qui  rencontre  l'autre 
au  point  P,  on  nommera  les  inconnues  &  indéterminées 
Al^  ,x  ;  P  M,  y  ;  lefquelles  font  entr'elles  un  angle  don- 
né ^P  M,  &  on  aura  par  la  propriété  de  l'Hyperbole 
xy=^m.m  y  en  fuppofant  que  mm  en  foit  la  puiffance. 

Maintenant  fi  l'on  prend /==  m ]/% ,  on  aura  hff=amm, 

&  — -  =/n''=x  jcy  j  ;   &  mettant  à  Ja  place  de  — -  qui 

eil  le  dernier  terme  de  l'égalité  précédente  fa  valeur 

Ss 
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xxyy ,  &  divifanc  enfuite  par  xx ,  on  trouvera  xx —  ~  x 

—  î£_l_^  _l_jy=o,  qui  fe  change  (en  mettant  dans 


ax 


le  terme  —  à  la  place  de  x  fa  valeur  —  trouvée  par  le 

moyen  de  l'équation  x  y =mm= -^tn  cette  autre  xx 

*Jrt.ii^& — Xx  —  — -+--f  J-+"yj  =  o,   dont  le  lieu  eft  ^  un 

cercle  lorfque  l'angle  AP M  c^  droit. 

Mais  lorfque  l'angle  AP M  nciï  pas  droit,  ou  (ce 
qui  revient  au  même  )  lorfque  l'Hyperbole  donnée  n'eft 
pas  équilatere  ,  il  ett  évident  que  le  lieu  de  la  dernière 
équation  n'eft  plus  un  cercle  ,  mais  une  Ellipfe.  C'eft 
pourquoi  afin  de  trouver  une  équation  dont  le  lieu  foie 
un  cercle,  je  prends  fur  l'Af/mprote  ^ /^  la  partie -^i? 
=  2a;  &  ayant  mené  BE  parallèle  à  l'autre  Afymp- 
tore  AQ_,\c  tire  du  centre  A  la  perpendiculaire  AE  fur 
BE  :  (Se  nommant  les  données  BE,  g  ;  AE  ,e ,  je  mul- 
tiplie l'équation  xy — mm  =  o  ,  dont  l'Hyperbole  don- 
née eft  le  lieu,  par  |;  &  j'ai'^ — ^- ^  o.    J'ajoute 

enfuite  cette  équation  à  la  précédente  lorfque  l'angle  faic 
par  les  Afymptotes  eft  aigu  ,  &  je  l'en  retranche  lorfqu'il 
eft  obtus  comme  je  le  fuppofe  dans  cette  figure  :    cela- 

me  donne  jj — ^xj-i--~-j-hxx  —  -^  x  —  ^■SltU^—.Q^ 

fArt.  3  27  &  dont  le  lieu  eft  un  cercle  ■¥■  qui  fe  conftruit  ainfi. 
I^i'-  Soit  prife  fur  l'Afymptote  AQ^  la  partie  AD  =  ^ 

du  côté  oppofé  à  PAT:  foit  tirée  parallèlement  à  AE, 
la  ligne  D  C=  y  —  '^  ^^  côté  de  P  M  lorfque  cette 
valeur  eft  pofitive  ,  &  du  côté  oppofé  lorfqu'elle 
eft  négarivc   :    enfin    du    centre   C   &   du   rayon   CM 

s=^yAC  -h 'J'~^'"'"  foit  décrit  un  cercle.  Je  dis  qu'il  cou- 

pera  l'Hyperbole  donnée  &  fon  oppofée  en  dts  points 
Mf  d'où  ayant  mené  des  parallèles  MP  a.  l'Afymptote 
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AQi  les  parties  AP  de  l'autre  Afynipcoce  exprimeront  les 

racines  de  1  étante  x^ —  —  .r? —  jl  xx  ■+■  ^—  x-{ — -^-  =0; 

'-'  a  a  a  au 

fçavoir  celles  qui  font  du  côté  de  P  M ,  les  vraies  j  & 
celles  qui  font  du  côté  oppo*^ ,  les  fàufles. 

Car  par  la  propriété  du  cercle ,  on  trouve  cette  équa- 
tion yy— f  xy -h  f  /  H- ;c  x  —  ^^  x  —  fe^  =  qui  fe 
réduit  (en  mettant  pour  xy  fa  valeur  m  m  )  à  cette  autre 
XX  —  -^  x  —  ^-4-''^y-hyy=o,  dans  laquelle  mettant 
enfin  pour  y  fa  valeur  —  ou  —,  &  pour  y  y  le  quarré 
de  cette  valeur  ,   on  retrouve  l'égalité  même  propofée 

a  ' 

Si  l'angle  fait  par  les  Afymptotes  étoit  aigu  ;  il  fau- 
droit  changer  dans  les  valeurs  de  ^-D  &  de  CM ,  les 
fîgnes  des  termes  où  g  fe  rencontre  ,  dont  la  raifon  eft 
que  B  E  (g)  devient  négative  de  pofitive  qu'elle  étoit. 
Mais  lorfque  l'Hyperbole  eft  équilatere  ,  il  faut  effacer 
les  termes  où  g  fe  rencontre  &  mettre  pour  c  fa  valeur 
2  a  ,  parce  que  A  E  tombe  alors  fur  AB  :  ce  qui  rend 
Ja  conftrudion  beaucoup  plus  fimple. 

Lorfqu'on  a  les  différentes  valeurs  de  x,  il  eft  évident 

qu'on  a  auffi  celles  de  {,  en  faifant  {  =  -7*    Et  c'eft  ce 
qui  étoit  propofc. 

Corollaire     I. 

402.  S  I  le  dernier  terme  de  l'égalité  propofée  du 
quatrième  degré ,  avoit  le  figne  — ,  il  eft  clair  qu'en  opé- 
rant comme  ci-deftus,  on  trouveroit  une  équation  dans 
laquelle  le  terme  y  y  auroit  le  fignc  — ,  &  dont  le  lieu  par 
conféquent  ne  fcroit  pas  un  cercle  ,  mais  ^  une  Hyper-  *  Arc,  jji, 
bole.  D'où  l'on  voit  que  cette  méthode  ne  peut  fervir 
que  pour  les  égalités  du  quatrième  degré  qui  ont  leur 
dernier  terme  avec  le  figne  -\-. 

Ss  ij 
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Corollaire   II. 

403.  O  N  pourra  toujours  en  fe  fervant  de  la  mé- 
thode précédente  ,  réfoudre  toute  égalité  donnée  du 
troifieme  degré  x''  -\-  nxxZ^  ap  x\^  aaq=xo  i  par  Ib 
moyen  d'une  Hyperbole  donnée  entre  fes  Afymptotcs , 
&  d'un  cercle.  Car  la  multipliant  par  x  ~\- r  lorfqu-il  y  a 
"^-aaq ,  &  par  x  —  r  lorfque  c'eft  — (i^q ,  on  la  chan- 
gera toujours  en  cette  autre  du  quatrième  degré. 

x^-j^nx'^Z^apxx^aaq x->raaqr=o  ^ 
-\-r     Z\Znr        ^apr 
dont  le  dernier  terme  aaqr  aura  toujours  le  figne  -t-, 
&  qui  fera  par  conféquent  du  nombre  de  celles  qu'on 
peur  conftruire  de  la  manière  précédente. 

Mais  on  abrégera  beaucoup  la  conftru£tion  en  obfer- 
vant  ,  1  °.  de  prendre  pour  l'unité  arbitraire  a  la  ligne  m 
racine  de  la  puifTance  de  l'Hyperbole  donnée ,  qui  eft  Ib 
lieu  de  l'équation  xy=mm=aa ^  puifque  m  =  a-. 
2°.  De  profiter  de  l'indéterminée  r  pour  égaler  le  dernier 

terme  aaqr  avec  ^■*  =  xx'yy,*  ce  qui  donne  r=  — .  3°. 

Que  le  cerck  qui  doit  déterminer  par  fès  interfeélions 
les  racines  de  l'égalité  coupera  néeelFairement  l'Hyper- 
bole lorfqu'il  y  a  —  aû^  ,  &  fon  oppofée  lorfque  c'eft 
're.  iiy  -\-aaq  ,  en  un  point  K ^  d'où  ayant  mené  une  paral- 
lèle KH.2i  l'Afymptote  -^Q  ,  la  partie  AH  de  l'autre 
Afymptote  doit  être  égale  à  r,  puifque  l'égalité  du  qua- 
trième degré  a  pour  une  de  fes  racines  x===~^r.  De-lk 
on  tire  cette  conftrudion  qu'il  eft  facile  de  rendre  géné- 
rale pour  toutes  les  égalités  du  troifieme  degré. 

Je  fuppofe  que  l'angle  fait  pas  les  Afymptotes  de  l'Hy- 
perbole donnée  fbit  aigu  ,  de  qu'ayant  pris  pour  l'unité 
arbitraire  a  la  racine  de  la  puifiance  de  l'Hyperbole 
donnée ,  on  ait  réduit  f  égalité  donnée  du  troifieme  de- 
gré fous  cette  exprefîîon  x^  —  nxx  —  apx — aaq^i=io. 
Ayant  pris  fur  l'Afymptote ^P  la  partie  ^5  =  2 û,  & 
mené  B  E  parallèle  à  l'autre  Afymptote  A  Q ,  on  cire 
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âu  centre  A  la  perpendiculaire  A  E  (ur  B  E  j  &  ayarK: 
pris  fur  A  Q  la  partie  AL=q  du  côté  de  P  M^  parce 
qu'il  y  a  — aaq  dans  l'égalité  donnée  ,  on  tirera  LK  pa- 
rallèle à  y4i^,  &  qui  rencontre  l'Hyperbole  au  point  K. 
Cela  fait  ,  on  nommera  les  données  3E ,  g;  AE ,  e; 
LK,  f  ;  &  on  prendra  fur  l'Afymptote  A  Q  h  partie 

A  D  =  ^  —  ^(j  =  ~^d  pour  abréger,  &  on  tirera  D  C 

=      '  '^'*-  ^  parallèle  k  A  E  ,  en  obfervanc  de  prendre 

ou  mener  ces  lignes  du  côté  àe  P  M  lorfque  leurs 
valeurs  font  pofitives  &  du  côté  oppofé  lorfqu'elles  font 
négatives.  On  décrira  enfin  du  centre  C  ,  &  du  rayon 
CK,  un  cercle  qui  coupera  les  Hyperboles  oppofées  en 
des  points  AI ,  d'où  ayant  mené  les  droites  MP  paral- 
lèles à  rAfymptote  A  Q  ^  les  parties  ^  P  de  l'autre 
Afymptote  feront  les  racines  de  l'égalité  propofée  x^ 
—  n  X  X  —  ap  X  —  aaç  =  o. 

Car  prolongeant  les  droites  MP ,  KH ,  jufqu'a  ce 
qu'elles  rencontrent  la  ligne  D  C  aufîî  prolongée ,  s'il 
eft  ncceffaire,  aux  points  G,  F  ;  on  aura  (k  caufe  des 
triangles  rectangles  CFK.  CGM)  ces  deux  égalités 

'^^-^Ç^^f=CM_,  &  FK-\~'CF=ZK:  &  par  con- 

féquent  GAI  -+-  CG  =FK  -+-  CF  ,  puifque  les  lignes 
CM,  CK,  font  rayons  d'un  même  cercle.  Or  par  la 
conftrudion   (je  fuppofe  ici  pour  éviter  l'embarras  des 

fignes -i-  & — ,  que  ^  —  '-q  =  -\-d,  c'eft-à-dire,  que 

cette  valeur  eft  pofitive  )    CM  ou   P M-\-  PG==y 

^Lx-^d,  CG  ou  i)G—7JC=^-^-^î"— "^— ^g 

FK  ou   KH-+-HF=q-h-^-r'i-d ,    CF  ou    CD 

■'la  ' 

•^•DF==  — — ^^^-^^' —  -  .  C'eft  pourquoi  mettant  à  la 
place  de  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques  dans  l'éga- 
lité précédente  GM  ■+-  CG  ==FK  -+-  CF  ,  on  en  for- 
mera d'abord  celle-ci   yy-i-^-xy-^idy-h^^^^xx 
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—  nx-^rx-=qq-\-  ^  rq-]-zdq-\-^?-~rr — nr — rr, 
en  s'épargnant  la  peine  d'écrire  de  parc  6c  d'autre  les 
quarrés  de   ^  &  de  ''"~*~''^~'~  g  qyi  f^  détruifenc  mutuelle- 

lement.  Si  l'on  conlidere  à  préfenc  qu'à  caufe  de  l'Hy- 
perbole,  le  redangle  xy  =  rq  ,  <Sc  qu'à  caufe  du  trian- 
gle redangle  AEB  le  quarré  ^aa  =  gg-\-cc ,  on 
changera  l'équation  précédente  en  celle-ci  y  y  -4-  2  dy 
-f-XAT  —  nx  —  rx  =  qq-\-idq  —  nr  ,    dans    laquelle 

mettant  d'abord  à  la  place  de  a  c/  fa  valeur  —  —  ^  »  & 

enfuite  à  la  place  de  j  Sg.  yy  leurs  valeurs  —  &  —,  & 

ordonnant  l'égalité  il  vient 

x^ — nx^  —  ap  XX — aaqx  -\-a^  =  o  y 
—      r-\-nr        -\-apr 
qui  étant  divifé  par  x  —  r,  donne  enfin  x^  —  nxx  —  apx 
—  aaq^=o  ^  qu'il  falloir  conftruire. 

Pour  rendre  cette  conltrudion  générale  il  faut  obfer- 
ver  ,  1°.  de  prendre  la  partie  AL  fur  l'Afympcote  A  Q 
du  côté  oppofé  ^  P M  lorfqu'il  y  ?i  -^aaq  dans  l'éga- 
lité donnée  ;  &  de  changer  de  fignes  les  ttrmes  o\i  q  &.  r 
fe  rencontrent  dans  les  valeurs  de  AD,  JJ  C ,  2*^.  de 
changer  de  fignes  le  terme  où  p  fe  rencontre  dans  la  valeur 
de  A D  lorfqu'il  y  a-hapx  dans  l'égalité  donnée  ,& 
de  l'efFacer  lorfque  ce  terme  y  manque  :  il  faut  faire 
la  même  chofe  à  l'égard  du  terme  où  n  fe  rencontre 
dans  la  valeur  de  D  C ,  lorfqu'il  y  a  -\-nxx.  ^".  De 
changer  de  figne  le  terme  où  g  fe  rencontre  dans  la 
valeur  de  D  C,  lorfque  l'angle  fait  par  les  Afymptotes  eft 
obtus ,  &  de  l'efFacer  lorfqu'il  eft  droit ,  en  obfervanc 
alors  que  e=2a. 

REMARqUE. 

404.  JL'algebre  nous  fournit  des  moyens  faciles 
pour  transformer  toute  égalité  du  quatrième  degré  ,  en 
une  autre  du  même  degré  dont  les  fignes  des  termes 
foienc  alternatifs.    Or  comme  alors   fon  dernier  terme 
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aura  toujours  le  ligne  -4- ,  il  eft  vifible  qu'en  fe  fervant 
de  cette  préparation  lorfque  le  dernier  terme  de  l'égalité 
qu'on  veut  conltruire  a  le  figne  — ,  on  rend  la  méthode 
du  Problême  générale  pour  toutes  fortes  d'égalités  du 
quatrième  degré.  Mais  parce  que  toutes  les  racines  réelles 
d'une  égalité  font  vraies ,  lorfque  les  fignes  de  fes  ter- 
mes font  alternatifs  ;  il  s'enluit  qu'on  n'a  befoin  alors 
que  de  l'Hyperbole  donnée ,  puifque  fon  oppofée  qui  ne 
ferc  que  pour  les  racines  fauffes  devient  inutile. 

PROPOSITION     VII. 

•  Problême, 

405.  Soit  propoféc  à  conjlruirc  Végalité  dufixum6 
degré  x" —  bx*  -t-acx'^-l-  aadx'-f-  a'exx  —  aTx  -+-  a'g=o , 
ou  X* — bx.'-4-cx'*H-dx^-|-exx — fx-f-g=o  (en  fou/en- 
tendant la  ligne  a  ^ui  rend  le  nombre  des  dimcnfions  égal 
dans  chaque  terme,  &  que  l'on  regarde  comme  l'unité); 
par  le  moyen  d'un  cercle  ,  6'  d'un  lieu  du  troifieme  degré. 

Je  prends  pour  le  lieu  du  troifieme  degré  x'^  —  mxx 
>—nx->rq  =  — P^y  i  dans  lequel  les  quantités  m, /z,/?,^, 
que  l'on  regarde  comme  données  ,  fe  doivent  déterminer 
d'une  manière  convenable  pour  fatisfaire  au  Problême; 
ce  que  je  fuis  en  cette  forte  : 
en  quarrant  chaque  membre,  j'ai 

x^  —  2.mx^  —H  mmx*  — |—  vmnx''  -\-  nnxx—  mqx  -\- qq'^^ Pfxxyy  , 
—  in        — |—  2,q  imq 

&  comparant  les  termes  —  imx\—'znqx,  -\-q q  avec 
leur  correfpondans  dans  la  propofée  — bx^,  — fx,  -\-g, 

je  trouve  m='-b,  q  =  \/  g,  n=~-;  &  par  conféquenc 

x^ — 2  772x' — inqx-\-qq  =  x^' — b x"^ — f^-^g-  Si  Ton 
met  à  préfent  à  la  place  de  x* — imx^  —  inq x-\-qq  fa- 
valeur /7/>xxjj  —  mmx'^y  &c.  trouvée  par  le  moyen  de 
1  équation  précédente,  &  à  la  place  de  x'^  —  b x^ — fx 
-i-^  fa  valeur  — ex"* — dx^  ,  trouvée  par  le  moyen 
de  i'égalité  donnée  ,  &  qu'ayant  divifé  par  xx,  on  tranf- 
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pofe  routes  les  quantités  d'un  même  côté ,  on  formera 
cette  équation 

PFjy — rnmxx  —  imnx — nn  =  o  , 
-+-2«  —  2^       -hl'ntj 

-+-C  -^  d       -he 

*Art.  jiS  &  dont  le  lieu  fera  ^  un  cercle  fi  la  quantité  c -h  in — mm 
i^ii'  (qui  multiplie  le  quarré  xx)  eit  poikive,  &.  qu'on  prenne  pp 

=  <:-+-  y h^^  >  ^"^  divifant  par  pp  ,  &  faifant  pour 

abréger  zr= —  oc  j^=  — - — ou — , 

°  pf  pp         ^  PP       ' 

on  aura  jj -h X a:  —  ^^x.^ss^=^o  :  fçavoir  -\-ss  lorf- 

que  xmq  -\-c  furpafTe  nn  i  6c  —  ss ,  lorfqu'il  eft  moindre. 

Pour  conftruire  la  ligne  courbe  qui  eit  le  lieu  de  la 

première  équation  -t' — xx — -ux  -h']  =  — pxy  ,  je  fup- 

pofe  à  l'ordinaire  deux  lignes  droites  inconnues  ôc  indé- 

FïG.  2,14.  terminées  yl  P  (x),  P  t^  (j)  qui  falfent  entr'elles  un 

angle  droit  AP  M  ;  &  je  tire  par  l'origii.e  A  des  x  ,  une 

ligne  droite  indéfinie  A  (^  parallèle  à  P  M ,  fur  laquelle 

ayant  pris  du  côté  de  P M  la  partie  AG-,  êc  du  côté 

oppofé  la  partiç  GB=~  ,  je  mené  du  côté  de  PM  la. 

droite  B  C=m  perpendiculaire  3.  A  Q_-  Cela  fait,  je 
décris  fur  un  plan  féparé  une  Parabole  M  E  M  qui  ait 
pour  paramètre  de  fon  axe  la  ligne  /J=v/f-Hz/z — mm  y  & 
ayant  placé  ce  plan  fur  celui-ci,  enforte  que  l'axe  de  la 
Parabple  fe  ronfonde  avec  la  ligne  AQ^  &c  que  la  Para- 
bole s'étende  vers  le  côté  oppofé  k  PM  j  je  prends  fur 
cet  axe  depuis  (on  origine  Ê  vers  le  dedans  de  la  Para- 
bole la  partie  EF=B  G  =  — .  Je  me  fers  enfin  d'une 

longue  règle  indéfinie  CF  mobile  autour  du  point  fixe 
C,  &  qui  pafTe  toujours  par  le  point  F,  &  la  faifant  tour- 
ner autour  du  point  C  ,  enforte  qu'elle  faffc  glifler  la 
partie  EF  de  l'axe  de  la  Parabole  le  long  de  la  lio[.ia 
^Q.  Je  dis  que  les  deux  interfe^tions  continuelles  Af,  M, 
de  cette  règle  avec  la  Parabole  ME  M  décriront  dans 
ce  mouvement  deux  lignes  courbes  qui  feront  le  li  a 

qu'on 
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^^n^dem.„^e.^Car  par  la  condruftion  ^S  ou  ^G 

P       mp*   ^  par  Ja  propric'cé  de  la  Parabole 

f    kÎT/  ^."'^"^"^  ^^  °"  ^Q  =  x.    Or  les  triangles 
femblabies  ^Ç^,  ^^^^,  donnent  FQ  ou  ^"qJ; 

y  —^pj'  <2M(x)::  JDMonPM~ABly^±___-] 
CD  (m-x).   Donc  en  multipliant  les  exrr^mZ  /^T' 
«moyens,  on  aura  x^~mxx~-nx  T.'l=  '  ^^^ 

çompfe,  de  routes  les  valeurs  ta„f  vrai  s  que  Lffe   de 

é,u':r„:;tï;^i!IT;:HHi  eft  leneu  de  la  féconde 

côcé  de  PM  lorfque  la  valeur  de  /T,!  r  .T  '*" 

coce^oppoft  lorrqu\ne  e«^7tfc;^t^^^ 

decnre  un  cercle  ;^%ur^  .^iVr"  alye^Ji?' 
on  aura  toujours  H  M  =  B  F  ^Jm  ^'1  .  ,.  ' 
juettant  les  valeurs  analytiques  ,  &  tranfpoflt "oLT  S 
terniesduncotéyjH-;(x_3,-j.-:pjiio  '" 

Je  dis  maintenant  que  fi  des  nninr»  M  I' 
rencontre  les  conchjdes  paraboHqu  s^n"""  '"'^' 
pependiculaires  /fQ  Cur  /droite  S.Û"  lo".  1" 
lignes  feront  les  racines  de  l'é<ralite  D-onnfl  >  '  "' 
celles  qui  ton,be„t  i  droit ,  les  "v^  S  f&'^cel  es  outils 
be..  a  gauche  les  fauffcs.  Car  m;na„t  des^aTaEs" 
^  ^  a  ^  (2 ,  on  trouve  par  la  propriété  des  eonchowS 

Te 
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eecre  équation  x'  —  mxx  —  nx-\-q= — P^y  y  c*efl:-à' 
dire  5  en  quarrant  ciiaque  membre  , /?/)Xxyj=  —  x 
—  imx^ ,  &c;  &  par  la  propriété  du  cercle,  cette  autre 
yy-\-  XX —  zrxZ^s  s  =  o ,  laquelle  étant  multipliée  par 
pp  XX  donne  pp  xxyy  =  — pp  x'^-i-ipp  rx^  z^pp  -î-î  xx^ 
Et  comparant  enfemble  ces  deux  valeurs  de  p p xxyy , 
on  formera  une  égalité  dans  laquelle  fi  l'on  met  à  la  place 
de  ir  ,  ss  ,  pp  ,  m,n,  q  ,  leurs  valeurs  ,  on  retrouvera 
l'égalité  propofée  x* — bx\  &c. 

S'il  y  avoit  dans  l'égalité  propofée  — dx^  au  lieu  de 

~\-dx'^y  il  eft  vifible  qu'en  prenant  alors  2r="'""  '  -^ — r 

le  refte  de  la  conftruiftion  ne  changeroit  point ,  puifque  d 
ne  fe  rencontre  que  dans  la  valeur  de  /■.   Et  comme  alors 
tous  les  fîgnes  des  termes  de  l'égalité  propofée  font  alter- 
natifs ;   c'eft  une  maxime  reçue  en  Algèbre  que  toutes- 
fes  racines  réelles  feront  vraies  ;   c'eft-à-dire,  que  £  cette 
égalité  a  deux  racines  réelles  &  quatre  imaginaires,  les 
deux  réelles  feront  vraies  ;  fi  elle  en  a  quatre  réelles  &  deux 
imaginaires,  les  quatre  feront  vraies  ;  &  enfin  fi.  toutes  les 
i\x  font  réelles,  elles  feront  toutes  vraies.  D'où  l'on  voie 
qu'on  n'a  befoin  alors  que  de  la  conchoïde  qui  efl:  décrite 
par  la  moitié  de  la  Parabole  qui  tombe  du  côté  du  point 
fixe  C,  puifque  Tautie  ne  fert  que  pour  les  racines  faufTes. 
S'il  arrivoit  que  la  valeur  du  rayon  du  cercle  fût  nulle 
ou  imaginaire ,  ou  enfin  fi  petite  qu'il  ne  touchât,  ni  ne 
coupât  les  deux  conchoïdes  en  aucun  point  ;  ce  feroic 
une  marque  infaillible   que  toutes  les  racines  de  l'éga- 
lité feroient  imaginaires.   S'il  les  coupoit  en  fix  points  ^ 
toutes  les  racines  feroient  réelles.     Et  enfin  s'il  ne  les 
coupoit  qu'en  quatre  ou  en  deux  ,  il  n'y  auroit  que  quatre 
ou  deux  racines  réelles,  &  les  autres  feroient  imaginaires. 
Il  faut  toujours  prendre  garde  que  fi  le  cercle  touchoin 
l'une  des  conchoïdes  en  quelque  point ,  on  doit  regarder 
ce  point  comme  s'il  réunifibit  deux  points  infiniment  pro- 
ches ,  enforte  que  l'égalité  propofée  auroit  deux  racines 
égales  à  la  perpendiculaire  menée  de  ce  point  (\xv  B  E. 
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Remarque     I. 

40^.  I  L  fuit  de  la  defcription  des  deux  conchoïdes 
paraboliques  ,  i°.  qu'elles  ont  pour  Afymptote  conimune 
Ja  droite  BE  infiniment  prolongée  de  parc  &  d'autre. 
2°.  Qu'une  des  conchoïdes  palîc  par  le  point  fixe  C,  & 
qu'alors  la  règle  CF  la  touchera  en  ce  point  ;  puifque  le 
point  M  fe  réunilTant  au  point  C,  la  règle  pafTe  par  deux 
points  infiniment  proches  de  cette  ligne  courbe.  3".  Que 
Jorfque  le  point  incombe  fur  B ,  la  règle  C  F  qui  décric 
par  les  interfedrions  AI ,  M ,  avec  la  Parabole  les  con- 
-choïdes  ,  tombe  fur  CB  ;  &  qu'ainfi  la  ligne  MF  M  de- 
vient la  double  ordonnée  qui  parc  du  point  F  :  c'eft-à- 
dire  que  la  ligne  CB  rencontre  les  conchoïdes  en  deux 
points  K ,  L  ,  tels  que  B  K  ôc  B  L  font  égales  chacune 
à  l'ordonnée  à  l'axe  de  la  Parabole  qui  part  du  point  F. 
D'où  il  .eft  clair  que  Ci  B  C  étoit  égale  à  cette  ordonnée  , 
Je  point  K  tomberoit  alors  fur  le  point  Cy  &  qu'ainfi  la 
ligne  B  C  qui  .palTeroit  par  deux  points  infiniment  pro- 
ches K  f  C  de  la  conchoïde  la  toucheroic  en  fe  réunifiant 
toute  entière  dans  le  feul  point  C. 

Il  n'eft  pas  néceflaire  de  fe  fervir  de  la  Parabole  MEJM  F 10.  zix^ 
pour  trouver  les  points  des  conchoïdes  ;   car  ayant  pris 
fur  BE  la  partie  BO  égale  au-parametre  de  la  Para- 
;bole  ,  &  décrit  d'un  diamètre  quelconque  Oil  plus  grand 
que  OB  un  cercle  qui  coupe  i^Caux  points  I) ,  D ^  on 
prendra  fur  ce  diamètre  la  partie  B.S  égale  k  E  F^  &  on 
tirera  par  le  point  fixe  C  les  deux  droites  CM,  CM, 
parallèles  à  DS,  DS ,  qui  rencontreront  les  parallèles 
DM,  DM ,  a  E  B  en  des  points  M,  AI,  qui  feront  aux 
deux  conchoïdes.     Car  ayant  prolopgé  CM  jufqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  l'Afymptote  ^^  au  point  i^y  &  mené 
MQ  parallèle  à  .6  C;  il  eft  clair  que  les  triangles  rec- 
tangles AI  QF ,  D  B  S ,  feront  égaux,  &  qu'ainfi  PQ 
eft  égale  a  BS.   Or,  ayant  pris  RS  égale  à  EF.^   on 
zmâ^E F-^ F Q,  on  E  q  =  RS-{-S B  ou  RB  ^  &  la 
Parabole  EM  qui  a  pour  fomnicc  le  point  E ,  &  pour 
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paramètre  une  ligne  égale  a.  B  O  ,  paflera  par  le  poinc 
ikf,-  puifqueparla  propriété  du  cercle  le  quarré  de  B  D^ 
ou  MQ,  eft  égal  au  rcdangle  de  B R  ou  E  Q  par  le 
paramètre  S  O  ,-  ce  que  donne  aufli  le  propriété  de  la 
Parabole.  D'où  il  fuie  que  le  point  M  trouvé  par  cette 
conftruélion  ,  n'elt  pas  différent  de  celui  que  donneroic 
Tinterfedion  de  la  règle  CF  avec  la  demie  Parabole 
£  M.    Et  cejl  ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Si  le  point  D  étoit  donné ,  il  ne  faudroit  pour  avoic 
le  point  K  ,  que  mener  D  R  perpendiculaire  à  O  D  }  & 
le  refte  de  la  conflru^lion  ne  changeroit  point. 

J'avertirai  ici  en  pafTant,  i°.  que  fi  l'on  prend  fur  B  C 
du  côté  du  point  C,  une  partie  B  D  égale  à  la  vraie 
racine  de  l'égalité  du  troifieme  degré  x'' —  -mx^x — '-mnp 
=  0  (  les  AonnéQS  BC=myEF=n,BO=p)\  &  qu'on 
trouve  enfuite  le  point  M  comme  l'on  vient  d'enfeigner  : 
ce  point  fera  plus  éloigné  de  la  droite  B  C  que  tous  les 
autres  points  de  la  portion  K MC ,  de  forte  que  la  tan- 
gente qui  paffe  par  ce  point  fera  parallèle  h  B  C.  2°.  Que 
£1  l'on  prend  fur  B  C  prolongée  de  l'autre  côté  du  poinc 
B ,  une  partie  BD  égale  à  la  vraie  racine  de  l'égalité 
x^ — mnp=^o  ,•  le  point  M  de  la  conchoïde  qui  répond 
au  point -D,  en  fera  le- point  d'inflexion  :  c'eft-à-dire ,  le 
point  où  de  concave  elle  devient  convexe.  Comme  ceci 
dépend  des  principes  que  j'ai  établis  dans  mon  Livre  des 
Infiniment  petits  ,  on  doit  le  fuppofer  comme  vrai ,  & 
remettre  à  en  chercher  la  raifon  après  avoir  lu  ce  Livre 
ou  quelque  chofe  d'équivalent ,  d'autant  plus  que  cela 
eft  inutile  pour  la  réfolution  des  égalités  du  fixiema 
degié  dont  il  efl:  ici  queftion.- 

Remarque     ir. 

407.  Il  eft  vifible  que  pour  décrire  les  deux  con- 
choïdes  paraboliques,  il  faut,  i".  que  la  ligne  B  C  {^  b) 
ait  quelque  grandeur,  &  qti'ainfi  l'égalité  propofée  doit 
avoir  un  fécond  terme.    2".  Que  le  terme  q  ne  peut  être- 
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fful  dans  l'équation  x^ — mxx  —  nx-\-cjT= — pxy  ,  puif- 
qu'en  divifant  par  x ,.  clîe  deviendroic  cette  autre  xx — r/ix 
■ — n==—py,  donc  le  lieu  eft  une  Parabole;  d'où  il  eft 
clair  que  le  dernier  terme  §  fe  doit  trouver  dans  l'égalité 
propofée  avec  le  figne  ■+-  ,  puifque  ç  =  Vg. 

De  plus  fi  le  terme /x  avoit  le  figne -+-,  on  lui  don- 
fieroit  le  figne  —  en  changeant  aufîi  les  fignes  du  deuxième 
&  du  quatrième  terme  ;  ce  qui  ne  troubleroic  point 
l'égalité ,  mais  changeroit  feulement  les  racines  faufîes 
en  vraies  ôc  les  vraies  en  fauffes.  Et  afin  que  le  lieu  de 
la  deuxième  équation  pût  être  un  cercle  ,  il  faudroit  qu& 

^IJHc  (fçavoirH-c  îorfqu'ily  a-i-c:j£%  &  — c  lorfqu'iî 

y  a  —  cx'^y  furpafsât  '-b  b.  D'oii  l'on  voit  que  le  ztrmcfx 
manquant,  il  faut  que  le  terme  cx'^  ait  le  figne -h,  & 

que  c fijrpafTe  '-bb ;  &  que  fi  le  terme  c x'^  manque ,  -^ 

y  ^ 

doit  furpafTer  -  b  b. 

11  efl  donc  évident  que  ce  font  la  les  conditions  que 
doit  avoir  nécefTairement  l'égalité  propofée  du  fixieme' 
degré  ,  afin  qu'on  la  puifTe  conftruire  immédiatement 
par  le  moyen  des  conchoïdes  paraboliques  ,  &  du  cercle  ^j 
comme  l'on  vient  de  faire  la  précédente. 

R   E    M    A    R    Q^    U    E       II  r,- 

408.  Lorsque  l'égalité  donnée  n'eft  que   du   cin-*- 
quieme  degré ,  on  peut  fouvent  en  l'élevant  aU  fixieme  ,. 
lui  donner  en  même  tenis  routes  les  conditions  nécefTaires 
pour  être  conftruite  immédiatement.    En  voici  quelques' 
exemples. 

Soit ,  i^.  x' — a^'b  =  o,  où  l'on  fuppofe  que  a  furpafTe; 
h.  Je  multiplie  cette  égalité  par  x- — b,  pour  avoir  celle' 
du  fixieme  x* — b  x'^—a'^ bx ->r  x"^  bb  =  o ,  qm  a  toutes- 
les  conditions  requifcs  dans  la  remarque  précédente. 

Soit,  2«.  x'-—<<,aax'^-\-<^a'^x  —  a'^b^o,  dans  laquelle- 
a  furpafTe  h.  Je  multiplie  cette  égalité  par  x — b ,  &  j'ai: 
x^ — bx^ — <^aax'^->r'^aabx^-^<^a^xx — Ga'^bx-\^a'^bb:=Oy, 
qui  a  toutes  les  conditions  nécefTaires,' 
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Soit,  3°.  x' — ax'^ — ^^aax^-i-'^a^xx-^^a'^x — a^  =  a. 
Je  multiplie  cette  égalité  par  x  —  4a  ,•  ce  qui  me  donne 
jc*  —  ^ax'-Hi^û'x' — '^aaxx —  i^a^x  -\- ^a^ .=::o  ,  qui 
eft  une  égalité  du  fixieme  degré  ,  dans  laquelle  toutes 
les  conditions  néceffaires  fe  rencontrent. 

II  eft  bon  d'avertir  que  la  première  égalité  x' — a^b=Of 
fert  à  trouver  quatre  moyennes  proportionnelles  entre 
les  deux  extrêmes -^,i^;  que  la  féconde  x* — «jaax^,  &c. 
fert  à  divifer  un  angle  donné  en  cinq  parties  égales  ; 
&  enfin  que  la  troifieme  x',  —  ax'^,ikc.  fert  à  infcrire 
,dans  un  cercle  donné  un  Polygone  régulier  de  onze  côtés: 
&  c'cft  ce  qu'on  verra  dans  les  articles  du  Livre  fuivant. 
Je  vais  donner  la  conftrudion  de  la  première  de  ces 
égalités ,  afin  qu'on  la  puifTe  comparer  avec  celle  qu'on 
trouve  à  la  fin  du  troifiem£  Livre  de  la  Géométrie  de 
M.  Defcartes. 
fîG.  iz6.  Ayant  décrit  une  Parabole  ME  qui  ait  pour  le  para- 
mètre de  fon  axe  une  ligne  p  =\/a  a  —  7  ^  ^  ^  &  pris  du 

côté  que  l'on  voit  dans  la  figure  les  lignes  AG=~ ^ 
GB  ou  EF=4AG,  BC='^b,^H='-^^,  &  une 


ligne  s  =  ~V^ bb  —  aa  ^  ou  —-\/aa — ^bb  y  on  décrira 

d'abord  une  conchoïde  parabolique  CO  M  { comme 
l'on  a  enfeigné  dans  l'article  404.  )  h  l'aide  de  la  Para- 
.bole  ME  ^  &c  d'une  longue  règle  CF  qui  tourne  libre- 
ment autour  du  point  fixe  C,  &  qui  pafTc  toujours  par 
le  point  F ,  pendant  que  la  partie  E  F  de  l'axe  de  !a  Pa- 
rabole glilTe  le  long  de  la  ligne  A  Q^;  &c  enfuitc  un  cer- 
cle du  centre  Hôc  du  rayon  H  M==y  A  H  ^ss ,  fça- 
voir  -ir-ss  lorfque  ^.bb  furpaffe  aa  ,  &  — ^.v  lorfqu'il 
eft  moindre.  Je  dis  que  fi  des  points  O,  Tkf ,  où  ce  cercle 
rencontre  la  conchoïde  ,  on  mené  des  perpendiculaires 
OR,  MP,  ïnrAP;  les  parties  AR,  ^P,  feront  les 
.racines  de  l'égalité^* — ^x^- — a'^  bx-r\-  a-'^bb  =  o.  Cela 
fe  prouve  comme  dans  l'article  404. 
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On   peut  s'épargner  la   peine  de  trouver  une   ligne 

j=— V^Ai'i'  —  aa,  oa~\/aa — d.bb  :  fi  l'on  fait  atten- 

ip         '  '  zp  <  ' 

tion  que  le  cercle  décrie  du  centre  H  ,  doit  couper  la 
conchoïde  C  O  M  en  un  point  O ,  tel  qu'ayant  mené 
OK  perpendiculaire  fur  ^  F ,  on  a  la  partie  AR=b  } 
puifque  l'une  des  racines  de  cette  égalité  efl  x=b.  C'eft 
pourquoi  ayant  pris  fur  AP  \d.  partie  ^  il  =ï=:^ ,  &  tiré 
R  O  perpendiculaire  à  ^P  &  qui  rencontre  en  O  la  con- 
choïde COM;  il  n'y  a  qu'a  décrire  du  centre  H  &c  à\x 
rayon  if  O  un  cercle.  Car  il  la  coupera  en  un  autre  point 
Ivl ,  tel  j  qu'ayant  mené  MF  perpendiculaire  fur  A  F ^ 
la  ligne  A  F  fera  la  plus  grande  des  quatre  moyennes 
proportionnelles  qu'on  demande.  Comme  le  cercle  dé- 
crit du  centre  H  ne  coupe  la  conchoïde  qui  paiTe  par 
le  point  C  qu'en  deux  points  O ,  M ,  &  ne  rencontre 
point  l'autre  ;  il  s'enfuit  que  l'égalité  propofée  x^  —  bx\ 
&;c.  n'a  que  deux  racines  vraies  A  R  ,AF ,  &,  les  quatre 
autres  imaginaires* 

Remarque!  V. 

409.  L/ORSQUE    l'égalité  donnée  du  fixieme  degré, 
n'a  point  les  conditions  néceflaires  pour  être  conftruite 
immédiatement  par  la  méthode  que  l'on  vient  d'expli- 
quer ,  ou  bien  qu'étant  du  cinquième  degré ,  la  remar- 
que précédente  fe  trouve  inutile,  on  pourra  fe  fervir  de 
la   préparation   qu'enfeigne  M.  Defcartes  dans  le  troi- 
fieme  Livre  de  fa  Géométrie.   On  y  trouve  la  manière  de 
transformer  toute  égalité  du  cinquième  &   du  fixieme 
degré  en  une  autre  du  fixieme  ,   dans  laquelle  cous  les 
termes  fe  rencontrent  avec  des  lignes  alternatifs  ,  &  où 
la  quantité  connue  du  troifieme  terme  furpalTe  le  quarré 
de  la  moitié  de  la  quantité  connue  du  fécond  :  ce  qui 
rend  la  conftru<5lion    du  Problême  générale  pour  toutes 
lortes  d'égalités   du  cinquième  ôc  du  fixïeme  degré.    Je 
ne   m'arrêterai  point   ici  à  expliquer  cette  préparation, 
parce  qu'elle  dépend  de  l'Algèbre  pure  dont  je  n'ai  point 
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entrepris  de  parler  ,  &  que  d'ailleurs  je  vais  donner  dans 
la  Propofition  fuivante  une  conftrudion  générale  pour 
toutes  fortes  d'égalités  du  cinquième  &  du  ri;;ietne  de- 
gré ,  qui  ne  fuppofe  point  d'autre  préparation  que  celle 
ide  faire  évanouir  le  fécond  terme. 

PROPOSITION     Vin. 

Problême, 

410.  1  ROUVER  les  racines  de  l'égalité  x'^ — bx"^ — ex* 
-t-dxx  —  fx-4-g=o,  par  le  moyen  d'une  première  ^a^^ 
rahole  cubique  donnée,  &  d'une  SeSion  conique. 
fîG,  aiy.  Soit  aay^^x^  l'équation  dont  le  lieu  eft  la  première 
Parabole  cubique  MaM(AP=  x,  PM=y,  AB^a"). 
Je  mets  dans  l'égalité  propofée  à  la  place  de  x^  fa  valeur 
a'^yy,  à  la  place  de  x'^  fa  valeur  a  a  xy ,  &  à  la  place  de 
X'  fa  valeur  aay  i  ce  qui  la  change  en  cette  équation  du 

fécond  degré  jj— |-xy  — |^  j-+- ^xx--^>:-+-^ 

S  Aru  j i J •  =  0  >  do"*^  ^^  ^^^^  ^ft  "J"^  Ellipfe  *  lorfque  d furpaflTe  ^hby 
c'eft-k-dire ,  lorfque  la  quantité  connue  qui  multiplie  xx 
furpafle  le  quarré  de  la  moitié  de  la  quantité  connue  qui 
multiplie  x*,  comme  je  le  fuppofe  ici.  Et  fî  l'on  veut  que 
ia  ligne  qui  fait  l'office  de  l'unité  dans  l'égalité  propofée, 
&  qui  y  eft  fousentendue ,  foit  égale  au  paramètre  a  de 
ia  Parabole  cubique  donnée  \  cette  équation  fe  changera 

en  celle-ci   y  y xy  —  cj-^--xx— /x-{-a^=o, 

dont  voici  la  conftrudion. 

Ayant  pris  fur  la  droite  indéfinie  AP  la  partie  AB=a, 
on  tirera  parallèlement  à  PJ\d  &  du  même  côté  les  droites 
BE='-b  ,  A D  =  '-c  :  &  on  mènera  par  le  point  A 
la  droite  A  E  (e) ,  &  par  le  point  D  une  parallèle  D  G 
h.  AE  ,  fur  laquelle  on  prendra  du  côté  de  Pikî  la  partie 

parties 


P /anche  2.^  .  fo^  jjâ  ■ 
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parties  CK,  CL,  égales  chacune  à  t==  ^Z s  s -h '-^^qf. 
Cela  fait ,  du  diamètre  L  K  (  2  f  )  qui  aie  pour  paramètre 
une  ligne  i^i-/=^''^~    ',  &  pour  ordonnées  des  droites 

parallèles  à  P  M ,  on  décrira  l'Ellipfe  cherchée. 

Maintenant  fi  des  points  de  rencontre  de  cette  Ellipfe 
avec  la  Parabole  cubique  donnée ,  on  abaiffe  des  lignes 
JHP  qui  fafTent  avec  A  P  l'angle  donné  ou  pris  à  volonté 
APM,  les  parties  AP  de  la  droite  indéfinie  fur  la- 
quelle s'étend  l'indéterminée  x  feront  les  racines  cher- 
chées ,  fçavoir  celles  qui  tombent  du  côté  où  l'on  a  fup- 
pofé  P M  en  fàifant  la  conftrudion,  les  vraies  ;  &  celles 
qui  tombent  du  côté  oppofé ,  les  faufies.  Car  par  la  pro- 

L  j 

priété  de  la  Sedion  conique  il  vient  yy xy — cy-\-  -  xx 

— fx-\-ag  =  o,  &  par  la   propriété   de  la  Parabole 

cubique,  j  =  ^  ;  &  mettant  cette  valeur  à  la  place  de 

y  &  fon  quarré  à  la  place  de  jj  dans  l'équation  précédente, 
on  retrouve  l'égalité  donnée  x* — abx'^ — aacx^^  ôcc.  =  o. 

Remarque     T. 

411.  1  OUTE  égalité  du  cinquième  ou  du  fixiemc 
degré  étant  donnée  ,  fi  l'on  en  fait  évanouir  le  fécond 
terme  ,  &  qu'après  l'avoir  multipliée  par  l'inconnue  x 
lorfqu'elle  n'eft  que  du  cinquième  degré  ,  on  fe  ferve  du 
paramètre  a  de  la  Parabole  cubique  donnée  pour  réduire 
fous  l'expreflion  ab  les  quantités  connues  qui  multi- 
plient X*,  fous  l'expreffion  aac  celles  qui  multiplient 
x^ ,  &c  ;  il  eft  vifible  qu'en  faifant  la  fubfiitution  comme 
ci-deflus  ,  on  transformera  toujours  l'égalité  donnée  en 
un  lieu  du  fécond  degré.  D'où  l'on  voit  qu'ayant  une 
fois  décrit  avec  exactitude  une  Parabole  cubique  qui  ait 
pour  paramètre  une  ligne  quelconque  a  ,  &  dont  l'angle 
APM  que  font  les  appliquées  P  M  avec  le  diamètre 
AP  ,  peut-être  pris  k  volonté  j  on  pourra  toujours  par 

Vu 
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fon  moyen  ,  en  décrivant  de  plus  une  Section  conique 
convenable  ,  réfoudre  toutes  fortes  d'égalités  du  cin- 
quième &  du  fixieme  degré. 

R    E    M    A    R    Q    U    E      I  T.. 

412.  LjORSQu'APRiiS  avoir  fait  évanouir  le  fécond 
terme  d'une  égalité  donnée  du  cinquième  &  du  fixieme 
degré  ,  &  l'avoir  multipliée  par  l'inconnue  x  fi  elle  n'eft 
que  du  cinquième  ;.  la  quantité  connue  qui  multiplie  le 
quarré  xx  eft  pofitive  ,  &  furpafîe  le  quarré  de  la  moitié 
de  celle  qui  multiplie  x"^  :  on  arrivera  toujours  en  fai- 
fanc  la  fubftitution  par  le  moyen  de  a  ay  :=^x^ ,  a.  une 
équation  du  fécond  degré  dont  le  lieu  elt  une  Ellipfe, 
comme  l'on  a  vu  dans  ce  Problênie.  Or  l'on  pourra 
toujours  faire  enforte  que  cette  Ellipfe  devienne  un 
cercle  ,  mais  alors  la  Parabole  cubique  ne  peut  plus  être 
donnée-  Voici  comment  il  s.'y  faudra  prendre. 
*  Art.  578.  Ayant  trouvé  une  ligne  a  ^  dont  le  quarré  de  quarré 
a"^  foit  égal  à  la  quantité  connue  qui  multiplie  x  x  ,  on 
fe  fcrvira  de  cette  ligne  a  pour  réduire  fous  l'exprellion 
a  h  toutes  les  quantités  connues  qui  multiplient  x"" ,  fous- 
l'exprefTion  aac  celles  qui  multiplient  x',  &c;  ce  qui  ré- 
duira l'égalité  donnée  fous  cette  forme  jc^-+-  ahx'^-^r  aacx^' 
~\-a^xx-\-a'^fx-\^a''g=o.  Et  mettant  a^yj^  aaxy  & 
aay  a  la  place  de  x^  ^  x^  èc  x^ ,  on  trouvera  cette  équa- 

tion  du  fécond  degré  jy-t-  -  xy  Hk  c  j  -i-  x  x  ■+-fx  -\-a  g. 

*/3rT.^2:j&  =0,  dont  le  lieu  fera  "^  un  cercle,  fi  l'on  fait  enforte 
3z^.  que  l'angle  ^£5  foit  droit  j  ce  qui  eft  facile  en  cette 

manière.. 
1 1  G.  ziS..      Ayant  pris  fur  la  droite  indéfinie  y4P  la  partie  ^R 
=a ,  on  décrira  de   cette   ligne  comme  diamètre    un 
demi  cercle  AEBy  du  coté  où  l'on  fuppofe  que  P  Ad 

doit  tomber,  lorfqu'il  y  a xy  ,  &  du  côté  oppofé 

îorfqu'il  y  a  -h  -  xy.   On  portera  fur  la  demi  circonfe- 
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rence  de  B  en  E ,  une  ligne  B E:=\b  ;  &  ayant  tiré  AE 
(c),  la  ligne  P  M  doit  être  parallèle  -à  B E ,  &  on  achè- 
vera le  refte  de  la  conftru£tion  comme  pour  rEllipfe , 
qui  deviendra  alors  un  cercle  ;  puifque  l'angle  CGM 
fera  droit,  ôc  qu'à  caufe  du  triangle  reilangle  A E B  û 
vient  ce  =  aa — ~bb  ,  qui  doit  exprimer  la  raifon  du 
diamètre  L  K  k  Ton  paramètre,    La  figure  qui  eft  ici  à 

coté  repréfente  la  conftru(3:ion  de  l'équation  yy—-  -^y 

—  cy-{-xx — fx  —  ag=o  ,  qui  n'eft  différente  de  celle 
du  Problème  qu'en  ce  que  d=a. 

Maintenant  ayant  pris  fur  la  ligne  AB  autant  de  par- 
ties AP ,AP ,  (Sec.  qu'on  voudra ,  &  mené  des  parallèles 
P  Al ,  P IM ,  ôcc.  k  B  E  j  on  prendra  chaque  PM  égale 
à  la  quatrième  proportionnelle  à  fa  correfpondante  AP 
&  la  donnée  AB.  Et  faifant  paffer  une  ligne  courbe 
JVL  A  M  par  tous  les  points  M  ainfi  trouvés,  il  eft  évi- 
dent qu'elle  fera  le  lieu  de  l'équation  x^  =  aay  ,  ôc  par 
conféquent  la  première  Parabole  cubique  qui  par  fss 
points  d'interfedion  M,  M,  avec  le  cercle,  fervira  à 
découvrir  les  racines  AP,  AP ^  de  l'égalité  propofée. 

Remarque      III. 

413.  i^OMME    l'on   a  parlé   fouvent  dans   ce  Livre 
des  Paraboles  de  tous  les  degrés,  &  qu'on  vient  même 
d'employer   la  première  Parabole  cubique  pour  réfou- 
dre  les  égalités  du  cinquième  &c  du  fixieme  degré  ;   je 
crois  qu'il  n'eft  pas  hors  de  propos  d'examiner  les  diffé- 
rentes figures  qu'elles  peuvent  avoir.   Soient  donc  don- 
nées de  pofîtion  deux  lignes  droites  indéfinies  B  C,DE , 
qui  s'entrecoupent  au  point  A,  &  foit  dans  l'angle  B  AU  Fie.  229; 
une  Parabole  ^  Af  de  tel  degré  qu'on  voudra ,  dont  la 
nature  eft  telle  qu'ayant  mené  d'un  de  fes  points  quel- 
conques M  une  parallèle  MP  k  D  E ,  qui  rencontre  B  C 
au  point  P  y  &  ayant  nommé  les  indéterminées  y^P,  x  ; 
P  M,y  ;  la  donnée  yi^,  i  ;  on  ait  toujours  ar«=jn(les 
lettres  m  Ôc  a  marquent  les  expofans  des  puiffances  de 

Vuij 
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X  &cy  qui  peuvent  être  tels  nombres pofitifs entiers  qu'ion 
voudra  ;  &  l'on  fuppofe  feulement  que  m  furpafle  n  ).  Il 
eft  évident,  i".  que  AF  {x)  étant  nulle  ou  zéro,  FM  {y) 
l'eft  auflî ,  &  que  plus  AP  {x)  crok ,  plus  auffi  FM  (  j) 
Art>  117.    augmente  ;&  cela  à  l'infini.  2°.  Que  la  foutangentePT"* 

(  -  X  j  eft  toujours  moindre  que  AP  (x)  ,  puifque  l'on 

fuppofe  ici  que  u  foit  moindre  que  m.  D'où  il  fuit  que  la 
Parabole  A  M  de  tel  degré  qu'elle  puiflb  ê:re  ,  pafTera 
toujours  par  le  point  A  ,*  qu'elle  s'éloignera  de  plus  en 
plus  à  l'infini  de  la  droite  B  C  que  l'on  regarde  comme 
fon  diamètre  ;  &  enfin  qu'elle  tournera  fa  convexité  du 
cbx.é  de  ce  diamètre.  Mais  comme  la  ligne  courbe  A  M 
qui  tombe  dans  l'angle  DAB,  n'eft  qu'une  portion  de 
cette  Parabole ,  il  refte  à  examiner  dans  lequel  des  an- 
gles DAC,  CA  E ,  E  A  B  ,  elle  doit  fc  continuer  ;  & 
pour  cela  il  faut  diftinguer  trois  différens  cas. 

Premier  cas.  Lorfque  l'expofant  m  de  la  puifianee  de 
X  efl:  un  nombre  pair  ,  &  l'expofant  n  de  la  puilfance  de 
y  un  nombre  impair.  La  racir.e  m  de  x^  fera  -t-x  ,  &  k 
racine  n  de  j"  fera  feulement  -f- J  i  car  foit  par  exem- 
ple ,  m=4  &  «  =  3  ,.  il  eft  clair  que  le  quarré  de  quatre 
où  la  puifîànce  quatrième  de  n^x  eft  toujours  x^ ,  & 
qu'il  n'en  efl:  pas  de  même  du  cube  de  ^  J  >  puilque  le 
f  rot  225).  cube  de  -\-y  eft  j',  &  celui  de — y  eft — j^  De-ià  il  eft 
évident  que  A  F  (x)  peut  être  pofirive  &  négative  ,  & 
PiVf  (j),  toujours  pofitive  ;  d'où  l'on  voit  que  la  Para- 
bole A  M  doit  fe  continuer  dans  l'angle  D  u-i  C ,  qui  eft 
à  côté  de  l'angle  -S/:?Z>,  enforte  que  fi  par  un  point  quel- 
conque K  de  la  ligne  AL},  on  tire,  une  parallèle  a  B  C ,. 
e'ie  rencontrera  la  Parabole  M  A  M  en  deux  points 
M ,  M,  qui  feront  également  éloignés  du  point  K.  Telle- 
eft  la  Parabole  ordinaire  qui  eft  le  lieu  de  l'équacioni 
X  x=ay  ,  ou  xx=y  en  faifanc  le  paramètre  a —  i, 
•  Second  cas.  Lorfque  les  expofans  m  &  n  font  des  nom- 
bres impairs.  La  racine  m  de  x'^  fera  feulement -Hx  .  & 
4e  même  la  racine  n  fera  H- j/  mais  parce  que  l'équation- 
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. —  x'"  =  — y"  elt  la  même  que  x'"=j",  ôc  que  la  racine 
m  de —  x'^eft — x .  &  la  racine  n  de — y"  eft — j,*  il  s'en- 
fuit que.  A  P  (x)  peut  être  poficive  &  négative  de  même 
que  FAI  (y) ,  en  obfervant  que  lorfque  À  P  eft  politive, 
PM  l'eft  auffi  ,  &  au  contraire.  D'où  l'on  voit  que  Fig.  ij©; 
la  Parabole  A  M  doit  alors  fe  continuer  dans  l'angle 
CAE  oppofé  au  fommet  à  l'angle  BA  D ,  dans  une  po(i- 
tion  toute  femblable ,  mais  renverfée  ;  enforte  que  pre- 
nant-^P  égale  kAP,  &  menant  PM  qui  fafTe  avec 
AP  l'angle  APM  égale  à  l'angle  AP  M  j  cette  ligne 
P  M  rencontre  la  portion  A  M  qui  tombe  dans  l'angle 
C^  E ,  en  un  point  M  tel  que  P  M  eft  égal  à  P  M.  Telle 
eft  la  première  Parabole  cubique  x'  =aay ,  ou  jc'sj 
en  faifant  a=  i. 

Troifutnz  cas.  Lorfque  l'expofant  m  de  la  puifTance 
de  X  eft  un  nombre  impair,  &  l'expofant  n  de  la  puifTance 
de  y  un  nombre  pair.  La  racine  m  de  x"^  fera  toujours 
-f-x,  &  la  racine  n  de  j"*  fera  ^j  ;  car  foit  par  exem- 
ple, A  AI  une  féconde  Parabole  cubique  qui  eft  le  lieu 
de  l'équation  x^^ayy^  ou  x^  =  yy ,  il  eft  clair  que  la  Fie  i^t» 
racine  cubique  dex'  tft  feulement  -hx,  &  que  celle  de 
y  y  eft  H^/-  D'où  il  fuit  que  la  Parabole  A  M  doit  Ce 
continuer  dans  l'angle  BAE  qui  efl:  à  coté  de  l'angle 
B  A  D  ;  enlorte  que  ft  l'on  mené  par  un  point  quelcon- 
que P  de  la  ligne  AB  une  parallèle  a  DE ,  elle  rencon- 
trera la  Parabole  entière  AI  A  Al  en  deux  points  iM,  AI, 
également  éloignés  du  point  P. 

Or  l'équation  générale  x'"=j«  appartient  toujours  à 
l'un  des  trois  cas  ;  car  fi  m  &c  n  étoient  deux  nombres 
pairs ,  GH  extrayeroit  de  part  ôc  d'autre  la  racine  quarrée, 
autant  de  fois  qu'il  feroit  po/Iible  ;  ce  qui  la  réduiroic 
à  une  équation  dont  l'un  des  expofans  feroit  néceftai- 
rcment  impair.  Et  l'on  peut  toujours  fuppafer  que  m 
furpafie  n  ^  car  s'il  étoit  moindre  ,  6c  qu'on  eût  par  exem-  Fig.  25.2* 
pie  ,  aax  =  j' ,  on  trouveroit  en  rapportant  les  points' 
de  la  Parabole  AAIa.  ceux  de  la  ligne  DE ,  Ôc  nommant 
alors  AK,  x ,  KM ,  y  }  cette  autre  équation  x^  =  aay 
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qui  exprîmeroic  auflî  la  nature  de  la  même  Parabole 
J4M  ,  ôc  dans  laquelle  l'expofanc  de  la  puifTance  de  x  eft 
plus  grand  que  celui  de  la  puifiTance  dey  y  de  forte  qu'on 
pourroic  faire  alors  le  même  raifonnemenc  par  rapport  à 
la  ligne  DE ,  qu'on  vient  de  faire  par  rapport  à  la  ligne 
B  C.  De-là  il  eft  évident  que  toutes  les  Paraboles  de  tel 
degré  qu'elles  puifTent  être  ,  auront  toujours  l'une  des 
trois  ligures  précédentes^ 

PROPOSITION      IX. 

Problême. 

414.  ooiT  propqfée  à  conjlruire  l'égalité  du  huitième 
degré  x^ — bx^-+-cx* — dx*-4-ex'* — fx'-H-gxx — hx-+-l=o, 
dans  laquelle  aucun  terme  ne  manque  ,  par  le  moyen  de 
deux  lieux  géométriques  ;  l'un  du  fécond  degré ,  6"  Vautre 
du  quatrième. 

Ayant  pris  xx'=.ay  pour  le  lieu  du  fécond  degré, 
on  fubftituera  à  la  place  de  x%  x'',  x%  x%  x'*,  x%  &  xXy 
leurs  valeurs  a'*j'*,  a^y^x^a^y^ ,aayyx,aayy,  ayx,ay,Sic 
en  prenant  la  droite  donnée  a  pour  l'unité  ,    on   aura 

cette  autre  équation  y^ xj'-i-cy^ — dxyy-\-aeyy 

.—  afxy-\-aagy — aahx-^a"^  l=o  dont  le  lieu  eft 
du  quatrième  degré ,  &  des  plus  fimples  ;  puifque  l'une 
des  inconnues  x  n'étant  qu'au  premier  degré ,  on  pourra 
en  déterminer  tous  les  points  en  ne  fe  fervant  que  de 
cercles  &  de  lignes  droites. 

Si  l'on  conftruit  à  préfent  la  Parabole  qui  eft  le  lieu 
de  la  première  équation  xx==-ay ,  &  qu'ayant  pris  pour 
y  autant  de  difîérentes  grandeurs  que  l'on  voudra  ,  on 
détermine  les  valeurs  de  x  qui  leur  répondent  dans  la 
féconde  équation  ;  le  lieu  qui  paflera  par  les  extrémités 
de  toutes  les  y ,  &  qui  fera  par  conféquent  celui  de  la 
féconde  équation ,  déterminera  par  le  moyen  des  points 
où  il  rencontre  la  Parabole ,  \çs  valeurs  cherchées  des 
racines  de  l'équation  donnée.  Ce  qui  eft  viftble  ;  puifque 
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mettant  dans  cette  féconde  équation  pour  y  fa  valeur 

— ,  &  pour  les  puifTances  de  y  les  puifTances  de  cette  va- 
leur, CHi  retrouve  l'équation  donnée  x^  —  i'x',&c=Oo 

Corollaire     I. 

41  «5.  C^OMME  l'unité  a   eft  arbitraire,  on  peut  fup- 
pofer  qu'elle  eft  donnée ,  &  qu'ainfl  la  Parabole  qui  eft 
le  lieu  de  la  première  équation  xxc=rtj  eft  donnée.   Or 
il   eft   évident  qu'on  pourra  toujours  par  le  moyen  de 
cette  équation   transformer  toute   égalité   du    feptieme 
ou  huitième  degré  ,  en  une  autre  équation  du  quatrième  , 
dans  laquelle  l'inconnue  x  ne  fe  fe  trouve  qu'au  premier 
degré.  D'où  il  fuie  que  toute  égalité  du  feptieme  ou  du 
huitième  degré  ,  dans   laquelle   ou  tous   les  termes  fe 
rencontrent  ou  feulement  une  partie ,  fe  pourra  toujours- 
conftruire  par  le  moyen  d'une  Parabole  donnée  &  d'un 
lieu  du  quatrième  degré,  dans  lequel  l'une  des  inconnues 
jie  fe  trouvera  qu'au  premier  ;   <Sc  cela  fans  autre  prépa- 
ration que  de  prendre  pour  l'unité  le  paramètre  a  de  la 
Parabole  donnée,   afin   de  réduire   fous  l'exprcîTion  ac 
les  quantités  connues  qui  multiplient  x^^  fous  l'exprefliorï 
aad  celles  qui  multiplient  x',  &c. 

Corollaire     II, 


t 


41^.  On  prouvera  de  même  que  toute  égalité  db 
neuvième  ou  du  dixième  degré  fe  pourra  toujours  conf- 
truire  par  le  moyen  d'une  Parabole  donnée  ,  &  d'un  lieu 
du  cincjuieme  degré  dans  lequel  l'une  des  inconnues  ne  fe 
trouvera  qu'au  premier  degré  :  que  les  égalités  de  l'on-' 
zieme  &  an  douzième  degré  fe  conftruiront  encore  par" 
le  moyen  d'une  Parabole  donnée ,  &  d'un  lieu  du  fixiem©' 
degré  j  &  ainft  de  fuite  pour  les  autres  à  l'infini,- 
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PROPOSITION     X. 

Problême. 

417.  C^ONSTRUiRE  l'égalité  du  neuvième  degré 
x' — bx^H-cx*,  &c  =  o  ,  dans  laquelle  tous  les  termes fc 
rencontrent  excepté  lejecond  ;  par  le  moyen  de  deux  lieux 
géométriques  chacun  du  troifieme  degré. 

Ayant  pris  x^^^auj  pour  l'un  des  lieux  du  troifieme 
degré ,  on  fubftituera  à  la  place  de  x\  x\  jc*,  &c.  leurs 
valeurs  ^*J^  a'^xyy ,  ^'^JJ  ■>  &c,  &  l'on  aura  pour  l'autre 
Iie«  du  troifieme  degré ,  en  prenant  a  pour  l'unité  ; 

j^ xjj-^-£-yy,&c=o  dans  lequel  l'inconnue  x 

ne  peut  monter  qu'au  fécond  degré  ,  puifqu'on  fuppofe 
que  par-tout  où  il  y  a  x^  dans  la  propofée,  on  fubftitue 
à  fa  place  aay. 

Or  il  eft  vifible  que  fi  l'on  conftruit  ce  lieu  avec  la  Para- 
bole cubique,  qui  eft  le  lieu  de  l'autre  équation  xi  =  aay  ,• 
leurs  points  de  rencontre  détermineront  les  racines  de 
l'égalité  donnée. 

Corollaire. 

418.  1  ou  TE  égalité  du  fixieme  ,  du  huitième  ou 
du  neuvième  degré  étant  donnée ,  il  eft  vifible  qu'après 
avoir  fait  évanouir  fon  fécond  terme ,  &  l'avoir  multi- 
pliée par  fa  racine  x  lorfqu'elle  eft  du  huitième  degré  , 
&  par  fon  quarré  xx  lorfqu'elle  n'eft  que  du  feptieme ,  on 
la  transformera  toujours  en  un  lieu  du  troiiieme  degré 
en  fe  fervant  de  l'équation  x^^=aay  dont  le  lieu  eft  une 
Parabole  cubique  donnée,  &  faifant  la  fubftitution  comme 
çi-defl"us  :  de  forte  que  cette  manière  eft  générale  pour 
toutes  les  égalités  du  feptieme  ,  du  huitième  ,  &  du 
neuvième  degré.  On  trouvera  de  même  que  toute  égalité 
du  douzième  degré  dont  le  fécond  terme  eft  évanoui , 
fe  transformera  en  un  lieu  du  quatrième  ,  en  fe  fervant 
cncorç   de  l'équation   x'  =  aaj,'    comme  aufTj  celles 

du 
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du  dixième    &    du    onzième   degré    en    les   élevant    au 
douzième. 

Mais   fi   l'on  propofe  une  égalité    du  feizieme  degré 
dans  laquelle  tous  les  termes  fe  rencontrent ,  ex'cepte   le 
deuxième,  on  trouvera  qu'en  fe  fervant  du  lieu  du  qua- 
trième degré  x'^=^a^y,  on  la  transformera  en  un  lieu 
du  cinquième.  On  trouvera  de  même  qu'une  égalité  du 
vingtième  degré  fe  transformera  en  un  lieu  du  fixicme , 
en  fe  fervant  encore  du  lieu  du  quatrième  degré  x''=û'y,' 
comme  au/Ti  celles  du  dix-feptieme ,  dix-huirieme  &  dix- 
neuvieme  degré  :    que  les  égalités   du  vingt-cinquième 
degré   dans   lefquelles   tous    les   termes  fe  rencontrent , 
excepté  le   deuxième,  fe  transformeront  en  un  lieu  du 
fixieme  degré ,  en  fefervantdu  lieu  du  cinquième  x""  =a^y\ 
comme  auifi  toutes  les  égalités  du  vingc-unienie  ,  vingt- 
troifieme  ,  vingt-quatrième  degré.  Et  l'on  peut  coi^inuer 
cette  recherche  autant  qu'on  voudra. 

Remarque     L 

419.   1  L  eft  a  propos  de  remarquer  que  Ç\  dans  une 
égalité  du  feizieme  degré  non-feulement  le  fécond  terme 
manquoit  ,  mais  le  troifieme  &  le  fixieme  ;   le  lieu  du 
cinquième  degré   lequel   joint  avec   celui  du  quatrième 
X'*  =  ti'y  fert  a  confiruire  l'égalité  fe  transformeroit  en 
un  du  quatrième  ,  &  on  peut  faire  des  remarques  fem- 
blables  fur  les  égalités  des  degrés  plus  élevés.   Mais  quoi- 
qu'il foit  vrai  de  dire  qu'une  égalité  du  feizieme  degré 
dans  laquelle  il  n'y  a  que  le  deuxième  terme  qui  man- 
que ,  ne  fe  peut  transformer  qu'en  un  lieu  du  cinquième , 
Il  l'on  employé  à  cet  effet  le  lieu  du  quatrième  x**  ==■  0}  y 
qui  n'a  que   deux  termes  ;    on  n'en  doit  pas  conclure 
en  général ,  que  les  lieux  les  plus  fimples  pour  réfoudre 
une  équation  complette  du  feizieme  degré ,  doivent  être , 
l'un  du  quatrième  <5c  l'autre  du  cinquième.    Car  au  con- 
traire ,  il  me  paroît  évident  que  fi  l'on  fe  fert  d'un  lieu 
du  quatrième  degré  compofé  de  plufieurs  termes  à  la 

Xx 
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place  de  x''^=-a^y  qui  n'en  a  que  deux  ,  on  pourra  choilîr 
ce  lieu  enfoite  qu'il  fcrvira  à  transformer  l'égalicé  com- 
plet te  du  feizicme  degré  en  un  autre  lieu  du  quatrième. 
En  voici  la  raifon.  Si  l'on  prend  deux  lieux  du  quatrième 
degré  dans  l'un  defquels  l'inconnue  x  monte  au  quatrième 
degré  ,  &  dans  l'autre  l'inconnue  y,  il  eft  confiant  par 
les  règles  de  l'Algèbre,  qu'en  faifant  évanouir  l'inconnuey 
par  le  moyen  de  ces  deux  équations  ,  on  arrivera  à  une 
égalité  dans  laquelle  l'inconnue  x  montera  au  feixieme 
degré.  Or  comme  deux  lieux  du  quatrième  degré  ,  peu- 
vent avoir  enfemblc  plus  de  feize  termes  ,  puifque  chacun- 
en  peut  avoir  quinze  differens ,  il  s'enfuit  qu'ils  peuvent 
contenir  toutes  les  quantités  connues  de  l'égalité  donnée: 
ce  qui  fuffit  pour  faire  voir  la    pofîibilitc   de  condruire 
une  égalité  complette  du  feizieme  degré  par  deux  lignes 
du  quatrième. 

On  doit  de  même  penfer  que  les  deux  lieux  les  plus 
iîmples  pour  conltruire  une  égalité  complette  du  vingtième, 
dix-neuvieme ,  &  dix-fèptieme  degré  ,  feront,  l'un  du 
quatrième  ,  &  l'autre  du  cinquième  ,  parce  que  la  réduite 
de  ces  deux  lieux  montera  au  vingtième  degré,  &.  qu'ils 
pourront  contenir  enfemblc  plus  de  termes  que  la  piopo- 
îee  ,  &  renfermer  par  conféquent  routes  les  quantités 
connues  qui  s'y  rencontrent.  Et  fl  î'inconnue  avoit  zr  , 
^2,  23  ,  24,  ou  z<f  dimenfions  dans  l'égalité  propofée , 
il  fàudroit  deux  lieux  de  cinq  degrés  chacun.  De-lk  on 
forme  la  règle  fuivante  ,  qui  fer':  a  trouver  les  degrés  des 
deux  lieux  qui  peuvent  réfoudre  une  égalité  propofée  j 
en  forte  qu'ils  foient  les  plus  fimples  qu'il  ci\  poiîible. 

Il  fuit  extraire  la  racine  qucirrée  de  la  plus  haute 
dimcnfion  de  l'inconnue.  Si  elle  eft  exafte ,  chacun  des 
deux  lieux  doit  avoir  autant  de  degrés  que  cette  racine 
contient  d'unités  ;  &  fi  elle  ne  l'eft  pas ,  ou  le  refte  eft 
égal ,  ou  moindre  que  la  racine ,  &  alors  l'un  des  lieux 
aura  pour  degré  le  ViOmbre  de  la  racine ,  &c  l'autre  ce 
même  nombre  augmenté  de  l'unité  :  ou  le  refte  eft  plus 
grand  que  la  racine ,  &  alors  chacun  des  deux  lieux  aura 
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pour  degré  le  nombre  de  la  racine  augmenté  de  l'unité. 
Soit  propofé  par  exemple  ,  de  trouver  les  deux  lieux 
Jes  plus  fimples  ,  qui  peuvent  réfoudre  une  égalité,  donc 
]a  plus  haute  dimenfion  de  l'inconnue  foit  do  trente-fept 
degrés.  Comme  la  racine  quarrée  de  37  eft  6  ,  &  que  le 
relie  i  eft  moindre  que  ce  nombre  6 ,  il  faudra  que  l'un 
des  lieux  foit  du  fixieme  degré,  &  l'autre  du  feptieme; 
on  trouvera  la  même  chofe  ,  fi  la  plus  haute  dimei^fion 
eR  38,  39  ,  40,  41  &  42.  Mais  fi  elle  étoit  43  ,  comme 
la  racine  quarrée  de  43  efi:  ^ ,  &  que  le  refte  7  eft  plus 
grand  que  cette  racine  ,  il  faudroit  deux  lieux  qui  full'enc 
chacun  du  feptieme  degré  ;  il  en  eft  de  même  fi  la  plus 
haute  dimeniion  étoït  44,  45  ,  46,  47,  48  &  49. 

5.EMARQUE       II. 

420.  1 L  arrive  quelquefois  qu'on  peut  conftruire 
«ne  égalité  donnée  par  le  moyen  d'une  feule  ôc  môme 
courbe  mife  en  deux  différentes  pofitions  ;  ôc  c'eft  ce 
■qu'on  verra  clairement  dans  cet  exemple. 

Soit  propofée  à  conftruire  l'égalité  du  neuvième  degré 
x^-{-a^x — a^b=o,  dans  laquelle  tous  les  termes  moyens 
manquent  excepté  le  pénultième.  Je  prends  l'équation 
x^=aay  ,  dont  le  lieu  eft  une  Parabole  cubique  M  A  M. 
qui  a  pour  paramètre  la  ligne  droite  donnée  AB  =  ay 
éc  pour  appliquées  des  lignes  droites  P  AI  (y)  qui  font 
avec  les  parties  correfpondantes  A  F  (x)  de  fon  axe  ou 
diamètre  un  angle  pris  à  volonté  AP  M  que  je  fuppofe 
ici  droit  ;  &  en  cubant  chaque  membre,  j'ai  x'=^z''j',- 
ce  qui  change  par  la  iubftitution  l'égalité  propofée  en 
cette  équation y'^-=aah  —  aax y  dont  le  lieu  fe  conitruic 
ainfi. 

Soit  prife  fur  AP  prolongée  du  côté  de  A  la  partie  Fig.  233. 
A  C=o  ;  &  ayant  mené  par  le  point  C  la  droite  indéfinie 
CK  parallèle  z  P  M  ,  foit  décrite  une  autre  Parabole 
cubique  MCJVL  qui  ait  pour  axe  CK,  &  pour  appli- 
quées des  droites  KM  parallèles   k  AP  ,   6c  dont  le 

Xx  ij 
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paramètre  CD  =  a.     Je  dis  qu'elle  fera  le  lieu  requis' 
Car  par  la  conllrudion  MK  ou  CP  =  b—-x,  &  par 

la  propriété  de  la  courbe  CK^^MKxCIJ  ,  c'eft-h- 
dire  en  termes  analytiques  y^  =  aab  —  aax.  Or  il  eft 
évident  ',  1°.  que  fi  des  points  M  où  cette  dernière  Para- 
bole cubique  MC M  rencontre  l'autre  MAM ,  on 
mené  des  parallèles  MP  a  CE  ;  les  parties  AP  expri- 
meront  les   racines  x   de   l'égalité   propofée  x'' -\- a^  x 

. a^b=o.    2°.    Que  les   Paraboles  cubiques  MCM, 

JVLAM,  font  précifcment  les  mêmes  ;  puifque  leurs  pa- 
ramètres ABjCD,  font  égaux,  &  que  les  angles  APMy 
CKM  ,  que  font  leurs  appliquées  avec  leurs  axes  le  font 

aulîi. 

La   fituation  des  deux  Paraboles  cubiques  MAM  y 
MCM,  fait  connoitre  que  l'égalité  propofée  x' -4-^2 '*x 
-_û*^  =  o,   n'a  qu'une  racine  réelle  AP{x),<^\i\  eft 
toujours  vraie  &  moindre  que  AC  {h)\  de  forte  que  les» 
huit  autres  font  imaginaires. 

PROPOSITION    XL 

Problême, 

421.  v><ONSTRUiRE  toutc  égalité  de  tel  degré  g u* elle 
pui[}'c  être ,  par  le  moyen  d'une  ligne  droite  >  &  d'un  lieu 
du  ménic  degré,  duquel  lieu  toutefois  on  puiff'e  déterminer 
tous  les  points  en  n'employant  que  des  Lignes  droites. 

Il  faut  mettre  le  dernier  terme  de  l'égalité  propofée 
tout  feu!  d'un  côté  en  le  rendant  égal  à  tous  les  autres , 
ôc  divifer  enfuite  toute  l'égalité  par  la  ligne  qui  fait 
l'office  de  l'unité,  répétée  autant  de  fois  qu'il  fera  nécef. 
faire  ,  afin  que  chaque  terme  n'exprime  que  des  lignes  : 
comme  fi  Ton  propofoit  x' — hx'^-\-ai,x^—~aadxx-\-a'^ex 

' — a^f=^o  ,  on  auroit  t^^=-z r-+--r  — 1 

J  '  ■y  a*  a^  a'  au  a   » 

TiG.  2J4'  ^^^^  ^-\'it ,  on  prendra  fur  une  ligne  droite  indénnic  AB 
dont  roriij,ine  lixe  foie  au  point  A,  une  partie  quelcon- 
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que  u4P  pour  la  valeur  de  x ,  &  ayant  mené  parallè- 
ment  à  la  ligne  ^4C  donnée  de  pofition  une  droite  PJ\I 

=  r*— ^-+-^  — ^-^7(^^  ^"^  ^^  P^""=  toujours 

faire   ^    en  n'employant  qUe  des  lignes  droites  )  ,  fon  *  Jrt,  jy^. 

extrémité    M  fera   l'un   des   points  d'une  ligne  courbe 

AD  EM^  dont  les  interfcaions  M,  M,  M,  &c.  avec 

une  ligne  droite  KM  menée  parallèlement  kyîB  par 

le  point  K   tel  que  A.  K  =f,  détermineront  des  parties 

KM ,  KM ,  KM ,  &.C.   qui  feront  lés  valeurs  cherchées 

de  l'inconnue  x  dans  l'égalité  donnée. 

Car  menant  les  droites  MP ,  MP ,  MP ,  &c.  parallè- 
les à  y4C ,  ôc  nommant  les  indéterminées -^P,  x  y  PM,y  ; 
on  aura  par  la  propriété  de  la  courbe  ADEM  cette 

équation  PM(j)=^  —  ^-+-^— — -4--qui 

ell  un  lieU  du  cinquième  degré  ;  &  par  la  propriété  de 
la  droite  KM  cette  autre  y-^=f-  Ce  qui,  en  fubftituant 
pour  y  fa  valeur  /',  &  multipliant  par  a*,  donne  l'éga- 
lité même  propofée  x''  —  bx''-\-acx^  —  aadx-^a^cx 

Ces  fortes  de  conftruclions  peuvent  être  très- utiles 
pour  trouver  les  limites  des  égalités.  Suppofons  ,  par 
exemple  ,  qu'on  ait  une  méthode  pour  déterminer  fur 
la  ligne  A  C  les  parties  AF,  A  G ,  telles  que  les  droites 
F D  ,  GE ,  parallèles  h.  AB  touchent  la  courbe  en  des 
points  D ,  Ej  il  eft  clair  i'\  que  fi  A  K  (f)  efl:  moin- 
dre que  AF  èc  plus  grande  que  AG ,  comme  on  le  fup- 
pofe  dans  cette  figure ,  l'égalité  propofée  aura  trois  raci- 
nes vraies  K  M  y  K  M,  K  M ,  ôc  les  deux- autres  imagi- 
naires ;  parce  que  la  figure  de  la  courbe  eft  telle  que 
la  ligne  K  M  la  rencontrera  en  trois  points  ,  &  jamais 
en  davantage.  2°.  Que  fi  A K(f)  cfi:  moindre  que^G, 
la  ligne  k  M  coupera  la  courbe  en  cinq  points;  e'eft-à- 
dire  que  l'égalité  aura  cinq  racines  vraies.  3".  Que  fi. 
Al'^  furpafle  A  F" ,  l'égalité  n'aura  qu'une  racine  vraie., 
&  les  quatre  autres  imaginaires.  4^.  Que  fi  A K=AFy 
l'égalité  aura  trois  racines  vraies ,  dont  il  y  en  aura  deux- 
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égales  entr'elles  ;  fçavoir  FD ,  FD.  t^".  Ec  enfin  que  fî 
A  K=A  G  ,  l'égalité  aura  cinq  racines  vraies  ,  dont  il  y 
en  aura  deux  égales,  fçavoir  G  bi ,  G  E. 

La  môme  ligne  courbe  A  D  E  M  étant  continuée  du 
côté  du  point  A ,  fervira  a  trouver  les  racines  de  l'égalité 
X* — bx'^-\-acx^ — aadxx-\-a}cx-\-a'^f=o ,  qui  ne  diffère 
de  la  précéde.Kc  qu'en  ce  que  le  dernier  terme  a  le  figne 
H-  ;  ce  qui  £iit  voir  qu'on  doit  mener  alors  la  droite  KAi 
:au-deirous  dit  AB  ,  puifque  fon  lieu  doit  être  j= — f* 

R    E    M    A    R    Q^    U    E. 

422.  On  peur  varier  la  conftrudion  précédente  erj 
différentes  manières  ;  car  au  lieu  du  dernier  terme  qu'on 
égale  à  tous  les  autres  ,  on  pourroit  prendre  tel  autre 
des  termes  qu'on  voudroit,  ou  même  deux  quelconques 
qui  fe  fuivent  immédiatement,  ôc  les  divifer  enfuite  d'une 
manière  convenable  ,  afin  que  les  égalant  à  l'incon- 
nue j,  le  lieu  de  l'équation  ne  fûc  que  du  premier  degré. 
Soit  par  exemple,  l'égalité  du  troifieme  degré  x^  —  abx 

— aac=o ;  je  fois  —  -\-c=^  ,  &  j'ai  ces  deux  équa- 
tions x^  =  uay,  &  y=  ^  -\-c  ,   dont  les  lieux  étant 

couftruis  fcparément  donneront  les  racines  de  l'égalité 
propofée.  Voici  comment. 
FiG.  235.  Ayant  pris  à  l'ordinaire  pour  inconnues  &  indéter- 
minées les  deux  droites  AP  (x) ,  P  M  (y)  qui  font  en- 
tr'elles un  angle  quelconque  AP  M,  foit  décrite  une 
première  Parabole  cubique  M  A  M  qui  foit  le  lieu  de 
la  première  équation  x^=:aay.  Soit  menée  par  le  point 
A  origine  des  x  une  ligne  droite  parallèle  à  P  M ,  fur  la- 
quelle foient  prifes  les  ^^vtics  A  C=b ,  A D:=c  du 
côté  où  s'étend  P  M  j  &  ayant  pris  fur  A  P  prolongée 
du  côté  de  A  la  partie  ^jB==  a,  foit  tirée  par  le  point 
J)  une  parallèle  indéfinie  à  B  C.  Je  dis  que  fi  des  points 
J\d  où  elle  rencontre  la  première  Parabole  cubique 
M  A  M,  on  mené  des  parallèles  MP  9.  AC  j   les  cou- 
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pées  A  P  feront  les  racines  de  l'égalité  donnée  x^- — abx 
• — aac=o. 

Car  menant  D  E  parallèle  à  AP ,  les  triangles  fcm- 
blables  BAC,  DEM,  donneront  BA  {a).  AC{h):i 

DE  {x).  EM=^  ^ ,  &  par  conféquent  PM  {y)=~  -hc. 

Or  à  caufe  de  la  première  Parabole  cubique  MAM, 
l'on  aura  x^=^aay.  Si  donc  l'on  mec  h  la  place  dey  fa 

valeur—  -\-c,  on  retrouvera  l'équation  donnée  x' — ab  x 


a 

■  aac=o. 


S'il  y  avoic  ■4-h  dans  l'égalité  donnée,  il  faudroit 
prendre  ^C  du  coté  oppofé  à  P  M,  &  il  en  eft  de 
même  de  ^  D  lorfqu'il  y  a  -h  c  de  forte  que  cette  conf- 
trudion  eft  générale  pour  route  égalité  donnée  du  troi- 
iicme  degré.  Car  il  eft  évident  qu'après  en  avoir  fait  éva- 
nouir le  deuxième  terme  ,  on  peut  toujours  la  réduire- 
fous  l'une  de  ces  formics. 

Il  eft  vifible  qu'on  peut  fe  fervir  d'une  Parabole  cubi-*- 
que  donnée  ,  puifqu'il  n'y  a  qu'à  prendre  l'unité  arbi-- 
Craire  a  égale  à  fon  paramètre. 

PROPOSITION     XXL 

Problème. 

423.  A  PPROCHER  de  plus  en  plus  à  Pinfni  de  lajujis 
vakur  des  racines  de  toute  évalue  du  treizième  &  du  (jua- 
trieme  degré  j  (S'  des  égalités  qui  pajfent  le  quatrième  de^ 
gré  lorfqu'elles  n'ont  que  deux  termes;  en  nefefervant 
que  de  lignes  droites  6'  de  cercles. 

Soit  donnée  l'égalité  du  troifieme  degré  x^ZÇ-iapx 
— aaq  =  o;  jela  multiplie  par  x  pour  l'élever  au  quatrième 
&  tranfpofant  le  terme  aaqx  ,  j'ai  x'^Zj^%apxx=aaqx ^ 
j'ajoute  de  part  &  d'autre  a  app  pour  faire  que  le  pre- 
mier membre  foit  un  quarré  ,  ce  qui  me  donne 
x'^Zi^zapxx-\-aapp  =  aapp-\-àaq X  ,  &  extrayant 
de  part  &  d'autre  la  racine  quarréc,  il  vient  xxZJ^ap 


3^î  Livre     Neuvième. 

:=a\/pp-^xi  tranfpofanc  enfin  g;^,&:  extrayant  de  non» 
veau  la  racine  quarrée,  jetrouve  x=|/ -Ha;; -+-uV//;p4-^y.v. 
le  confidere  à  préfent  que  fi  au  lieu  de  la  julte  valeur 
de  la  racine  vraie  x  ,  je  prends  une  grjndeur  qui  l'ex- 
cède, comme  par  exemple  c-  il  s'enfuit,  i°.que  c^rpafle 
|/_^-  ap-^r-  ay/'p p-^qc.  2°.  Que  V  :^  dp  -+-  ay/pp-^-cjc. 
ferrêncore  plus  grande  que  la  jutte  valeur  de  x.  Cette 
féconde  propofition  eft  vifible  ,  mais  pour  la  première 
elle  fe  prouve  ainfi. 

Si  l'égalité  du  troifieme  degré  a  -^-lapx,  il  eft  clair 

*  Cefiane  c[v^t  c^ -^  za  p  cc*  >  aac]  c ,  d'où  il  vient  en  ajoutant  de 

ainfi    tourné  part  &  d'autre  le  quarré  aapp  ,   &  achevant  le  calcul 

furpaê'  '      comme  ci-defTus , c >  l/-~ a p -^. a^/ fp -^ q c.  Mais  lorf- 
'  •  qu'il  y  a  —  zapx,on  aura  en  tranfpofant  zapx  &c  divi- 

fant  par  x  cette  égalité  xx  =  2^/74-^,  à' oh  il  fuit 
que  fi  l'on  met  dans  ^  pour  x  une  valeur  c  plus  grande 
que  la  racine  vraie  de  l'égalité  x^  —  zapx  —  aaq  =  o» 
la  quantité  zap-^~  ^cïdi  moindre  que  le  quarré  xx 
(puifque^eit  moindre  que^^')  &  a  plus  forte  raifon 

que  le  quarré  ce.  On  aura  donc  cc>  zap^^  ,  & 
multipliant  par  ce,  il  vient  c^  —  zapcc>  aaqc ,  d'oii 
l'on  tire  (  en  opérant  comme  l'on  vient  de  faire  ^ 
c>  V^ap  -+-  a  \/pp-\-qc.  Or  ceci  fuppofé ,  je  forme  cette 
fuite  :  l^±  ap^a  Vpp-\-  qc  ,  V:^ap-^aVpp^qf, 
j/'_4_  ap->ra  %/pp-hq~g'  ^^  '  ^3"^  laquelle  /  exprime  la 
terme  V^  -+-ap-hii  Vpp  -+-  ^^  q"i  '^  précède  immédiate- 
ment,  &  de  même  g  exprime  le  terme  V  ±iap-^-aVpp-^-qf 

il  eft  donc  évident .  par  ce  que  l'on  vient  de  démon- 
trer ,  que  tous  les  termes  de  cette  fuite  feront  plus  grands 
que  la  jufte  valeur  de  la  vraie  racine  x ,  &  qu'ils  en  ap- 
'■  '  procnenc 


t 
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Çrochenc  toujours  de  plus  en  plus.  Je  dis  à  préfcm  que 

n  on  la  continue  à  l'inHni ,  Je  terme  infinitieme  (  s'iu"? 
permis  de  s  exprimer  ainfi)  ou  Je  dernier  terme  de  cette 
luite  ,  fera  precifement  égaJ  à  la  vaJeur  chercliée  de  J'in- 
connue  x    Car  foit  ^  ce  dernier  terme ,  ij  efl  certain  par 

a  nature  de  la  fuite  qu'il  approchera  de  plus  préside 
linconnue_^  que  tous  les_autres  termes,  &  qu'ainfi  le 
terme  K -+-  ap -^ay^pp^ g^  qui  le  fuivroit  immédiate- 
men  ,  sil  nétoit  pas  le  dernier,  ne  peut  être  moindre 
que  lui  ;  puifque  s'il  étoit  moindre  il  approcheroit  de 
plus  près  de  l'mconnue  x  ,  ôc  feroit  par  conféquent  le 
dernier  terme ,  ce  qui  eft  contre  la  fuppofition.  Or  il  ne 
peut  être  plus  grand  ,  car  on  vient  de  démontrer  que 
tous  les  termes  de  la  fuite  vont  en  diminuant.  Il  ftudra 
^^yj^iiiJ^!iJ^!Lfgi'^&  °n   aura  par  conféquent 

^-y    +^P^a^Pp-hçi,  c'eft-à-dire  en  otmtks  in- 
commenlurab^es  .^-^,,^^__,^  ^,^, 

que  ^  =  x.    Ce  qu  \L  fallait  démontra: 

On  prouvera  par  un  raifonnement  femblable,  que  fi 
1  on  prend  une  grandeur  c  plus  petite  que  la  jufte  valeur 
de  X,   tous  les  termes  de  cett^  CW^  ;.^.,.  ;„.  • 


COUS  les  termes  de  cette  fuite  iront  toujours  en 
augmentant  enforte  que  le  dernier  fera  précifément 
égal  a  la  valeur  cherchée  de  x.  Voici  maintenant  com- 
ment on  peut  confiruire  par  Géométrie  cette  fuite  ,  en 
n  employant  que  des  lignes  droites  &  des  cercles 

Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  5Z>     CP    r 
qni  s  entrecoupent  à  angles  droits  au  point  .^,  on  prendra 
fur  lune   délies  les  parties  AB^a.AD^n      du 
niemecatédupoint^lorfqu'ilya  -^zapx,  &  de'pait 
&  d  autre  lorfqu'il  y  ^  —  zapx,  comme  on  le  fuppofe 
dans  ces  deux  figures  ;  &  fur  l'autre  les  parties  AcLg 
:r         /'  '°"J°'^^"s  ^^  part  &  d'autre  de  pointa.   Ayant 
décrit  du  diamètre  CF  un  demi  cercle  qui  coupe  AD 
en  h ,  on  prendra  fur  ^  Cla  partie  A  F  égale  à  AE    & 
on  portera  fur  AD  depuis  le  point  D  vers  le  point  A 
.dans   le  premier   cas,  &  vers   le  côté  oppofé  dans  le 
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fécond ,  la  partie  D  G  égale  a  D  K  On  décrira  enfin  àa 

diamètre  B  G  un  demi  cercle  qui  coupe  AP  en  Ç)  ,  ]& 

à'isquc  yiQ=y  ap-\- a  \/pp-^qc.  Car  à  caufe  du 
demi  cercle  CEP  la  ligne  A  E  ou  AF=\^qc,&c  à  caufe 
du  triangle  redangle  FAD  l'hypothénufe  FD  ouDG 
=y/pp-\-i]c,  (Se  par  conféquenc ^G=:/'-t-v//7/JH-^c, 
&    -i    caufe    du    demi    cercle    B  QG     la   ligne    A  Q 

—  Vap  -+-  a\/pp  -\-qc.  Nommant  à  préfent  AQ  ,/,•  & 
réitérant  la  même  opération  en  fe  fervant  de  ^  Q  au 

lieu  de  ^P,  on  trouvera  A R=V^a p  -h a]/p p -]- qf, 
&  enfuite  par  le  moyen  de  A  R  que  j'appelle  g ,  on  trou- 
vera AS=V^ap'\'a\/pp^qg  en  réïtérérant  encore  la 
même  opération  :  de  forte  que  la  continuant  autant  que 
l'on  voudra,  on  trouvera  des  lignes  AP ,  A  Q,  AR, 
AS,  (Sec  qui  approcheront  de  plus  en  plus  à  l'infini  de 
la  jufte  valeur  de  la  vraie  racine  x  de  l'égalité  propofée 
X3  —  la p X  —  aa  q *=  o. 

Il  eft  à  remarquer  que  l'on  peut  prendre  d'abord  pour 
AP  (c)  telle  grandeur  que  l'on  veut ,  car  fi  cette  gran- 
deur fe  trouve  plus  grande  que  la  racine  x  ,  les  autres 
lignes  AQ,AR  ,AS,  &c.  vont  toujours  en  diminuant; 
&  au  contraire  ii  AP  clt  moindre  que  x,  elles  iront  en< 
augmentant:  de  forte  que  la  vraie  racine  ett  renfermée 
entre  ^P  de  l'une  de  ces  deux  figures  &  AP  de  l'autre, 
AQéi.  AQ,  AR  ôc  AR,  AS  &c  AS.  D'où  fon- 
voit  qu'en  formant  deux  fuites  convergentes ,  dans  l'une 
defquelles  le  premier  terme  foit  plus  grand  que  la  vraie 
racine,  &  dans  l'autre  plus  petit,  l'on  aura  toujours  en 
prenant  les  termes  correfpondans  de  ces  deux  fuites, 
des  limites  entre  lefquelles  fe  doit  trouver  cette  racine; 
de  forte  que  la  différence  de  ces  limites  diminue  de  plus 
en  plus  à  l'infini. 

Si  l'on  demandoit  les  deux  autres  racines  de  l'égalité 
propofée  x^—  i  a  p  x  —  a  a  q  =  o.  Nommante  la  racine 
approchée  que  l'on  vient  de  trouver,   on  la. regardera 
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comme  étant  exatSle  :  c'eft  pourquoi  divifanc  cette  éga- 
lité par  X  —  m,  la  divifion  fe  fera  au  juile  (car  le  refte 
m^ — zapm  —  aaq  =  o  ,  puifqu'on  fuppofe  x  =  m),  ôc 
on  aura  pour  quotient  l'égalité  xx-\-mx-hmm  —  lap 
=  0,  donc  la  réfolution  fournira  les  deuz  racines  qu'on 
demande. 

Toutes  les  égalités  du  troifîeme  degré  peuvent  fc 
réduire  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  deux  formes  •  car  après 
avoir  fait  évanouir  le  fécond  terme,  s'il  y  avoft  -+  aaq 
en  mettant- — '^^'■^Ç,  on  ne  fcroit  que  changer  les  racines 
vraies  en  faufîes  oc  les  fauffes  en  vraies.  D'où  l'on  voit 
que  les  conftruiStions  précédentes  fuffifent  pour  trouver 
les  racines  approchées  de  toute  égalité  donnée  du  troi- 
fîeme degré.  Paflbns  maintenant  au  quatrième. 

Soit  propofée  l'égalité  du  quatrième  degré  x'^ — ^apxx 

—  aaqx  —  a^  r=o  ,    dont   il  faille  trouver  les  racines 

approchées.  Je  cherche  ,  comme  l'on  viens  d'enfeigner, 

les  racines  approchées  de  l'égalité  du   troifieme   degré 

y'—^ppy-^ip'--=o 

.  -\- A^ary-\-%apr 

où  l'on  doit  obferver  d'écrire  — 2p'  lorfqu'il  y  a  dans 
la  propofée -t- 3  «/'ATX  y  — 4a  r  lorfqu'il  y  a -h  ^'ry  & 
enfin — Sapr  lorfque  les  figne?  des  termes  ^apxx  & 
a^  r  font  difFérens.  Je  regarde  enfuite  l'une  de  ces  racines 
approchées  y  comme  étant  exaâe,  &  ayant  trouvé  une 

ligne  T'=v''iJH^2<2/',  fçavoir  -hiap  lorfqu'il  y  a  — ^apxxy 
&. — lap  lorfqu'il  y  a -4-3  ^z/?  XX  y  j'ai  pour  les  quatre 
racines  approchées  de  la  propofée  ,  celles  de  ces  deux 

égalités  du  fécond  degré  xx — vx-h^— —  —  =30 

&    XX -4- VX-+- — "^  H- —  =  o    (en   obfervanc    de 

prendre  — ap  lorfqu'il  y  a  — ^apxx  dans  l'égalité  pro- 
pofée ,  &  H- n/j  lorfque  c'eft  -i-^apxx )  que  l'on  conf- 
truira  aifément  en  n'employant  que  des  cercles  &  des 
lignes  droites.  Tout  ceci  n'efl  qu'une  fuite  de  la  règle 
que  donne  M.  Dcfcartes  dans  le  cioifieme  Livre  de  fa 

Yyij 
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Géométrie  pour  réduire  toute  égalité  du  quatrième  de-^ 
gré  h  une  du  troifieme  ,  de  laquelle  cônnoiflant  une  des 
racines  ,  on  a  les  quatre  de  la  propofée  ;  &  comme  cela 
dépend  de  l'Algèbre  pure,  je  pourrois  le  fuppofer  ici 
comme  démontré.  En  voici  cependant  la  raifon  en  peu 
de  mots. 

On  regarde  l'égalité  du  quatrième  degré  x"» — ^ap  x  x 
. —  a  acj  X  —  a^  r  =  o  f  comme  le  produit  des  deux  planes 
XX  —  vx-^ab  —  ac  =  o  &  xx  -hvx  -irab  -\-ac  =  o  , 
dans  lefquelles  les  lettres  v ,  a  ,  b,  c,  marquent  des  in- 
connues qui  doivent  être  déterminées  dans  la  fuite , 
cnforte  que  le  produit  de  ces  deux  égalités  qui  eft 
—  vvxx  —  2a  CV.V+'''' ^^=o,fbit  en  effet  l'égalité 
même  propofée.  Pour  cela  j^en  cnmpare  les  termes  coj:- 
refpondans ,  &  j'ai  i°.  c=2I.  .<>.  3=^~^.  3°.  ^^^.^ 

= — ar,ou  bb  —  cc-{-ar=o;  c'eft-k-dire  en  mettant 
pour  b  &  pour  c  les  valeurs  que  l'on  vient  de  trouver  & 

ordonnant,  l'égalité  v*— 6d;jv^  ij:^^^^— ^^^  =  0.  Et 

fî  l'on  fait  vv==ay-{-2ap  ,  on  trouvera  parla  fubfli- 
tution  l'égalité  du  troifieme  degré. 

,  -t-  2-/''  .^ 

y  —  3  ppy  -{-»apr  =  o,àQ  laquelle  connoilTant  une  l'acine  j, 

~T~4'^  '■y .    ^  q  q 

on  aura,  en  prenant  la  racine  quarrée  de  ay-hzap^  la 
valeur  de  v,  &  enfuite  celles  de  b  6c  de  c,  lefquelles  étant 
mifcs  dans  les  deux  égalités  planes  que  l'on  a  fuppofées 
d'abord  ,  on  en  formera  deux  autres  dont  le  produit  fera 
l'égalité  même  propofée  ,  ôc  dont  la  réfolution  par  con- 
féquent  fournira  les  quatre  racines  qu'on  demande.  S'^il 
n'étoit  queftion  que  de  trouver  une  racine  vraie  d'une 
égalité  du  quatrième  degré  ,  on  pourroit  la  trouver  im- 
médiatement par  une  fuite  en  cette  forte. 

Soit  x'^-^iapxx — -aacjx  —  a=r=o,  on  trouvera 
en    opérant    de    même    que    pour    le    troifieme    degré 

x=V  -+-ap-\-ay^qx-\-pp-har,  ce  qui  donne,  en 
faifant  pour  abréger /7jy -h  âr»8=:  72/2,  cette  fuite  conver- 
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\rf-^P-^^y^nn-\-^g,  &c  ,  dont  la  conArudion  n'eft 
différence  des  précédentes  qu'en  ce  qu'il  faut  prendre 
AF=n  &  DG=^FE. 

Si  l'on  avoit  x'^-^iapxx  —  aagx -\^ a^r==o ,  on  trou- 

veroic  x  =  ]/^:ap  -(-  ay-^x -hpp —  ar,êc  on  formeroic 
lorlquc  pp  furpafTe  ar  (en  faifant/^p—  «r=  nn)  la  même 
luite  convergente  que  ci  -  deffus.  Mais  il  eft  à  remar- 
que que  lorfqu'il  y  a  -+-iapxx  dans  l'égalité  don- 
née,  il  faut  que  )/çx-hpp  —  ar  furpafTe  p  afin  que 

V  —ap-\-u  )/qx-^pp  —  ar  valeur  de  la  racine  vraie  x 
ne  renferme  point  de  contradidion  ;  ce  qui  donne 
^  ^  7  >  &  par  conféquenc  il  faudra  prendre  c  plus  grande 


ar 


S[pp  efl  moindre  que  ar,  l^on  formera  alors,  en  faifant 
ar--pp=qn,ctz\:Q  fuite  convergente  c, \/^^^J7^^Z^^. 

\^^^P-^a\^'9f~^jir;\/:^ap-^a)/J7ZÎ^^ 
ou  1  on  doit  remarquer  que  lorfqu'il  Ya  —  zapxx  dans 
l'égalité  donnée,  il  fiut  que    x  furpaffe  n  ou  ^^i::^  afin 

que  V  ap^aVq  x  ^pp  —  ar  valeur  de  x  ne  renferme 
pomt  de  contradidion  ,  &  qu'ainfi  on  doit  prendre  c 
plus  grand  que  n. 

Il  peut  arriver  lorfqu'il  y  a  -+- r  dans  l'égalité  don- 
née que  ces  racines  foient  toutes  quatre  imaginaires  ,  & 
alors  on  tombera  infailliblement  dans  quelque  contra- 
didion  en  confîruifant  la  fuite  ;  car  on  n'a  démontré 
qu  elle  eft  convergente  qu'en  fuppofant  qu'il  y  eût  une 
racme  vraie  dans  l'égalité  donnée.  Au  reffe  la  conflrue- 
tion  de  la  dernière  fuite  efl  un  peu  différente  des  autres 
mais  comme  elle  n'efi  pas  plus  difficile  ,  je  ne  m'y  arrê- 
terai pas.  ^ 

Cette  méthode  devient  embarraffée  lorfqu'on  la  veuc 
étendre  ^a  des  égalités  complet  tes  qui  pafTenc  le  quatrie^ 
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me  degré  ;  c'efl:  pourquoi  je  me  contenterai  de  l'appli- 
-quer  à  une  égalité  du  cinquième  degré  qui  n'a  que  deux 
termes  ,  &  qui  fervira  de  méthode  pour  les  autres  plus 
compofécs  qui  n'ont  pareilJement  que  deux  termes. 

Soit  x^ — 11-^17  =  0  ;  multipliant  par  x,  &  tranfpofant  il 
vient  x'^^=a'^  i>  X ,  &  extrayant  la  racine  quarrée  on  aura 
x'^=='aav^hx  ou  x'^  =  aax\/I?x,  ôc  extrayant  de  nou- 
veau deux  fois  de  iuite  la  racine  quarrée  ,  on  trouvera 

enfin  x=V  a\/ x\/bx  j  ce  qui  fournit  cette  fuite  conver- 
gente, c,  V  a\/^Vbc,  V  ay/fy^hf^V  a\/gybg,ôcc,  donc 
voici  la  conftruftion  géométrique. 
fiG.  ij?.  Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  5-D,  CP, 
qui  s'entrecoupent  à  angles  droits  au  point  yi,  on  prendra 
fur  l'une  d'elles  la  partie  A  B  =  a  ,  &  fur  l'autre ,  les 
parties  AC:=b  ,  AP^=Cy  de  part  &  d'autre  du  point 
A.  Du  diamètre  P  C  ayant  décrit  un  demi-cercle  qui 
coupe  BA  prolongée  du  côté  àe  A  en  D  ,  S^  ayant 
pris  fur  ACh  partie  A  P=:AD ,  on  décrira  du  dia- 
mètre PF  un  autre  demi-cercle  qui  coupe  AD  en  E. 
On  décrira  enfin  du  diamètre  B  E  un  troifieme  demi- 
cercle  qui   coupe  AP    en    Q  y  il  eft  vifible  que  AQ 

=z=V  a  y/c  \/b  c.  Nommant  à  préfent  A  Q,  f;  &  réitérant 
la  même  opération  en  fe  fervant  de  y^Q  au  lieu  deAP,  on 

trouvera y^R^K  w/fv^bf,  &  de  même^6'=K  ay/g\'bg. 
Et  les  droites  A  P ,  A  Q,  A  K  ,  &c.  approcheront  de 
plus  en  plus  à  l'infini  de  la  jufire  valeur  de  l'inconnue  x 
de  l'égalité  donnée  x^  —~  a'^  b  =  o.  Cela  fe  prouve 
de  la  même  manière  que  pour  les  égalités  du  troifieme 
degré. 

M.  Bernoulli  célèbre  Profeffeur  des  Mathématiques 
à  Bâle,  eft  l'Auteur  de  ces  fuites.  On  peut  voir  ce  qu'il 
en  dit  dans  les  Ades  de  Leipfic  de  l'année  168^).  page 
4^S- 
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PROPOSITION     XIII. 

Problême. 

424-  Une  portion  dt  ScPuon  conique  étant  donnée  ^ 
trouver  par  f on  moyen  les  racines  d'une  égalité  donnée  du 
troijieme  ou  du  quatrième  degré. 

On  a  vu  dans  le  Problême  précédent  qu'une  égalité 
du  quatrième  degré  étant  donnée  ,  on  en  peut  toujours 
trouver  une  du  troifieme  ,   de  laquelle  connoifTanr  une 
racine  on  a  les  quatre  de  la  propofée  ;  en  ne  fe  fervanc 
que  de  lignes  droites ,  &  de   cercles.    On  fçait  de  plus 
que  toute    égalité   du    troifieme  degré  fe  peut  réduire 
fous  cette  forme  x^  I^xapx  —  aaq  —0  ,  dont  l'une  des 
racines  eft  vraie,  &c  les  deux  autres  ou  fauffes  ou  imao-i.. 
naires.  Cela  pofé;  foit  x'-4-  zapx — aaq^=^o ,  dont  il  faille  ] 
trouver  les  racines,  par  le  moyen  de  la  portion  donnée 
B  D  d'une  Parabole,  qui  a  pour  axe  la  ligne  CH  donc 
l'origine  eft  au  point  C  Ties  points  B ,  D,  extrémités  de 
la    portion    donnée    ayant    mené    les    perpendiculaires 
B  G,  D  H ,   fur  l'axe,  il  eft   manifefte  que  fi  la   vraie 
racine  étoit  plus  grande  que  B  G ,  ôc  moindre  que  DHy> 
le  cercle  décrit  du  centre  E ,  trouvé  comme  l'on  a  en- 
feigné  à  la  fin  de  l'article  387.  pour  les  égalités  qui  n'ont 
point  de  fécond  terme,  &  du  rayon  E  C,  couperoic  in-- 
failliblement  la  portion  B  D  en  quelque  point  -Af  ;  d'où 
menant  la  perpendiculaire  MQ^  fur  l'axe,  cette  ligne- 
MQ^  en  feroic  la  vraie  racine.  Il  eft  donc  queftion  lorf-- 
que  ce  cercle  ne  coupe  point  la  portion  B  D ,  de  tranf^ 
former  cette  égalité  en  une  autre  dont  la  vraie  racine 
foit  renfermée  entre  les  limites  B  G ,  DH.  Pour  le  faire  , 
je  nomme  les  données  BG,fi  DH,gî  &  je  fuppofe 
que  l'on  ait  deux  limites  m,n,  entre  lefquelies  la  vraie 
racine  x  foie  refterrée  (m  eft  moindre  que  /z,  6c  f  moindre 
que  g).  Ce  qui  donne  x  plus  grand  que  m  ôc  moindre 
que  n,   ôc  multipliant  chaque  terme  par  f  &.  divifans- 
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parnz,  il  vient —  plus  grand  que /&  moindre  que—.  Si 
l'on  fait  a  préfenc  {  =  ^  >  ^  qu'on  mette  dans  l'égalité 
x'^l+^zap X  —  aaq=o  ,  kla  place  de  x  fa  valeur  —  ,  on 

la  transformera  en   celle-ci  ^'-f.— — 7-=o,  qui 

aura  fa  vraie  racine  {==  —  plus  grande  que  f  &  moindre 
que  -"^ .    D'où  il   fuie  que  fi  les  limites  m ,  n ,  étoient 

telles  que -^  fût  égale  ou  moindre  que  g,  il  n'y  auroic 

qu'à  conftruire  cette  dernière  égalité  félon  l'article  387. 
pour  avoir  fa  vraie  racine  Af  Q  (  ^)  par  le  moyen  de  la 
portion  donnée  B  C.  De-là  on  tire  la  conftrudion  fui- 
vante. 

On  fera  par  le  Problême  précédent  deux  fuites  con- 
vergentes qui  approcheront   l'une   en   delîus  &  l'autre 
en  deffous  de  la  vraie  racine    x    de    l'égalité    donnée  . 
x^^zapx — ■aaq  =  o.   On  choifira  deux  termes  corref- 
pondans  dans  ces  deux  fuites  m\,  n ,  qui  foient  tels  que 

—  foit  égale  ou  moindre  que  g  :  ce  qui  fe  pourra  tou* 

jours  faire,  puifque/'eft  moindre  que  g,  &  que  la  diffé- 
rence qui  e(t  entre  m  6c  n  diminue  continuellement  à 
l'infini.    Cela  fait ,  on  transformera  l'égalité  donnée  en 

une  autre  ?'-!-——?■  —  — ^  =  0,  donc  l'inconnue  fera 

i  mm.    i  m' 

^=^',  &  en  la  conflruifant  félon  la  fin  de   l'article 

387.  le  cercle  coupera  infailliblement  la  portion  don- 
née B  C  en  un  point  M.  i  duquel  ayant  mené  fur  l'axe 
la  perpendiculaire  M  Q ,  elle  fera  la  vraie  racine  {    de 

cette  féconde  égalité:  &  faifant  enfuite  x  =  'y  ,  cette 

ligne  X  fera  la  vraie  racine  de  l'égalité  x^Z^iap x 
~  a  a  q  =p. 

Si  l'on  veut  trouver  les  deux  autres  racines  de  cette 
égalité  lorfqu'ellej  ne  font  pas  imaginaires  ;  il  n'y  a  qu'à 

h 
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;ïa  divifer  par  l'inconnue  x  moins  celle  que  l'on  vient 
de  découvrir  pour  l'abaiiTer  à  ujie  du  fécond  degré  , 
dont  on  découvrira  les  deux  racines  par  le  moyen  d'un 
.cercle,  en  fe  fcrvant  de  l'article  380. 

Tout  ceci  eft  trop  évident  pour  m'y  arrêter  davan- 
tage je  remarquera  feulement  que  fi  la  portion  don- 
nee^Z)  étoit  d'une  Ellipfe  ou  d'une  Hyperbole,  il 
faudroit  fe  fervir  de  l'article  398.  ou  403.  &  que  toute 
ia  diHicuIte  fe  réduirojt  à  transformer  l'égalité  donnée 
en  une  autre  ,  dont  la  vraie  racine  eut  des  Hmites  don- 
nées :  &  c  dï  ce  que  l'on  feroic  comme  dans  la  Para- 
pole. 


Zz 
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LIVRE     DIXIEME. 

Des  Prohlêmes  détermines, 

PROPOSITION   GÉNÉRALE. 

42'^.   Un  Prohléme  de  Géométrie  détermine  étant pro-^ 
pojc  ,  en  trouver  la  folution. 

On  regardera  d'abord  le  Problême   propofé   comme 
s'il  écoit  réfolu ,  &  on  tirera  les  lignes  que  l'on  jugera 
les  plus  propres  pour  faire  connoître   ce  qui    n'eft  que 
fuppofé.   On  nommera  enfuite  routes  ces  lignes  (qui  font 
pour  l'ordinaire  des  triangles  redangles  ou  femblables  ) 
par  des  lettres  de  l'Alphabet,  fçavoir  les  lignes  qui  font 
connues  par  les  premières  lettres  ,  &  les  lignes  inconnues 
par  les  dernières  lettres  ;  &  on  parcourra  toutes  les  condi- 
tions du  Problême ,  en  comparant  ces  lignes  entr'elles  dans 
l'ordre  le  plus  fimple  &  le  pins  naturel  qu'il  fera  pofîible: 
ce  qui  doit  fervir  à  former  autant  de  différentes  égalités 
qu'il   y   a  d'inconnues.    On   employera  enfin  les  règles 
ordinaires   de   l'Algèbre   pour    réduire    ces    différentes 
égalités  k  une  feule  dans  laquelle  il  ne  fe  trouve  plus  qu'une 
inconnue  ,  &  pour  l'abaiflèr  s'il  fe  peut  à  un  moindre 
degré  ;   &  l'ayant  réfolue  par  les  règles  prefcrites  dans 
le  Livre  précédent,  on  en  tirera  la  folution  cherchée  du 
Problême.  Ceci  s'éclaircira  parfaitement  par  les  exemples 
qui  fuivenc. 

E  X   E    M   p   L   E      I. 

F  I  e.  240.  426.  JL/A  ligne  droite  AB  étant  donnée  ,  trouvée 
hors  de  cette  ligne  le  point  C  tel  qu'ayant  mené  les 
droites  A  C,  CB  y  i  *^.  La  fomme  de  leurs  quarrés  foit  au 
triangle  ^C5  en  la  raifort  donnée  de  fhg,  2".  L'angle 
A  C  B  qu'elles  comprennent  foie  égal  à  l'angle  donné 
.     GDIL 
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Je  fuppofe  que  le  point  Cfoit  celui  qu'on  cherche  ,  & 
je  mené  CH  perpendiculaire  Cur  yi  B  que  je  divife  par 
le  milieu  au  point  E.  Je  nomme  la  donnée  ^-É"  ou  EB,  a, 
&c  les  inconnues  EH,x;  HC,y;  &  \'di\AH  =  a  —  x, 
B H=a-i-x.    Donc  à   caufe   des    triangles    redangles 

AH C,  B  H C,  les  quarrés  des  hypothénufes  AC  =aLi 
■ — iax-\-xx-+-yy,  &  BC  =aa-\-iax -^ xx -hyy  i 
&  par  conféquent  AC  -{-  B  C  =  iaa->r  ixx-^iyy. 
Or  puifqu^  le  triangle  ACB  =  AE  x  CH  (ay) ,  il  s'en- 
fuit par  la  première  condition  du  Problême  que  zaa 
-\-ix  X  -{-  lyy.  ay  ::/.'  g;  ce  qui  donne  en  multipliant 
les  extrêmes  &  les  moyens ,  &  divifant  par  zg,  cette  équa- 

tion  ^a-4-.rx-f-yj=— y  =  2my  en  prenant  (pour 

ôter  les  fraclions  )  une  ligne  ot=  —  , 

Il  refte  maintenant  à  accomplir  la  féconde  condition , 
fçavoir  que  l'angle  ^C5  foit  égal  à  l'angle  donné  GDK. 
Pour  y  réufîir  ,  je  mené  d'un  point  G  pris  a  difcrétion 
dans  la  droite  GZ),  la  perpendiculaire  G  F  fur  le  côté 
DK,  prolongje  ,  s'il  eît  néceflaire ,  &  du  point  A  la 
perpendiculaire  A  L  fur  le  côté  B  C  prolongé  aufli  ,  s'il 
£{t  nécelTaire ,  atin  d'avoir  deux  triangles  reûangles 
femblables  ACL,  GDF,  dont  l'un  G  U F  cft  donné. 
Cela  fait,  je  nomme  les  données  DF,  b  y  FG ,  c/  &  fai- 
fant,  pour  abréger,  B  C=n  ,  je  trouve  à  caufe  des  trian- 
gles redtangles  femblables  B  CH,  BAL,  ces  propor- 
tions 5  C  (/z).    CH  {y):'.BA{za).AL=^-^.    Et 

BC{n).  BH(a-^x)  ::  BA{ia).  BL='^^'t,  Et 

par  conféquent  CL  ou  BL — .i?C=^^^-^— — — ,    Donc 

puifque  l'angle  ACL  doit  être  égal  k  l'angle  GDF,  il 

faut  que  CL  (iiif±^^- -).  ^L  Q^)  :  :  DF{I>).  FG(cyi 

d'où  l'on  tire  en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens 
laaC'+'za  ex  —  cnn  =  ial>y ,  c'elt  à-dire  ,  en  mettant 
pour  nn  [a  valeur  au -i- 2ax-\-xx-^yy ,  cette  féconde 

Zzij 
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é^umonacic- — cxx  —  cyy=^iaby  qui  renferme  la- 
féconde  condition  du  Problême. 

Comme  l'on  a  trouvé  autant  d'égalités  qu'il  y  avoit 
d'inconnues  ,  &  que  l'on  a  fatisfait  a  toutes  les  condi- 
tions du  Problême  j  il  ne  faut  plus  que  fe  fcrvir  des 
règles  ordinaires  de  l'Algèbre  ,  pour  réduire  ces  égalités 
à  une  feule  qui  ne  renferme  qu'une  inconnue  y  ou  x  :  &c 
c'eft  ce  qu'on  peut  faire  en  cette  forte.  J'ai  pour  première 
équation    aa-+-  x  x  -{-yy  =  imy  ,    ôc  pour  féconde, 

ciac  —  cxx — cyy=^zaby  ou  aa — xx — yy:==—-^y  e'eft 

pourquoi  ajoutant  enfemble  d'une  parc  les  deux  premiers 
membres ,  &  de  l'autre  les  deux  féconds ,  je  trouve  zaa 

1:=  — -  -h  2  my ,  d  ou  je  tire  y=  ;;^zr>cn  prenant  /  =  y 

Et  mettant  cette  valeur  à  la  place  de  j  &  fon  quarré  k  la 
place  de  y  y  dans  l'une  ou  l'autre' dés  équations  précé- 

,  •  aamm—aaif — a*  n  aVmm — ff — aa 

dentés,  je  trouve  xx=i= — ~r- — ^jr—^ôc  x  =  — ---7 —  ; 

d'où  je  connois  que  fi  m  m  étoit  moindre  que  aa-^^ffle 
Problême  feroit  impolTible.  En  voici  la  conftrudion. 
Ï!««  241.  Par  le  point  E  milieu  de  AB  ayant  tiré  une  perpen- 
diculaire indéfinie  O N  k  AB  ,-  on  mènera  par  le  point 
A  la  ligne  A  M  qui  hïïc  zvec  AB  l'angle  EAM  égal 
h  l'angle  DGF  qui  eft  donné.  Du  point  M  où  cette 
ligne  rencontre  la  perpendiculaire  ON ,  comme  centre, 
&  du  rayon  MA ,  on  décrira  un  arc  de  cercle  A  CBi 
On  prendra  enfuite  fur  JE  M  prolongée  du  côté  de  M 
la  partie  MN=mf  &  ayant  joint  NA,  on  lui  mènera 
la  perpendicufaire  AO  qui  rencontre  NO  au  point  O, 
par  lequel  oi>  tirera  une  parallèle  k  AB.  Je  dis  que  cette 
parallèle  rencontrera  l'arc  de  cercle-  ACB  au  point 
cherché  C. 

Car  ayant  mené  CH  perpendiculaire  fur  AB ,  il  eft 

clair  que  CH=EO=~^^,  puifqu'à  caufe  des  trian- 
gles reftangles  femblables  N£A,AEO,i\  vient  NE 
im-^f).  AE  (4::  AE  {a).  E  0==-^^^.  De  plus  k 
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caufe  du  cercle  CM^A~M=aa-+-ff-i  &c  partan.^ 
puifque  iTfO=/-f- -^1^.,  il  s'enfuit  à  caufe  du  triangle 
redangle  MCO   que    CÔ'  ou  Ê'n\xx)  =  aa-\-ff 

^' Z^J'L Il _    aamm—aaf—a'^      ^  . 

R    E    M    A"  R     Q    tf    E. 

427.  Lors  qu'a  PRÈS  avoir  fatisfait  à  toutes  l'e^ 
quelbons  d'un  Problème,  on  eÛ  arrivé  à  deux  équa-' 
rions  qui  renferment  chacune  les  deux  mêmes  incon-' 
nues;  il  n'cft  pas  nécefTaire ,  fi  l'on  veut,  de  les  réduire 
a  une  feule  qui  ne  renferme  plus  qu'une  inconnue, comme' 
il  eli  prefcrit  dans  la  propofitiori  générale  :  mais  l'on 
peut  reloudre  le  Problême,  en  conrtruifant  féparément 
les  lieux  de  ces  deux  équations ,  car  leurs  points  d'inter- 
ledtion  fervirom  à  trouver  les  valeurs  de  ces  deux  incon- 
nues. C'eft  ce  qui  fe  voit  clairement  dans  cet"  exemple, 
ou  1  on  a  pris  pour  inconnues  les  droites  E  H  (x) ,  HC 
(  J)  qui  fbnt  entr'elJes  un  angle  droit  EHCi  &  où  après 
avoir  fati,fait  aux  conditions  requifls ,  on  eft  arrivé 
a  ces  doix  équations  aa-^^xx  -^yy  =  ^^y^  &  aa—xx 
77JJ-— 2/j;  car  les  cercles  qui  en  font  les  lieux  étant 
deciits  féparément  donneront  par  leurs'  interférions 
des  points  qui  fati^feront  :  voici  comment. 

Ayant  décrit  cofnme  dans  la  première  conflruftion 
lare  de  cercle  ACB,  on  décrira  du  centre  A,  &  du 
rayoïi  AP=m,  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  per- 
pendiculaire EMcn  P.  On  prendra  fur  cette  perpendi^ 
culaire  la  partie  E Q^m  du  côté  de  l'arc  ACB  & 
on  décrira  du  centre  Q  &  du  rayon  Q.C==Ep'.  uri 
cercle  qui  coupera  l'arc  ACB  en  des' points  c'qui 
latisteront.  ^ 

Car  à  caufe  dèce^efnier  cercle  on  aura  ^  C'  ou   F?' 

^?a^~.''''}~^^^'^'^—^'^y-^y  y)'ô'c\x  xY- 

c  eit-a-dire  la  première  équation  aa  n-  xx-hyj^zmy^' 
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&  à  caufe  de  l'autre  cercle  A  CB  il  vient  MC  ou  MA 

(^-H.  a  a)  =  MO  (ff^  zfy  -H  y  y)  H-  OC\xx) ,  c'eft- 
à-dirc,  la  féconde  équation  aa  —  xx  —  yy  =  xfy.  D'où 
il  fuit  que  le  point  cherché  C  fe  doit  trouver  en  même 
temps  fur  ces  deux  cercles  ,  c'eft-à-dire ,  qu'il  doit  fe  con- 
1        fondre  avec  leurs  points  d'interfe^tion. 

Il  eft  vifible  qu'il  y  a  deux  difFérens  points  C  qui  fatis- 
font  à  la  queftion  ,  lorfque  ces  deux  cercles  fe  coupent 
en  deux  points  comme  dans  cette  figure  ;  qu'il  n'y  en  a 
qu'un ,  lorfqu'ils  fe  touchent  ;  &  qu'enfin  il  n'y  en  peut 
avoir  aucun  ,  lorfqu'ils  ne  fe  coupent  ni  ne  fe  touchent. 

Il  faut  bien  prendre  garde  qu'en  réfolvant  un  Pro- 
blême par  le  moyen  de  deux  lieux,  on  ne  tombe  pas  dans 
une  conftrutilion  plus  compofée  ,  que  fi  étant  arrivé  a  une 
icule  égalité  qui  ne  renferme  qu'une  inconnue  x  ,  on  l'eût 
conftruite  félon  les  règles  du  Livre  précédent.  Je  m'ex^ 
plique  :  qu'il  faille ,  par  exemple ,  réfoudre  un  Problême 
(c'efl  le  troifieme  exemple  qui  fera  propofé  )  dont  les 
conditions  foient  renfermées   dans  ces   deux  équations 

j=^— ^^  ,  &  -^yy=^aa-^xx  ;  fi  l'on  fe  fervoit  des 

lieux  de  ces  deux  équations  ,    il  efl  clair  qu'il  faudroit 

*  An.  loG.    mener  une  ligne  droite  ^  qui  feroit  le  lieu  de  la  première 

^Art.iioà  équation  ,    &  décrire   une  Hyperbole    ^    qui  feroit  le 

Jji-  lieu  delà  féconde,  pour  avoir  par  leurs  interférions  les 

valeurs  des  deux  inconnues  jc   &  y.     Mais  parce  qu'en 

réunifTant  cts  deux  équations  en  une  feule ,  on  trouve 

l'égalité  du  fécond  degré  xx ~—ff^  H-  ~ — ^^    =  o  , 

qui  fe  confirait  en  n'employant  que  des  lignes  droites  & 
des  cercles  ;  ce  feroit  une  faute  eonfidérable  de  fe  fervjr 
d'une  Hyperbole. 

Exemple     II. 

FiG.  144.  428.  Le  quarré  ABCD  étant  donné  ;  il  faut  mener 

d'un  de  fes  angles  A  la  ligne  droite  AE ,  enforte  que  fk 
partie  F E  comprife  entre  les  côtés  BC^  CD ,  oppolcs  h 
,ceE  angle  foie  égale  k  une  ligne  donnée  b. 
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Je  fuppofe  que  le  point  E  pris  fur  le  côté  T^Cprolongé,- 
foic  tel  que  la  partie  F  E  de  la  ligne  A  E  foit  égale  à  b, 
e'elt-à-dire  que  je  fuppofe  la  queftion  réfolue  ;  &  je 
nomme  la  donnée  ^B  ou  ^  L)  on  D  C  ou  CB,a; 
l'inconnue  DE }  x.  Cela  fait,  les  triangles  femblables 
EDA,  ECF,  donnent  ED{x).  DA  (a)::  EC(x—a). 

CF=  ^^^—^^- ,  &  le  triangle  reélangle  E  CF  donne  F  E 
±=h  C  -\-  Lr  ==^x  X  —  zax  -^  aa-\- — —  . 

XX  • 

Mais  puifque  par  la  condition   du  Problême  FE  doit 
être  égale  h  3 ,  on  aura  xx —  lax  -\-aa-\-  — 


XX 


=  bh  ,  ou  x'* — ià^x-\-zaaxx  —  bbxx  —  2a^v -+- a"*  =  o. 
D'où  l'on  voit  que  la  réfolution  de  cette  égalité  doit 
fournir  pour  JJ  E  (x) ,  une  valeur  telle  que  menant  la 
droite^ ii,  fa  partie  FE  comprife  entre  les  côtés  CB  f 
D  C  ,  foit  égale  à  la  donnée  b. 

L'égalité  que   l'on    vient  de  trouver  étant  du  qua- 
fricme  degré  ,  il  faudroit  employer  pour  la  réfoudre  une 
Se£iion  Conique.    C'eft  pourquoi  je  dois  chercher  aupa- 
ravant par  les  règles  que  fournit  l'Algèbre  ,   fi  elle  ne 
fe  peut  point  abailîer  à  un  degré  plus  limplc,  &  je  trouve 
en  effet  que  fi  l'on  prend  cc=aa-\-bb  ,  elle  fera  le 
produit  (des  deux  égalités  xx-\-aa  —  ax  —  cx  =  o,  & 
pcx  -+-  aa  —  cîx  -h  c.Y  =  0 ,  qui  font  chacune  du  fécond 
degré  ;    de   forte   que  pour  avoir  les  quatre  racines  de 
l'égalité  du  quatrième  degré  x'^ — zax^^écc,  il  ne  faut  que 
trouver  les  racines  de  chacune  de  ces  deux  égalités.  Je 
ne  m'arrête  point  à  chercher  les  .racines  de  l'égalité  x  x 
-\-aa  —  ax -i-cx  =  o  y  parce  que  c  furpaffant  a  ,  la  dif- 
pofition  des  fignes  me  fait  connoître  qu'elles  font  toutes 
deux  faulTes  :  mais  je  trouve  celles  de  l'autre  égalité  xx 
-\-aa  — ax  —  cx=:o ,   que  je  connois  être  toutes  deux 
vraies  ,  de  la  manière  qui  fuit. 

Soie  prife  fur  le  côté  AB  prolongé  la  partie  BG=c, 
&  foit  décrit  du  diamètre -<4  G  un  demi-cercle  qui  coupe 
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en  E  le  coté  D  C  prolongé.    Je  dis  que  ce  point  fera 
jL'elui  qu'on  cherche. 

Car  .nommant  DE,x;  &  menant  la  perpendiculaire 
EH,. on  aura  HG^:==a-\-c  —  x,  &:  par  la  propriété  du 

, cercle  A  HxH  G  (ax-i^cx — xx)=:E  H  (a  a). 

il    E    MA    R    Q    U    E       I. 

429.  Lorsqu'après  avoir  fatisfait  aux  conditions 
d'un  Problême,  on  arrive  à  une  égalité  compofée  qui  a, 
plusieurs  racines  réelles  ,  il  eft  vifible  qu'il  n'y  a  qu'une 
de  ces  racines  o  ,ii  exprime  la  valeur  de  4'inconnue  qu'on 
cherche  :  mais  on  doit  bien  lemarquer  que  les  autres 
peuvent  aufli  fervir  à  la  réfolution  de  la  queftion  ,  dans 
un  fens  qui  ne  peut  être  diflérent  de  celui  qu'on  s'elt 
imaginé  que  dans  quelques  circonftances  particulières. 
Ainfi  dans  cet  exemple  la  petite  racine  vrafie  D  L  (x) 
de  l'égalité  xx — ax  —  cx-+-aa.=  o  ,  donne  fur  le  côté 
JD  C  un  point  L  tel  qu'ayant  mené  la  droite  j4  L  qui 
rencontre  le  côté  BC  prolongé  e.n  K ,  fa  partie  LK  efh 
égale  à  la  donnée  b.  De  mêrne  fî  l'on  prend  Bg=c  fur 
le  côté  B  A  prolongé  vers  A  ,  &  qu'on  décrive  du  dia- 
mètre Ag  un  demi-cercle,  il  coupera  le  côté  CD  pro- 
longé vers  D  aux  points  c,  /,  enforte  que  i)e ,  &  Dl 
feront  les  deux  racines  fouffes  de  l'égalité  xx-\-cx  —  ax 
-+-aa  =  o  :  &  fî  l'on  mené  les  droites  A  e,  Al ,  qui  ren- 
contrent le  côté  CB  prolongé  aux  points/",  X;  y  les  droites 
ef,  Ik ,  feront  encore  chacune  égale  à  la  donnée  b-  De- 
là on  peut  voir  que  quoiqu  en  réfolvant  le  Problême 
on  n'ait  eu  en  vue  que  de  trouver  la  valeur  de  DE ,  on 
eft  cependant  arrivé  à  une  égalité  dont  les  racines  ont 
fourni  d'autres  valeurs  D  L  ,  D  e ,  Dl ,  qui  ont  toutes 
fervi  à  réfoudre  le  Problême  en  quelque  fens. 

Remarque    II. 

430.  S'il  y  a  lieu  de  croire  que  l'égalité  qui  renferme 
!e«   conditions   d'un  Problême  fe   peut    abaiflcr    à  un 

moindre 
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moindre  degré  ,  il  e{t  à  propos  de  tenrcr  d'autres  voies 
que  celles  qu'on  a  fuivies  quand  même  elles  paroîtroienc 
moins  naturelles  ;  parce  qu'il  arrive  fouvcnt  qu'elles  con- 
duifenc  à  des  égalités  plus  fimples  ,  &  que  d'ailleurs  il 
eft  alFcz  difficile  d'abaifler  des  égalités  compofées.  Voici 
deux  autres  manières  de  réfoudre  le  Problême  précédent 
qui  pourront  fervir  à  faire  comprendre  cette  remarque. 

Avant  fuppofc  le  Problême  réfolu  ,  je  mené  E  G  per-  Fig.  241. 
pendiculaire  fur  ^£  qui  rencontre  le  côté  yl B  pro- 
longé en  G,  &  je  prends  pour  inconnues  les  deux  droites 
v^F  &  BG  que  je  nomme  y  &  {•  Cela  fait ,  les  triangles 
reftangles  fcmblables  ^i/i^F,  ^jÉ'G,  donnent  AB  (»:). 
yiF  (y)  :  :  AE  {y-\-b).  AG  (a-h{).  Et  partant  yy-\-by 
<=:^aa~\^a^.  Or  comme  j'ai  deux  inconnues  &  que  le 
Problème  eft  déterminé  ,  il  faut  encore  chercher  une 
autre  égalité.  Pour  la  trouver,  je  confidere  que  EG=AF 
{y)\  car  menant E H  perpendiculaire  fur  AG,  le  trian- 
gle redangle  £  HG  ett  femblable  au  triangle  rectangle 
u4BF.,  &  de  plus  égal,  puifque  les  côtés  homologues 
A B ,  E H  ,  font  égaux  entr'eux.  J'aurai  donc  (à  caufe 
<Ju  triangle  rectangle  ^£ G)  cette  autre  égalité  aa-+-iar 

dans  laquelle  mettant  à  la  place  de  ^yy~^^by  fa  valeur 
zaa-^  za^  trouvée  par  Je  moyen  de  la  première  éga- 
lité,  il  vient  aa-h  za:^ -\-^^  =  zaa -^  za^ -h- bb  qui 
fe  réduit  à  cette  égalité  très-fimple  l=^y' a  a -\-b  b  ,  qui 
fournie  d'abord  la  même  conltrudion  que  ci-defTus. 

Autre     Manière, 

La  manière  fuivante  a  cela  de  particulier  qu'elle  réuffic  p,  g_  2^,, 
également  foit  que  la  figure  AB  C D  foit  un  quatre  ,  ou 
qu'elle  foit  un  rhombe.  Ayant  mené  par  le  point  cherché 
F ,  que  je  regarde  comme  donné  ,  la  ligne  F  G  qui  faffe 
avec  AF  l'angle  AFG  égal  à  l'angle  donné  ACE ,  &  qui 
rencontre  au  point  C  la  diagonale  A  C  prolongée  autant 
qu'il  eft  néceltaire  •  on  aura  trois  triangles  ACE ,  AFG , 

Aaa 
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GCF,  qui  feront  femblables  entr'eux.  Car,  i°.  l'angle' 
en  A  étant  commun  aux  deux  triangles  ACE,  AF  G  ^ 
&  les  angles  ACE ,  AFG,  étant  égaux  par  la  fuppo- 
lition  ;  il  eiï  vilible  que  ces  deux  triangles  feront  fem- 
blables. 2°.  Le  triangle  A  D  C  étant  ifofcelle  ,  l'angle 
DCA  ou  ECG  fera  égal  à  l'angle  DAC  on  AC F,  & 
ajoutant  de  part  &  d'autre  le  mcme  angle  FCE  ,  l'an- 
gle FCG  fera  égal  a  l'angle  ACE  ou  AFG  ;  &  par- 
tant puifque  l'angle  en  G  efl:  commun  ,  les  deux  triangles 
AGF,FGC,  feront  femblables.  Cela  pofé  ,  foient  les 
inconnues  CE  =  :c  ,  AG  =  i ,  &  les  données  JDC^=a  , 
FE^:=b  ,  AC  =  c  i  on  aura  (à  caufe  des  parailè!;;s  AD  y 
CF,)  cette  proportion  :  CE  (x).  FE  (I?)  :  :  CD  (a).  AF 

=  —  .  Or  à  caufe  des  triangles  femblables  ACE,  AFG^ 
GCF,  on  trouvera  ^C(c).  CE  (x)  ::  AF  (^^^  F  G 

===:^.  Et  AGii).  PG  (7-)  ••  ^T-  CG{i—c).  D'où  l'on 
forme  en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  ,  l'égalité' 
;j^ — c;[=— -  qui  fournit -cette  conflrU(5tion. 
rrG.i4j.       Ayant    mené   du    point   A    perpendiculairement  fur 
AC  h  ligne  An=  —  ,  on  tirera  par  le  point  du  milieu 

L  de  la  diagonale  AC  la.  ligne  H L,  &  on  prendra  fur 
cette  diagonale  prolongée  du  coté  de  C  la  partie  L  G 
égale  à  LH.  On  décrira  enfuite  du  centre  G  &  du  rayon 
GF  égal  a  AH ,  un  arc  de  cercle  qui  coupera  le  côté 
B  C  au  point  cherché  F.    Cela  eit  évident  ;  puifque  par 

la  conftruâion  {^  —  ^{  =  ^"j  ^  ^^^  GF=^.- 

ExempleIIL 

Fi  G.  244.  43^-  •*  ROUVER  fur  une  ligne  droite  indéfinie  D  JS 
donnée  de  pofition  ,  deux  points  D,  E  j  dcfquels  ayant 
mené  à  deux-  points  donnes  O,  C,  hors  de  cette  ligne, 
les  droites  DO,  OE ,  DC,  CE  j  l'angle X>0£  foie  droit 
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&  l'ano^le   DCE  égal   à  un  anele   donné    TPS. 

Siippofons  la  choie  faite  ,  je  décris  du  diamètre  D  E 
un  demi-cercle  qui  pafTera  par  le  point  O ,  puifque  l'an- 
gle DUE  eft  droit  ;  &  fur  la  corde  DE  je  décris  un  arc 
de  cercle  capable  de  l'angle  donné  ,  lequel  pafîera  par 
confcquent  par  le  point  C.  Du  point  H  centre  de  cet 
arc,  &  des  points  donnés  O ,  C,  je  mené  fur  DE  les  per- 
pendiculaires H K,  OA,  CB ,  &  je  nomme  les  données 

0  A,  a  y  CB  ,b  ;  AB  ,  c  j  les  inconnues  AK,x  y  KH,  y. 
Cela  pofé  ,  il  eft  clair  par  les  Elémens  de  Géométrie , 

1  '*.  que  le  point  K  fera  le  milieu  de  la  ligne  DE ,  &c  par 
<:onféquent  le  centre  du  demi-cercle  D  O  E.  2°.  Que  fi 
par  le  fommet  P  de  l'angle  donné  TPS  on  mené  une 
perpendiculaire  P Q^  a  l'un  des  côtés  P  T,  l'angle  Q^P  S 
qu'elle  fait  avec  l'autre  côté  PS,  fera  égal  à  l'angle  KEH. 

Or  à  caufe  du  triangle  redangle  KAO  le  quarré  KO 

ouKE=aa-i-xx,  &  à  caufe  du  triangle  rcN^angie 

H KE  le  quarré  HE  =aa-^xx-\-yy  :  mais  prolon- 
geant H  K  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  en  R  une  paral- 
lèle CR  à.  JD  E ,  on  aura  (k  caufe  du  triangle  redangle 

CRFI)  le  quarré  CH  =/)b-{-  z  by-{-yy-\-cc-^  icx 
-+-  XX.  Donc  puifque  les  lignes  HE  ,  HC  ,  font  rayons  du 
même  cercle,  on  formera  par  la  comparaifon  de  leurs 
valeurs  analytiques  cette  équation  û a -{- x  x -\-yy  =  l}l> 
-\- zb  y-i-yy-i-cc -^  zc  X -^  X  X  ,  qui,  en  eftaçant  de 
part    &    d'autre   y  y  -\-  x  x  ,    6i  pour  abréger ,  faifanc 

aa — ùb ce  j      r       '  t    •     »  tî         •  ^û' — f-^- 

=  a,  le  réduit  a  celle-ci  j  J= — ^ — • 

Si  l'on  confidere  le  chemin  qu'on  a  fuivi  pour  arriver 
à  l'équation  précédente  ,  on  verra  qu'elle  renferme  cette 
condition  ,  fçavoir  que  les  cercles  décrits  des  centres 
K,  H ,  ôc  des  rayons  K  O ,  HC  ,  Ce  renconirent  fur  la 
ligne  DE  dans  les  mômes  points  D ,  E  ;  de  forte  qu'il 
ne  refte  plus  qu'à  faire  que  l'angle  KEH  foie  égal  à 
l'angle  QPS.  Ëour  en  venir  à  bout. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  PC)  la  partie  PQ  égale  à  C B , 
Se  tiré  QS  parallèle  au  côté  P  T,  ôc  terminée  en  S  par 

Aaaij 
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l'autre  côté  P  S  y  il  eft  évident  que  le  triangle  re£l:angk 
E K H  doit  être  femblable  au  triangle  reélangle  F  Q^S , 
&  qu'ainfi,  en  nommant  la  donnée  Q^S ,fy  on  aura  cette 
proportion  ;  EK{\/aa-^xx).  KH(y)::  PQ(b).  QS^f); 
d'où  l'on  tire  j=  ^  \/aa  -^xx  =  ^  'T'" .  Quarrant  cha- 
que membre  pour  ôter  les  incommenfurables  ,  &  met- 
tant   par    ordre    l'égalité  ,    on    trouve    xx ^^  x 

~h" ^^ZLP  ^  >  '^O"^  l'une  des  racines  fournira  pour 
j4K(x)  une  valeur  telle  que  décrivant  un  cercle  du 
centre  K  &  du  rayon  KO ,  il  coupera  la  ligne  DE  aux 
deux  points  cherchés  D,  E. 

On  peut  trouver  les  racines  de  cette  égalité ,  félon  les 
articles  380.  ou  382.  (  Liv.  précéd.  )  :  mais  quoique  les 
méthodes  qu'on  y  explique  foient  très-fimples  eu  égard 
à  leur  généralité ,  il  arrive  néanmoins  très-fouvent  qu'eri 
confidérant  avec  attention  la  nature  d'une  quedion  par- 
ticulière ,  on  trouve  des  conftruélions  plus  faciles.  Par 
exemple ,  on  peut  remarquer  ici  ,  1°.  que  fi  par  le  point 
de  milieu  F  de  la  ligne  O  C  qui  joint  les  deux  points 
donnés  ,  on  mené  la  perpendiculaire  F  G  qui  rencontre 
en  G  la  ligne  DE  donnée  de  polition,  on  aura  AG=d } 
car  nommant  AG  ,^;  les  triangles  rectangles   G  A  O, 

G B C ,  donneront  GO  =:^^-i^ aa  &  GC  =  ^7'^zct 
-\-cc-\-bb  ,  &  comparant  enfemble  ces  deux  valeurs 
qui  doivent  être  égales  entr'elles ,  puifquc  le  point  G 
eft  dans  la  perpendiculaire  F  G  qui  divife  par  le  milieu 
]a  ligne  OC,  il  vient   {{-f- ^ti  =  {{-h  2  c^-t-cc-H^^, 

d'où  l'on  tire  AG  {[)  =  ''-f:z^-^  =  d.  2°.  Que  l'égalité 

fy/aa-^x  xi==cd-^-cx  qui  renferme  les  conditions  du 
Problême  ,  fe  réduit  h  cette  proportion  -,  G  K  {  d — x  ) . 

K  O  {\/aa-\-xx)  :  :  Qi"  (/).  AB  (c)  :  de  forte  que  fi  l'on 

An.  550.    décrit  *  le  lieu  de  tous  les  points  K  tels  qu'ayant  mené 

aux  deux  points  donnés  G,  O  ,   les  droites  KG,  K  O, 

elles  foienc  toujours  entr'elles  en  la  raifon   donnée   de 
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Q^S  a  AB  ;  ce  lieu  coupera  la  ligne  DE  au  point  cher^ 
ché  K.  Ce  qui  donne  la  conftruclion  fuivante  qui  cft 
très-fimple. 

Par  le  point  de  milieu  F  de  la  ligne  O  C  qui  joint  les 
deux  points  donnés  ayant  mené  la  perpendiculaire  FGy 
qui  rencontre  en  G  la  ligne  DE  donnée  de  pofition ,  on 
divifera  la  ligne  OG  au  point  M,  enforte  que  G  M. 
MO::  Q^S.  AB.  Et  on  la  prolongera  du  côté  de  G 
jufqu'au  point  iV,  enforte  que  GN.  NO::  Q^S.  AB.  Du 
diamètre  MN  on  décrira  un  cercle  qui  coupera  la  ligne 
D  E  en  un  point  K  ,  duquel  point  comme  centre  ,  &  dU 
rayon  K  O  ayant  décrit  un  cercle  ;  ce  cercle  rencon- 
trera la  ligne  D  E  aux  deux  points  cherchés  D  ,E, 

Comme  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  ligne  MN ^ 
coupe  la  droite  D  E  non-feulement  au  point  K  ,  mais 
encore  en  un  autre  point  L  j  il  s'enfuit  qu'on  peut  fe  fervir 
du  point  L  de  même  que  l'on  a  fait  du  point  X,  pour 
trouver  fur  la  ligne  D  E  deux  autres  points  qui  fitisfe- 
rônt  également  ,  &  qu'ainfi  cette  queftion  peut  avoir 
deux  différentes  folutions. 

Si  l'angle  DCE  devoit  être  droit  auffi-bien  que  l'an- 
gle DOE ,  il  eft  clair  que  QS  (f)  deviendroit  nulle  ,  & 
qu'ainfi  l'égalité /^v/aa -f- xx  =  ci/ — ex  fe  changeroit 
en  celle-ci  cd — ex  =  0 ,  d'où  l'on  rire  x  =  d ;  c'eft-à-dire 
que  le  centre  K  tomberoit  alors  fur  le  point  G.  Et  fi  le 

point  B  toriiboit  fur  le  point  A,  l'égalité  f\/ a  a -^t- x :& 
=«=  cd — ex  fe  changeroit  en  celle-  ci  fv^aa  -\-  xx=^  ffll_  ^ 

en  mettant  pour  c^  fa  valeur ^ ,  &  effaçant  en- 
fuite  les  termes  où  e  (qui  devient  en  ce  cas  nul  )  fe  ren- 
contre ;  d'où  l'on  voit  que  dans  ce  cas ,  fi  du  point  O 

comme  centre,  &  du  rayon  OK=-'^j-  on  décrit  un 

arc  de  cercle ,  il  coupera  la  ligne  DE  au  point  cherché  K. 
Ceci  s'accorde  parfaitement  avec  les  articles  GG.  Gj.  6S. 
du  Livre  fécond  ,  &  la  conftru^lion  générale  peut  fer- 
vir  à   trouver  tout  d'un  coup   dans  une  Ellipfe   donc 
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deux  diamètres  conjugués  font  donnés ,  deux  autres  dia* 
mètres  conjugues  qui  tailent  entr'eux  un  angle  donné  ; 
ce  qui  dans  l'art.  6<f.  avoit  été  renvoyé  ici. 

Exemple     IV. 

fie.  i4s.  432..  1  ROIS  points  y4 ,  B ,  C ,  étant  donnés  ,  en  trou^ 
ver  un  quatrième  J\4  ,  duquel  ayant  mené  à  ces  points 
les  droites  MA,  MB,  MC  i  les  différences  de  l'une 
d'elles  aux  deux  autres  Ibient  données. 

Cette  queftion  elt  fufceptible  de  trois  différens  cas. 
Car  ou  les  trois  lignes  MA,  MB ,  MC ,  font  toutes 
égales  entr'elles  ;  ou  il  y  en  a  feulement  deux  qui  foient 
égales  entr'elles  j  ou  enfin  toutes  les  trois  font  inégales 
.entr'elles. 

Premier  cas.  Lorfque  les  trois  lignes  MA,  MB ,  MC, 
font  égales  entr'elles  ;  ou  ce  qui  eft  la  même  chofc  lorf- 
que les  deux  différences  données  font  nulles  ;  il  eft  clair 
■que  le  point  cherché  M  fera  le  centre  du  cercle  qui 
palTe  par  les  trois  points  donnés  A ,  B  ,C. 
?iG.  245.  Second  cas.  Lorfque  deux  des  trois  lignes  MA,  MB, 
MC ,  comme  MA,  MB ,  doivent  être  égales  entr'elles; 
ou  (  ce  qui  etx  la  même  chofe  )  lorfqu'une  des  différences 
données  e{t  nullç.. 

Ayant  tiré  du  point  donné  C,  la  perpendiculaire  C  O 
fur  la  ligne  AB  qui  joint  les  deux  autres  points  donnés^, 
B  ;  du  point  M  que  l'on  fuppofe  être  celui  qu'on  cherche, 
ayant  mené  les  droites  MF,  MQ,  parallèles  à  CO,  OB  ;  il 
ett  clair  que  AF  fera  égale  à  PB ,  puifque  A  M  doit  être 
égale  à  MB.  Nommant  donc  les  données  AF  ou  PB,  a  ; 
OP,  b  ;  OC,  Ci  AM—MC,fi  &  les  inconnues  AM,  {,- 
P  M,y  ;  les  triangles  rectangles  APM,  M(^C ,  don- 
neront ces  deux  égalités  :^^  =  aa-\-yy ,  &z  ^^  —  2/7 
~{-ff'=cc — 2cy  -\-y  y  -i-b  b  ;  d'où  en  retranchant  par 
ordre  chaque  membre  de  la  féconde  de  ceux  de  la  pre- 
mière, il  vient  2/{ — ff=aa  —  cc-\-zcy — bb,c{m  fe 

réduit  a  cette  proportion   {.   y -\ -:'.  c.  j, 

De-là  on  tire  la  conftruclion  fuivante, 
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Soie  menée  par  le  point  de  milieu  P  de  la  ligne  A  6y 

Ja  perpendiculaire    P  D  =  '"^'~    ~'^'^ — -.     Soie    divifée 

rhypothénufe  yîD  prolongée  du  côté  qu'il  fera  nécef- 
(ïivQ  ,  aux  points  E,  F  y  enforre  que  ylE .  ED  ::  c.  f,  & 
AF.  FD  -.'.cf.  Du  diamètre  ;£,.F  foie  décrit  un  cercle  j 
il  coupera  la  ligne  P D  au  point  cherché  M. 

Car  ayant  mené  la  droite  M.  A ,   il   efl    clair  par  la 
propriété  du   cercle  E  MF ,  "^    que  ^iU  ({).    MD  *  jrt.  55»,' 

(y-^  '"^~  ^~"^  )  •"•  '^•/>  ^  par  la  propriété  de  la  per- 
pendiculaire/'Af,  que  ^^  =  aa  -\-yy.  Or  comme  ces 
deux  équation;  renferment  les  conditions  du  Problême, 
ï\  s'eniuic  5  &c. 

Si  par  l'autre  point  N ,  où  la  ligne  D  P  rencontre  la 
circonférence,  on  mené  les  droites  NA,  NB,  NC; 
les  deux  NA,  N  B,  feront  égales  entr'elles,  &  la  dif^ 
férence  de  chacune  de  ces  deux  droites  à  la  troificme 
N  C  fera  égale  à  la  donnée /^y  de  forte  que  le  point  N 
fatisfait  au/îî ,  mais  avec  cette  différence  que  N  C  eft  la= 
plus  granJe  des  trois  droites  NA,  NB ,  NC,  au  lieu- 
que  M  C  eft  la  plus  petite  des  trois  MA,  MB  ,MC. 

On  peut  encore  réfoudre  ce  fécond  cas  fans  aucun  Yic,  x^-ji- 
Calcul.  Je  fuppofe  comme  auparavant  que  M  foit  le 
point  cherché,  &  ayant  tiré  les  droites  JMA ,  MB  ,  AIC , 
je  décris  du  centre  C,  &  du  rayon  C  D  =  MA  —  MC  ^ 
un  cercle  DEKFH.  Du  point  D  où  la  ligne  MC  ren- 
contre ce  cercle  ,  je  mené  aux  deux  points  donnés  A,  B , 
les  droites  D  A ,  D  B  qui  rencontre  le  cercle  aux  points 
E,F i  par  où  je  tire  les  rayons  EC,  CF,  &  la  corde 
EF.  Cela  fait,  puifque  MC-^CD  ou  MD=M  A, 
&  que  les  lignes  CD  ,  CE  ,  font  rayons  d'un  môme  cer- 
cle ,  les  triangles  D  M  A  ,  D  C  E  ,  feront  ifofcelies  ,  & 
par  conféquent  femblables  parce  que  l'angle  en  F)  eft 
commun  :  c'eft  pourquoi  les  lignes  CE,  MA,  feront  paral- 
lèles. On  prouvera  de  même  que  les  lignes  CF ,  MB., 
feront  auflî  parallèles  ;  ce  qui  donne  DA.  DE  ::  DM.. 
DC:\  DB.  DF.  Et  dc-là  on  voit  que  toutfr  la  difficulté- 
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fe  réduit  à  trouver  fur  la  circonférence  du  cercle 
UEKFH,]q  point  D  tel  qu'ayant  mené  les  dioices 
JDji,  D  B ,  qui  rencontrent  Li  circonférence  aux  points 
B iF y  J'^  corde  EF  foit  parallèle  à  la  ligne  AB.  Or 
cela  fe  peut  faire  ainfî. 

Ayant  décrit  du  point  C  un  cercle  qui  ait  pour  rayon 
une  ligne  CD=  A  M  —  A^  C,  &  tiré  y^Cqui  rencoatre 
ce  cercle  aux  points  K,H  j  on  prendra  fur  A  B  \^ 
partie  A  G  quatrième  proportionnelle  à  wJ? ,  AH ,  AK; 
&  on  mènera  du  point  G  la  tangente  GE  au  cercle 
E  D  HFK.  Ayant  mené  par  le  point  touchant  E  la 
ligne  AE  qui  rencontre  le  cercle  au  point  D ,  on  tirera 
IJ  C ,  fur  laquelle  on  prendra  le  point  iH  tel  que  DM. 
D  C::  D  A.  DE.  Je  dis  qu'il  fera  cel'ji  qu'on  cherche. 

Car  par  la  propriété  du  cercle  D  E  KF H  le  redangle 
HA X  A K=DA X  AE ,•  &  par  conféquent  BA.  AD  :: 
AE  .  AG  :  c'ell  pourquoi  les  triangles  DAB,  GA  E  y 
qui  ont  l'angle  en  A  commun ,  &  les  côtés  autour  de 
cet  angle  réciproquement  proportionnels  ,  feront  fem- 
blablcs.  L'angle  AEG  fera  donc  égal  à  l'angle  AB  D  ; 
mais  cet  angle  AEG  étant  fait  par  la  tangente  E  G  ôç 
par  la  corde  D  E  prolongée  du  côté  de  E  ,  a.  pour 
mefure  la  moitié  de  l'arc  E)E.  Il  fera  donc  égal  (en  tirant 
par  le  point  F  où  la  ligne  F)  B  rencontre  la  circonfé- 
rence ,  la  corde  E  F)  a.  l'angle  DFE;  &  par  confequenc 
les  lignes  FE ,  AB ,  feront  parallèles  entr'elles.  Or  par  la 
condruélion  /: C  DM  y.  DE.  EA:i  iF.  FB.  Les 
triangles  DMA,  LMB  ,  feront  donc  ifofcelles  ;  puif- 
que  les  triangles  D  CE  ,  IJ  CE,  qui  leur  font  fcmbla- 
bles  font  ifofcelles.  Les  lignes  A  M,  MB ,  feront  donc 
égales  chacune  à  DM,  &  par  conféquent  entr'elles;  ôc 
de  plus  A  M  ou  UM  furpafTera  MC  de  la  grandeur 
donnée  CD.  Et  c'efî:  ce  qui  écoit  propofé. 
'iG.  £4$.  Troïficrne  cas.  Lorfque  les  trois  lignes  MA,  MB , 
MC,  font  inégales  entr'elles.  Du  point  donné  C,  je 
fnene  la  perpendiculaire  CO  fur  la  ligne  AB  qui  joint 
ks  deux  autres  points  donnés  ;  ôc  du  point  M ,  que  je 

fuppofe 
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fuppofe  être  celui  qu'on  demande  ,  les  perpendiculaires 
MFy  MQ,  fur  les  lignes  ^i^,  CO.  Je  nomme  ks  données 
AO,ai  OB,  bi  CO,ci  AM—M8,  </y  AM—MC/f; 
&  les  inconnues  OP ,  x  ,•  F  M,y  ;  A  M,  7:  ce  qui 
donne  AF  =  a -i-x,  B P  =  b  —  x ,  CQ==c—y,  BM 
={ — dy  CM—:^ — -f.  Par  le  moyen  des  triangles  redangles 
AP M,B P M,  CQ^M ,  je  trouve  les  trois  équations 
fuivantes  ;  la  première,  ^[  =  aa-ii- zax -\-xx-\-yy  i  la 
deuxième,  {{ — zd^-{-dd=ùb — 2bx-{-xx-\-yy  j  la  troifîe- 
me,  Il — 2fi-hff=cc — zcy-+-yy-]-xx;  &  retranchant  par 
ordre  les  membres  des  deux  dernières  de  ceux  de  la  pre- 
mière, jeforme  une  quatrième,  &  une  cinquième  équation; 
fçavoir  la  quatrième,  zd^ — dd^^^^aa — bb-\-zax-\-zbx ,  & 
la  cinquième,  2/^ — -ff^aa — cc-\'Zax->r'i-cy.  Je  mets  dans 
la  première  équation  à  la  place  de  y  y  le  quarré  de  la 
valeur  de  y  trouvée  par  le  moyen  de  la  cinquième  ;  &  en- 
Tuite  à  la  place  de  x  fa  valeur  trouvée  par  le  moyen  de  la 
quatrième ,  &  à  la  place  de  x  x  le  quarré  de  cette  valeur  : 
ce  qui  donne  enfin  une  égalité  où  il  n'y  a  plus  d'incon- 
nues que  la  feule  :[  qui  ne  monte  qu'au  quarré.  C'eft 
pourquoi  on  la  pourra  toujours  réfoudre  en  n'employant 
que  des  lignes  droites  &  des  cercles  ,  comme  l'on  a  en- 
feigné  dans  les  articles  380 ,  ou  382  (  Liv.  précéd.  ).  Or 
ayant  la  valeur  de  l'inconnue  ^  ,  il  eft  facile  de  trouver 
le  point  cherché  Mi  car  il  fera  dans  l'interfeélion  de 
deux  arcs  de  cercle ,  dont  l'un  aura  pour  centre  le  point 
A,  &  pour  rayon  la  ligne  AM  (^)  ;  5c  l'autre  pour  centre 
le  point  B y  &  pour  rayon  la  ligne  B  M{^\ — i). 

On  voit  affez  qu'en  achevant  le  calcul  ,  on  feroit 
arrivé  h  une  égalité  du  deuxième  degré  qui  auroit  ren- 
fermé dans  fcs  termes  des  quantités  très-compofées  ;  de 
forte  que  pour  les  réunir  fous  des  çxprefîions  limples  ,• 
comme  le  demandent  les  articles  380  ,  &  382  ,  on  auroic 
befoin  d'un  grand  nomlire  d'opérations  ;  ce  qui  rendroic 
la  conftruction  très-longue.  C'eft  pourquoi  on  fe  fervira 
de  celle-ci  par  Iç  moyen  de  laquelle  on  réduit  ce  cas  au 
précédent. 
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FiG.  24c,.  Les  deux  droites  AB,AC,  qui  joignent  les  points 
donnés  étant  divifées  par  le  milieu  aux  deux  points 
JD  ,  F,  &.  ayant  mené  du  point  M  que  je  fuppofe  être 
celui  qu'on  cherche,  les  perpendiculaires  iMi^  A/Q , 
fur  ces  deux  lignes  ;  on  nommera  les  données  A B ,  la  i 
BC,  2 b  ;  AM—  MB,ic;  AM—MC,  id-Ôc  les  in- 
connues DP,x;F(l,y,  Cela  pofé,  fi  l'on  nomme  2  f  la 
fomme  inconnue  des  deux  droites  AM,B  M\  la  plus 
grande  A  M  fera  f-f-c  &  la  moindre  B  M  fera  t  —  c. 
Or  les  triangles  redangles  AP  M,  B  P  M,  donnent 
}7y^'__  "2 M  —  ÂP=  BlVL — BP  c'eft-à-dire  en  ter- 
mes analytiques  rf-H2cf H-fc  —  aa  —  lax  —  xx  =  tt 
. —  ■^ct-\-cc — aa  -\-  zax  —  xx  ,  d  ou  1  on  tn-e  ^=— ; 
&  par  conféquent  ^M  (  f-hc)  =^ -4-c.  On  trou- 
vera de  même  par  le  moyen  des  deux  triangles  redan- 
gles  v^QM,  C(IM,  que  ^M=*^-t-^;  ce  qui,  en 
comparant  enfemble  les  deux  valeurs  de  AM,  donne 
cette  équation  —  -i-c=-^-+-a,  ou—  —  "7"+""  '- 
^éL^f^  en  faifant  pour  abréger  d—c=f.  D'où  il  eft 
clair  que  le  point  cherché  M  doit  être  tel  qu'ayant 
mené    les  perpendiculaires   MP,  MQ  ,    fur  les  deux 

.  /  ■         ax  by  £> 

droites  AB  ,  AC  ;   on  ait  cette    équation  y=^ -H/ v 
OU    ce    qui    revient    au    même     cette    proportion     x. 
y  _^  ^  :  ;  ^  — ,   Or  cela  fuffit  pour  trouver  la  conftruc-- 

tion  fuivante. 

Ayant  joint  les  points  donnés  par  les  deux  droites 
AB  ,AC,  &  divifé  ces  droites  par  le  milieu  aux  points 
D  ,F-  on  prendra  fur  AC  du  côté  du  point  A  la  partie 
FK=:^  ^  ;  &  ayant  tiré  fur  ^5,  ^C,  les  perpendi- 
culaires DO,KS,  qui  fe  rencontrent  au  point  iJ, 
on  mènera  dans  l'angle  OH  S  la  droite  H  M  qui  ^foif 
îe  lieu  des  points  M,  tels  qu'ayant  tiré  de  chacun  d'eux- 
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les  perpendiculaires  MO ,MR  ,  fur  les  côtés  HO,  HS -^ 
la  droite  MO  foit  toujours  à  la  droite  MR,  en  Li  rai- 

fon  donnée  de  b  a—.  Enfuite  l'on  tirera  yiE  perpen- 
diculaire fur  HM ,  &  l'ayant  prolongée  en  G  enforte 
que  hG  foit  égale  à  ^E ,  on  trouvera  par  le  fécond  cas 
le  point  M,  tel  qu'ayant  mené  les  droites  Ai  A,  MG^ 
M  C .,  les  deux  Ai  A,  Ai  G,  foient  égales  entr'elles  ,  & 
.la  différence  de  MA  à  MC  foit  la  donnée  id.  Je  dis 
qu'il  fatisfera  à  la  queftion. 

Car  par  la  propriété  de  la  droite  HM ^  on  aura  tou- 
jours MO  ou  DP  (x).  MR  ou  QiC  (y  -+-  f  )  :  :  3 .  f  ; 

&  par  conféquent.le  point  M  fe  doit  trouver  dans  cette 
ligne.  Il  fera  donc  également  éloigné  des  points  A ,  G  -, 
mais  de  plus  la  différence  de  A  AI  à  Al  C  doit  être  la 
donnée  2  d.  Donc  ,  &c. 

Remarque. 

433.  S  I  au  lieu  que  dans  cet  exemple ,  les  deux  diffé- 
rences de  Tune  de  ces  trois  droites  Ai  A ,  AiB ,  Ai  C,  aux 
-deux  autres  font  données  ;  on  vouloir  à  préfent  que  ce  fuf- 
•fent  les  deux  fommes  de  l'une  de  ces  droites  avec  chacune 
des  deux  autres ,  ou  bien  la  femme  de  l'une  d'elles  avec 
une  autre  &  la  différence  de  la  même  avec  la  troifieme  : 
la  quellion  n'en  deviendroit  pas  plus  difficile  ,  &  on 
pourroit  toujours  la  réfoudre  par  les  mêmes  méthodes. 
Ce  que  je  n'expliquerai  point  en  détail ,  aHn  de  lailTer 
quelque  chofe  à  l'indullrie  des  Ledcurs. 

COROLXAIRE       I. 

434.  L)e-la  on  voit  comment  on  peut  décrire  un 
cercle  qui  touche  trois  cercles  donnés^ 

Car  foient  les  points  y^, -8,  C,  les  centres  des  cercles  Fig.  150. 
donnés  ,  &  le  point  Ai4  celui  du  cercle  qu'on  cherche  , 
lequel  touche  les  cercles  donnes  aux  points  JJ,  E,  F  y 
du  côte  que  l'on  voie  dans  la  ngure.   Soient  les  rayons 
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des  cercles  donnés  A  D^a ,  B  E=b  ,  CF=c\  &  le 
rayon  du  cercle  qu'on  cherche  MD  ou  ME  ou  jMF 
=  1.  Cela  pofé,  on  aura  AM==7-\-a,  MB==^-i-b, 
MC=i—c  ■  &  partant  AM—MB=a~b,MB—MC 
t=zb-\-c,  AM — MC=a-\-c.  D'où  il  eft  évident  que  la 
queftion  fe  réduit  à  trouver  un  point  M ,  duquel  ayant 
mené  aux  trois  points  donnés  A,B,C,  les  droites 
MA,  MB ,  MC y  leurs  différences  foient  données. 

Corollaire     II, 

lîG.  151,       43^.  1_)e-la  on  tire  encore  la  manière  de  décrire 
^i^'  une  Sedion  conique  qui  ait  pour  foyer  un  point  donné 

F ,  qui  paffe  par  deux  autres  points  donnes  B ,  C ^  ôc 
qui  touche  une  ligne  droite  D  E  donnée  de  pofition. 

On  doit  diftinguer  ici  deux  difFérens  cas  ,  dont  le  pre- 
mier eft  ,  lorfque  les  trois  points  donnés  F ,  B  ,C ,  tom- 
bent du  même  côté  de  la  droite  indéfinie  Z)iî"j  &  le 
fécond  lorfqu'ils  tombent  de  part  &  d'autre. 
Fi&.  iîi.  Premier  cas.  Ayant  mené  FD  perpendiculaire  fur 
D  E ,  ôc  l'ayant  prolongée  en  A  enforte  que  DA  foit 
égale  k  D  F  -y  on  tirera  les  droites  F  B  ,FC,  On  trou- 
vera le  point  M  tel  que  la  différence  Aq  A  M  &  B  M 
foit  égale  h  FB ,  Ôc  celle  de  AM  &  MC  égale  à  FC.  On 

*  Def,  i.  II.  décrira  enfuite  ^  une  Seâ:ion  conique  qui  ait  pour  fes 
&  1,111.         deux  foyers  fes  points  F,  M,  êc  pour  l'axe  qui  paffe  par 

les  foyers  une  ligne  égale  k  A  M.  Je  dis  qu'elle  fera  celle 
qu'on  cherche. 

Car,  i".  le  point  E  oii  la  ligne  A  M  rencontre  la 
droite  DE  eikh.  la  Sed:ion  ,  puifque  FE  étant  égale  à 
A  E ,  on  aura  dans  l'Ellipfe  la  fomme  des  droites  FE  y 
EM ,  ôc  dans  l'Hyperbole  la  différence  égale  à  l'axe  qui 
paffe  par  les  foyers  ;  &  par  la  même  raifon  les  points 
B,  C ,  feront  aufîi  dans  la  Sedion.  2^.  Par  la  conftruc- 
tion  les  angles  FED,  D EA,  font  égaux  entr'eux  •  & 

*  Jrt.  6a  £•  pa-r  conféqucnt  la  ligne  E  D  eii  ^  tangente  en  E. 

Il},  Il  [faut  remarquer  dans  ce  cas  que  lorfqu'on  cherche 
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le  foyer  TVf  du  même  côté  du  foyer  donné  F  par  rapporc 
à  la  ligne  DE,  la  Sedion  qu'on  trouve  eft  uneEllipfej 
au  lieu  qu'elle  fera  une  Hyperbole  ou  deux  Hyperboles 
oppofées ,  lorfqu'on  le  cherchera  de  l'autre  côté. 

Second  cas.  Il  cft  évident  que  dans  ce  dernier  cas  il  ne  Fie.  252. 
peut  y  avoir  d'EUipfe  qui  fatisfafle  ,  mais  (èulement  deux 
Hyperboles  oppofées.  Pour  les  trouver  ;  ayant  mené 
comme  dans  le  premier  cas  FD  perpendiculaire  fur 
D  E ,  ëc  l'ayant  prolongée  en  y4  enforte  que  DA  foie 
égale  k  D  F-,  on  cherchera  le  point  M  tel  que  la  fomme 
de  AM  ik  BM  foit  égale  a  la  donnée  FB ,  ôc  ïa.  dif- 
férence de  AM  &  MC  foie  égale  à  la  donnée  FC.  On 
décrira  enfin  deux  Hyperboles  oppofées  qui  ayent  pour 
foyers  les  deux  points  F ,  M ,  6c  dont  le  premier  axe 
foit  égal  à  A  M.  Je  dis  qu'elles  ont  les  conditions 
requifes. 

Car,  i"*.  le  point  E,  où  la  ii:,ne  A  M  rencontre  la 
ligne  DE,  fera  à  l'une  de  ces  deux  Ry^  eiboi'e.^ ,  puifque 
FE  étant  égale  à  ^-É" ,  la  difftirence  des  droiies  FE,  ME, 
fera  égale  à  A  M  valeur  du  premier  axe  ;  Ôc  par  la  môme 
raifon  les  points  i^,  C,  feront  à  ces  Hyperboles.  2°.  La 
ligne  DE  fera  ^'  tangente  en  £,  puifque  par  la  conftruc-  *  Jrt.  iifr 
tion  les  angles  AED ,  DEF ,  font  égaux  entr'eux. 

Si  le  point  C  tomboit  du  même  côté  du  point  B  par 
rapport  à  la  ligne  DE,  la  fomme  des  deux  droites  A  Aï 
&c  M  C  feroit  égale  à  la  donnée  jPC;  au  lieu  que  e'efl: 
la  différence  lorfque  les  points  B ,  C,  tombent  de  part  & 
d'autre  de  la  ligne  DEy  comme  l'on  a  fuppofé  dans  cette 
figure. 

Si  l'on  propofoit  de  décrire  une  Se6lion  conique  qui 
eût  pour  foyer  un  point  donné  ,  pour  tangentes  deux  li- 
gnes données  de  pofîtion  ,  &  qui  pafsât  par  un  autre  point 
donné  ;  or>  tronveroit  par  le  moyen  de  ces  deux  lignes 
deux  points  comme  l'on  vient  de  faire  le  point -^ ,  def- 
quels  ayant  mené  deux  droites  qui  aboutiffent  à  l'autre 
foyer  qu'on  cherche,  elles  doivent  être  égales  entr'elles , 
&  leur  différence  ou  leur  fomme  avec  celle  qui  parc  du- 
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point  où  doit  palFer  la  Section  &  qui  aboutie  au  mcme 
foyer,  fera  toujours  donnée  ;  de  force  qu'on  pourra  tou- 
jours réfoudre  !a  queftion  par  Je  moyen  de  l'Exemple 
précédent ,  &  de  fa  Remarque.  Enlin  s'il  falioit  décrire 
une  Section  qui  touchât  trois  lignes  données  de  pofition, 
&  qui  eût  pour  foyer  un  point  donné  ;  on  trouveroit  par 
Je  moyen  de  ces  trois  lignes  trois  points  comme  l'on  a 
fait  le  point  ^  par  le  moyen  de  la  ligne  D  E  dans  les 
deux  cas  précédens ,  &  le  centre  du  cercle  qui  pafTerotf 
par  ces  trois  points  ,  feroit  l'autre  foyer  de  la  Seccion, 
laquelle  auroit  pour  premier  axe  une  ligne  égale  au  rayon 
de  ce  cercle. 

On  doit  obferver  dans  tous  ces  difFérens  cas ,  que  fi  le 
point  cherché  M  étoit  infiniment  éloigné  du  point  F  -^ 
la  Seftion  deviendroit  alors  une  Parabole  dont  les  dia- 
mètres feroient  parallèles  aux  lignes ,  qui ,  continuées  à 
l'infini ,  aboutiroient  au  point  cherché. 

E  X  E  M  P  L  E      ^'^ 

Tîç.  15 j.  ^^(;,  Une  Parabole  NCS  étant  donnée  avec  un 
de  fes  arcs  jVLN  \  trouver  un  autre  arc  RS  qui  foit  à 
l'arc  AIN ,  en  raifon  donnée  de  nombre  à  nombre. 

Ayant  prolongé  l'axe  de  la  Parabole  du  coté  de  fon 
origine  C  jufques  en  A ,  enforte  que  CA  foit  égal  à  la 
moitié  de  fon  paramètre  ,  &  décrit  une  Hyperbole  équi^ 
latere  E  AF  qui  ait  pour  centre  le  point  C  &  pour  la 
moitié  de  fon  premier  axe  la  ligne  CA-,  on  mènera  pa- 
rallèlement a  l'axe  CA  les  droites  MB,NE,RD,  SF, 
qui  rencontrent  le  fécond  axe  aux  points  H ,  L,  K,  O, 
&  l'Hyperbole  aux  points  B ,  E  ,  D  ^  F,  defquds  on 
tirera  fur  les  Afymptores  les  perpendiculaires  B P,  E  Q, 
DG,  FI.  Cela  fait,il  eft  vifible  que  le  reélanglvjy^CxMAT 
*  Art.  1^6.  ou  *  le  Trapéfe  hyperbolique  HBEL  e{l  égal  au  Sedeur 
hyperbolique  CBE  plus  le  triangle  CLE  moins  le  trian- 
gle CH5  ;  &  de  même  que  ACx RS=CDF -h  COF 
-^CKD.  Or  fuppofant  que  la  raifo^  donnée  de  l'arc 
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MN  à  l'arc  RS  foit  comme  m  efl:  à  /z ,  les  lettres  m  & 
n  expliquent  des  nombres  entiers  quelconques  J  on  aura 
par  la  condition  du  Problême  ACxMN  ou  CBE 
-^CLE-^CHB.  ACxRS  ou  CDF^COF~CKD  :: 
m.  n,  ôc  par  conséquent  n  C  B  E -\- n  C  C  L  E  —  nCHB 
=  mCD  F  -\-ni  CO  F — m  CKD.  Si  donc  l'on  nomme 
les  données  CP,b;  CQ,c-,  l'inconnue  CG,.yj  &  qu'on 

prenne  CI^=xy^ jr ,  il  eft  clair  *  que  le  Sedeur  hyperboli-  *  Jrc.  iii. 
que  CBE.  CDF-.-.m.  n,  ôc  qu'ainfi  nCBE:=mCDF- 
d'où  l'on  voit  que  l'égalité  précédente  fe  change  en  cel- 
h-ci  nCLE—nCHB^mCOF—mCKD  qui  ne 
renferme  plus  d'cfpaccs  hyperboliques ,  mais  feulemenc 
des  triangles  rectangles  dont  il  s'agit  maintenant  de 
trouver  les  valeurs  analytiques. 

Les  droites  C  P ,  H  B  ,  forment  en  s'enf recoupant  au 
point  y  deux  triangles  reètangles  l^H  C,  VP  B^  qui 
font  femblables  ;  puifque  les  angles  en  V  étant  oppofés 
au  fommet  font  égaux  ;  ce  qui  donne  Hl^.  CV  :  :  l^^P. 
V  B ,  à.  en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens 
BP'\  yB=CVx  l^P.  De  plus  à  caufe  de  l'Hyperbole 
équilatere  EAF,  l'angle  VCA  ou  CyH  ^^  eil  demi  *  Dcf.  i^. 
droit,  &  par  conféquenr  le  triangle  rectangle  C  H  V  ^^^- 
efl:  ifofcelle,  auflî-bien  que  fon  femblable  VP  B  ,  ce  qui 

donne  y P  =  PB,  CH=^HV,  &  cV .=  CH^ -^hV 
t=zH  y^ .  Donc  le  quadruple  du  triangle  rectangle 
CHB,  c'eft-à-dire  iCHxH  B=2H  J^x  PI  K-^  l^B 
^zJiP^  -\-xHVxVB=Cy^zCVxVP=tP^ 
H-2CFxF-p+K/_  VP^=CP^—Pb\  puifque  cF' 
^iCVxVP-^VP  tO.  le  quarré  de  C^-^  FP  ou 
de  CP.  Et  par  conféquent  le  triangle  C  H  B=-CP^ 
. —  ^P B  '  On  prouvera  de  même  que  le  triangle  CLE 
^^'CQ—'-'(^\  que  le  triangle  CKD  =  '-C~G^ 
—  ^  GD  ,  &  enfin  que  le  triangle  COP=.'-CI  ~-.-IJ^'\ 
C'eft  pourquoi  nommant  a  a  h  puiiTance  de  l'Hyperbole,.- 
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on   aura   le   triangle    CHB  =  '-bb —  ~,   le    triangle 
CLE='-cc  —  ^,  le  triangle  CKD=-xx——,\q 
Urt.  loi.      triangle  C  O  F=^jÇ^Ç.  — ^^  ^p  ;    puifque    ^    PB 

^ ^ ,  (2£'=  ^ ,  ■^^=  T  1/7-  •  ^  mettant  ces  valeurs 
à  la  place  des  triangles  qu'elles  expriment  dans  l'égalité 
nCLE  —  nCHB:=mCOF — mCKD,  on  en  formera 

celle-ci  -  /z  X  ce-  -  — 33-+-  ^  =-  m  X  xx  j/-  —  -  j/- 

■^ —  X  X  -4-  —  qui  fe  réduit ,  en  opérant  félon  les  règles 
ordinaires    de   l'Algèbre  ,    à  cette  égalité  du  deuxième 

m 

degré  x^ — —  xx-^a^  lX~r  ^=  o  ,  dont 

la  réfolution  doit  fournir  pour  CG  (x)  une  valeur  telle 
xju'en  prenant  Cï=x  t/— ,  ôc  tirant  les  perpendicu- 
laires G  D ,  I F ,  qui  rencontrent  l'Hyperbole  équilatere 
aux  points  D ,  F;  l'arc  RS  que  les  parallèles  DR,  F  S 
k  l'axe  coupent  fur  la  Parabole,  fera  à  l'arc  MN  en  la 
raifori  donnée  de  n  à  m. 

Il  eit  h  propos  de  remarquer  ,  i°.  que  le  fécond  terme 
de  cette  égalité  e(è  toujours  négatif,  parce  que  C  Q  (c) 
furpafTe  CF  (3)  ;  &  qu'ai nfi  ces  deux  racines  feront  toutes 
deux  vraies  ou  toutes  deux  imaginaires ,  félon  que  la  moi- 
tié de  la  grandeur  connue  au  fécond  terme  eft  plus  grande 

ou  moindre  que  a  a  \/—  racine  quarrée  du  dernier 
terme  :  ce  qui  eft  une  fuite  de  la  réfolution  des  égalités 
du  fécond  degré.  2^,  Que  CG  (xx)  étant  une  des 
racines  de  cette  égalité ,  FF  en  fera  l'autre.  Car  puifque 
*Art,  iQu  CIz=x  //^  ,  ij  s'enfuit  *  que  7F=^|/-.  Or  on  fçaic 
que  le  dernier  terme  d'une  égalité  ,  cfl  le  produit  de  fes 
racines.   Si  donc  on  divife  le  dernier  term.e  a*  1/^  de 

l'égalité 
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l'égalité  précédente  ,  par  le  quarré  CG  (xx)  que  l'on 
fuppofe   être    l'une  de    fes   deux    racines  ;    l'autre  fera 

—  1/'—  qui  eft  le  quarré  de  FL  D'où  l'on  voit  que  fi  l'on 

prend  fur  les  deux  Afymptotes  les  parties  CG ,  CT,  éga- 
ies aux  deux  racines  de  l'égalité  précédente  ;  &  qu'ayant 
tiré  les  parallèles  GD,  TF,  aux  Afymptotes ,  on  mené 
par  le  point  D ,  F  ,  où  elles  rencontrent  l'hyperbole 
équilatere  F  A  F,  les  parallèles  DR,  FS ,  à  l'axe  :  elles 
couperont  fur  la  Parabole  l'arc  cherché  RS. 

Si  m  =  n,  l'équation  générale  fe  changera  en  celle-ci 

x^ "^^  XX -h- —  =  0,  dont  j'es  deux  racines  four- 
ce  Cl  ' 

«ilTent  CG(x)=^==CP,  <Sc  CT  (;c)  =  ^  =  Q^  ; 

d'où  il  fuit  qu'on  trouve  par  leur  moyen  un  arc  RSy 
femblablemcnt  pofé  de  l'autre  côté  de  l'axe  ,  par  rap- 
port à  l'arc  M N.  Or  comme  l'on  fçait  d'ailleurs  *  que  *  Jrt.  i6» 
les  deux  arcs  RS ,  ÂIN ,  étant  femblablement  pofés  de 
part  &  d'autre  de  l'axe  font  égaux  entr'eux ,  cela  fert  à 
confirmer  les  raifonnemens  que  l'on  vient  de  faire.  De- 
là, il  eft  aifé  de  conclure  qu'un  arc  parabolique  M  N 
étant  donné,  on  n'en  peut  trouver  aucun  autre  RS  qui 
foit  plus  proche  ou  plus  éloigné  de  l'origine  C  de  l'axe 
.&  qui  lui  foit  égal  ;  fans  fuppcfcr  la  quadrature  de  quel- 
que Sedeur  hyperbolique,  ou  (ce  qui  revient  au  même) 
la  redification  de  quelque  arc  parabolique. 

Sim=:r  <x/z=2,onaurax* 5-—,, —  xx-\ ï-=o: 

&  fi  m  =  2  &  /z  =  3  ,  ou  ,  ce  qui  eft  la  même  chofe  ,  fi 
J'arc  RS  doit  être  à  l'arc  M  N  comme  3  efl  à  2  ,  on 

trouvera  x*—^ IT^zziT^ — xx-h— ,-  =  0;    &    la 

réfolution  de  ces  égalités  fournira  celle  du  Problême.  Il 
en  eft  de  même  des  autres  valeurs  de  m  &  n. 

M.  BcrnouUi  célèbre  ProfelTeur  des  Mathématiques  à 
Groningue  ,  a  réfolu  le  premier  ce  Problême  d'une 
manière  différente  de  celle-ci.  On  peut  voir  ce  qu'il  en 
dit  dans  les  Aétes  de  Leipfic  de  l'année  1(^98.  p.  261. 

Ccc 


38(5  Livre     Dixième^ 

Exemple     VI. 

fi6.  154.  437-  Un  angle  5 ^C  étant  donné  avec  un  point  Z5 
au  dedans  de  cet  angle  ;  décrire  un  cercle  qui  pafTe  par 
le  point  donné  D,  qui  touche  le  côté  A  B  en  quelque 
point  P ,  ôc  qui  coupe  fur  l'autre  côté  A  C  une  partie 
O  C  égale  à  une  ligne  donnée  2  a. 

Ayant  fuppofé  le  Problême  réfolu  ,  on  mènera  du 
point  donné  Z>,  la  ligne  DA  qui  pafîb  par  le  fommet  A 
de  l'angle  donné,  la  ligne  L)P  qui  pafTe  par  le  poinc 
touchant  P  &  rencontre  en  H  le  coté  AC  prolongé  , 
la  ligne  DE  parallèle  a.  AC ,  &  la  perpendiculaire  D 3 
fur  le  côté  AB  :  &  ayant  divifé  la  partie  interceptée 
OC  (la)  par  le  milieu  en  (^  ,  on  nommera  les  incon- 
nues AF,  X ;  AQy  7;  DH ,  r,-  &  les  données  AE ,  m;. 
AB,  g  ;  BD  y  b  i  IjE  ,f;  AD,  n.  Cela  fait,  on  aura  par 

la  propriété  du  cercle,  AP  {xx)  =  CAxAO  on   AQ^ 

(;^{) — QO  (aa),  ôc  partant  i^= XX -{-a  a.  Déplus- 
les  triangles  femblables  P  E  D ,  PA  H ,    donnent  AE 

im),AP{x)::DB{t).  HP  =  '^.  Et  PE  (m  — x),. 
ED  (/)  ::  AP  {x).  AH=^^'z.  Donc  Hq  =  i 
H--A.&  CHxHO  ou  JTq  —qO  =T7-i-^'iL 

fxx  ,        ifxr  fxx       . 

-4-  ^-^,  —  aa  =  X  X  -\ ~\  -f-  =--=;   (  en    mettant 

m — X  ^ —  ^  m—x 

pour  ■{^  fa  valeur  XX -f-^  a)  =  X>f/xii  P  \~)  parla' 
propriété  du  cercle  ;  c'eft-a-dire  qu'en  divifant  par  x  , 
on   aura   cette    égalité   x  +  -^—  -\-  r=-.=-  =~  ■     Qr 

PD  ou  DH  —  HP=  ^^~''^  ;  &  (à  caufe  du  triangle 

n  1      T^nn\   r  '  mmtt — irnttx-\-ttxx 

rectangle  UBr)  Ion  quarre =  xx  —  2^.v 

-^gg-hbb=xx  —  2gx-\-nn  en  mettant  pour  bb-\^gg 
la  valeur  nn;  dou  Ion  tire  —  = — : =x 

'"  m—x' 

"^  ^ÊlZ  "^  ^^^^  J    ^    multipliant    par    m  —  x  ^    & 
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tranfpofanc   le  terme  — "^—  ,   il  vient  mx  —  xx-\-zf:^ 


mxx — igmx^-fx-\-mnn  mxx — mmx — nnx 


-mnn 


,  puifque  à 

caufe  du  triangle  redangle  DEB  on  zyomvq  ff=bb  -{-  gg 
—  zgm-\-nim  =  nn  —  zgm-\-nitn:  c'eft-à-dire ,  parce 
que  la  divifion  fefait  au  jufte,  mx  —  xx-h  2f:^=  —  mx 
-\-nn  ou  2/^  =  XX  —  2mx-\-nn.  Quarrant  enfin  cha- 
que membre,  &  mettant  pour  {{fa  valeur  xx-\~aa, 
on  aura  cette  égalité 

x'^ — '^mx'-h  '^mmxx  —  ^mnnx  '^n*       =0 
—  4#'  —^aaff' 

-\-  mn 
qui  efl:  du  quatrième  degré ,  &  dont  les  racines  que  l'on 
trouvera  par  le  moyen  d'un  cercle  ôc  d'une  Parabole 
donnée  ou  de  telle  autre  Section  conique  qu'on  voudra , 
doivent  fournir  pour  ^P  (x)  des  valeurs  telleî  que  me- 
nant P  M  perpendiculaire  fur  A  P ,  tirant  P  D  ,  ôc  fai- 
fant  l'angle  PDM  égal  à  l'angle  DPM,  le  point  M,  ou 
fe  renconi-rent  les  côtés  DM,  PM  du  triangle  ifofcellc 
DPM,  foit  le  centre  du  cercle  cherché  ,  qui  aura  pour 
rayon  la  droite  MP  ou  MD.  Ou  bien  fi  l'on  prend  fur 
le  côté  A  B   h  partie  AP=x ,  &  fur  l'autre  côté  AC 

la  partie  AQ^  =  \/x  x-^aa,  &  qu'on  mené  fur  les  côtés 
les  perpendiculaires  P  AI ,  Q_M;  le  point  M  où  elles  fc 
rencontrent ,  fera  le  centre  du  cercle  qu'on  demande. 

Comme  rien  n'eft  plus  propre  à  donner  de  l'ouverture 
à  l'efprit ,  que  de  faire  voir  les  différens  chemins  qu'on 
peut  fuivre  pour  arriver  à  la  connoilfance  de  la  même 
•vérité  ;  je  vais  donner  une  autre  manière  de  réfoudre 
cette  queftion  ,  qui  me  paroît  encore  plus  naturelle  que  la 
précédente. 

Ayant  fuppofé  que  le  point  M  foit  le  centre 
x3u  cercle  cherché  ,  on  mènera  les  perpendiculaires 
M  P ,  M  Q^,  fur  les  côtés  de  l'angle  donné  B  AC,  6l  les 
parallèles  MF,  MG,  à  ces  côtés  ;  &  du  point  donné 
D,on  tirera  les  parallèles  DB,DE,DK,  à  MP , 
ME ,  AB.   On  ijoninicra  enfuite  les  données  D  B ,  b  ;. 

Cccij 
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BE,c;DEJiAB,giJlE,mi  AD,  ni  &  les  în^ 
connues  AF ,  x ;  P M  ou  MD ,y  i  &  on  aura  P B  on 
£)K=g — X,  MK=y — b:  ce  qui  donne  (à  caufe  du 
triangle  redangle  MKD)  l'équation  yy-=gg — ^g^ 
^xx-^^yy—iby-^bè,  d'où  t'on  tire  y=  'c^-H-^kb^gg 

=  ^*"~'^^— —  en  mettant  pour  bb-^-gg  fa  valeur  nn. 

Or  a  caufe  des  triangles  femblabks  D B E ,  MPF,  on 
a  cette  proportion  DB{b).  BE(c)::  PMiy).  FF 

=  y ,  &  partant  ^  -F  ou  MG=: ^y^  J   &  à  caufe  àcs 

triangks  fembiables  DBE,  MQ^G ,  DE(f).  DB{b) 

::  MO  i—f^)-  -MQ=-— ^  ;  donc  puifque  par  les 

conditions  du  Problême  ,  il  faut  que  Q  ^  "Moitié  de 
la  partie  interceptée  O  C  foie  égale  à  !a  tigne  donnée  a , 
&    que    les  droites    MC  &   MP   foient   rayons  d'un 

même  cercle  cherché;  il  vient  M.C  =■   ■"^'^     ''"^ — "^ 

~\-aa^=NLP  (yj),  &  multipliant  pardon  aura  bbxx 
—  ibcxy-^ccyy-\^aaff=fyy  =  bbyy-\-ccyyj 
en  mettant  pour  ^  fa  valeur  bb-i-cc  ,  c'eft-à-dire 
ffx  X  -\-aaff=ccxx-^  %bcxy-^bbyy^  en  effaçant 
de  part  &  d'autre  ce  y  y  ,  &  mettant  pour  b  bxx  fa  valeur 
ffxx  —  ccx  x;  ce  qui  donne  par  l'extraction  de  la  racine 

quarrée  ,  / yx  x-\-aa  =  ex  -\-  by  =^ ° — ~ — ■^^— 

en  mettant  pour  y  h  valeur  ^  "^^^ — —  ,  &  enfin  fi  l'on 
met  pour  g — c  fa  valeur  m,  on  trouvera  la  même  égalité 
que  ci-defTus  if\/x  x  -ha a==ix  x — -z-mx  -\-nn. 

Voici  encore  une  nouvelle  manière  de  réfoudre  cette 
queftion  ,  qui  donne  d'abord  une  conftruftion  fort  aifée-; 
mais  qui  demande  la  defcription  de  deux  Paraboles.  i°.  Je 
cherche  le  lieu  des  points  Ai ,  tels  qu'ayant  mené  de  cha'- 
cun  de  ces  points  au  point  donné  X)  une  ligne  droite  MD, 
&  fur  la  ligne  AB  donnée  de  pofition  la  perpendicu- 
laire MP  i  ces  deux  lignes  MD ,  M  P ,  foient  toujours 
*  Jrc,  I.    égaies  encr' elles  :  &  je  vois  fans  aucun  calcul  que  c'eft  ^ 


DesPrOBLE  M  ES    DÉTERMINÉS.  389 

la  Parabole  qui  a  pour  foyer  le  point  D ,  &  pour  direc- 
crice  la  ligne  ^5.  2°.  Je  cherche  le  lieu  des  points  M, 
tels  qu'ayant  décrit  de  chacun  de  ces  points  un  cerck 
qui  pafTe  par  le  point  donné  D  y  ce  cercle  coupe  fur  la 
ligne  A  L  donnée  de  pofition  ,  la  partie  O  C  égale  h  une 
ligne  donnée  za.  Je  mené  à  cet  effet  du  point  donné  D 
la  perpendiculaire  DL  Çur  AL,  &c  d'un  des  points  cher- 
chés M  que  je  regarde  comme  donné  ,  les  perpendi- 
laires  AIR,MQ,  (uvDL,AL  :  &c  ayant  nommé  les 
inconnues  &  indéterminées  D  R ,  x  i  KM,y  ^m  font 
entr'elles  un  angle  droit  DRM,  &  la  connue  DL,b; 
j'ai  à  caufe  du  triangle  reftangle  MR  D  le  quarré  MD 
^.xx-^yy,  &  à  caufe  du  triangle  redangle  M  Q^C  \t 
quarré  MC  =  M Q  \bb  —  zbx  +  xx)  -t-'oc'  (aa^  Or 
les  lignes  MD,  MC,  étant  rayons  du  même  cercle 
iont  égales  entr'elles  ,  &  par  conféquent  xx-^yy.=  bb 
■—zbx-^xx^aa,  ou  yy  =  bb^ aa~zbx.  Si  donc 
I  on  conftruit  la  Parabole  qui  eft  Je  lieu  de  cette  équation, 
il  eft  vifible  qu'elle  paffera  par  le  centre  M  du  cercle 
qu'on  demande  :  mais  la  Parabole  qui  a  pour  foyer  le 
point  D  &  pour  direûrice  la  ligne  AB  devant  auffi  paffer 
par  ce  centre  ,  il  s'enfuit  que  le  centre  du  cercle  cherché 
fe  trouvera  dans  l'interfedion  de  ces  deux  Paraboles. 

Exemple     VII. 

438.  Un  cercle  qui   a  pour   centre   le  point  ^  &  Prc  z<<.' 
pour  rayon   la    droite  AM,  étant  donné,  avec  deux        " 
points  E,  F,  fur  le  même  plan  ;  trouver  fur  la  circon- 
férence au  dedans  de  l'angle   EAF,  le   point  M  tel 
qu'ayant  mené  les  àrokcs  A  M,  E  M ,  FM^  les  deux 
angles  AME  ,  A  MF,  foient  égaux  entr'eux. 

Si  les  lignes  AE ,AF,  étoient  égales  entr'eM,  il  eft 
vifible  que  la  ligne  qui  diviferoit  par  le  milieu  l'angle 
EAF,  couperoit  la  circonférence  dans  le  point  qu'on 
demande.  C'eft  pourquoi  on  fuppofera  que  ces  deux 
lignes  font  inégales,  &  même  pour  éviter  la  confufio* 
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que  c'efl:  la  ligne  A  E  qui  eft  moindre  que  la  ligne  A  F. 
Or  cela  pofé,  je  réfouds  ce  Problème  en  deux  difFéren- 
tes  manières. 

Première    Manière, 

Ayant  fuppofé  que  le  point  M  foit  celui  qu'on  cher- 
che, on  mènera  les  droites  MB ,  MD  ,  qui  fairent  fur 
AF ,  AE  ,  des  angles  MBA,  MDA ,  égaux  aux  angles 
AMF ,  AME  ,  6c  par  conféquent  entr'eux  ;  &  à  caufe 
des  triangles  femblables  AF M,AMB  ,  &  AEM, 
AMD ,  on  aura  cqs  deux  proportions  AF.  AM  :  :  AM. 
AB.  Ez  AE.  A  M  :.  AM.  A  D.  Donc  puifque  les 
lignes  AF  ,AE ,  font  données  avec  le  rayon  AM^ 
les  parties  ^  5,  y^Z),  des  droites  A  F ,  AE  ,  le  feront 
auffi.  Maintenant,  fi  Ton  mené  les  droites  MF  ,  MQ, 
parallèles  à  AE,AF  ;  les  triangles  BPM,DQM 
feront  femblables,  puifque  les  angles  APM,  AQM, 
font  égaux ,  comme  auiïi  les  angles  PB  M,  Ç)DAÎ,  com- 
plcmens  à  deux  droits  des  angles  égaux,  MBA  >  MDA } 
&  partant  fi  Ton  nomme  les  données  AB  ,a  ;  A  D  ,  b  ; 
&  les  inconnues  AP  ou  Q^M,  x  ;  PM  ou  AQ^,  y  ;  on  aura 
BP(x—a).  PM(y)::ljq(y—b).  QM{x)::  ce  qui 
dounc  (en  multipliant  les  extrêmes  &  les  înoyens)cette  équa- 
tion XX — ax=yy — -by ,  ou  yy — by — xx-{-ax=o  ,  dont 
*  Jrt.  J3<>.    le  lieu  eft*  une  Hyperbole  équilatere  qui  fe  conftruit  ainfi. 

Soient  prifes  fur  les  lignes  AF ,  AE ,  les  parties  AB  , 
A  D  ,  troifiemes  proportionnelles  à  AF ,  AM,  &  ci  AEy 
AM:  foit  tirée  par  le  point  C  milieu  de  B  D  une  ligne 
droite  indéfinie  C  H  parallèle  a.  A  B  ,  fur  laquelle  foit 
prife  la  partie  CK^=\/  ~  bb  —  ^  a  a  (hVigneAD  (b)  fera 
plus  grande  que  B  A  (a)  ,  puifqu'on  a  fuppofé  que  A  E 
eft  moindre  que  A  F)  :  foit  décrite  une  Hyperbole  équi- 
latere qui  ait  pour  centre  le  point  C,  &  pour  la  moitié 
d'un  fécond  diamètre  la  droite  CK,  donc  les  ordonnées 
iï  iH  foient  parallèles  à  ^  Z).  Je  dis  qu'elle  rencontrera 
Ja  circonférence  du  cercle  donné ,  au  point  cherché  M. 
.     C^r  menant  CL  parallèle  à  A  D ,  il  eft  clair  que  leis 
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lignes  CH ,  CL  ,  divifcronc  par  le  milieu  les  droites 
A  D  ,A  B  ,  aux  points  O  ,L  ;  puifque  le  point  C  coupe 
en  deux  parties  égales  la  ligne  B D ,  6c  qu'ainli  CH  ou 
AP—ALr=x-^'-a,HMouPM—AO=y  —  ^b.  Or 

par  la  propriété  de  l'Hyperbole  équilatere,  HM  =  CH 

-^  C K  ,  c'eft-à-dire  en  termes  analytiques  jy^ — by 
■+■'-  bb  =  xx  —  ax-h^  aa-+-^  hb  —  '-aa  :  d'où  l'on  tire 

4  4  4  4-' 

l'équation- jj — b)=xx — ax,  qui  étant  réduite  en  pro- 
portion, donne  BP  (x—a).  PM(  j)::  Dq(y—b).  QM 
(x).  Donc  puifque  les  angles  BP  M,  D  Q^M,  font 
égaux ,  &  que  les  côtés  autour  de  ces  angles  font  pro- 
portionnels •  les  triangles  BPM,  F)  Q  M ,  feront  fem- 
blables ,  &  par  conféquent  l'angle  JMBP  fera  égal  à  l'an- 
gle M  '^  (2  ,  <Sc  leurs  complémens  à  deux  droits  AB  M^ 
A  /-  M,  feront  égaux.  Mais  puifque  AB.  AM  ::  A  M. 
AF,  &:  A  IJ  .  A  M  ::  A  M .  A'E  ,  ]es  triangles  ABM, 
A  MF,  &c  ADMy  AME,  feront  femblables.  L'angle 
ABM  fera  donc  égal  à  l'angle  AMF,  &  l'angle  AL'M 
h  l'angle  AME  ;  &  par  conféquent  les  angles  AMF, 
AME  ,  feront  égaux  entr'eux  ,  puifqu'on  vient  de  prou- 
ver que  les  angles -^5  Tkf,  ^yJiW,  le  font. 

On  prouvera  de  même  que  l'Hyperbole  oppofée  à; 
eelle-ci  coupera  la  circonférence  au  dedans  de  l'angle 
oppofé  au  fommet  k  l'angle  EAF,  en  un  point  M  tel 
qu'ayant  mené  les  droites  A  M,  ME ,  MF  j  les  angleS' 
A  ME,  A  MF,  feront  égaux  entr'eux  :  comme  aufîi 
que  ces  deux  Hyperboles  équilateres  oppofées  coupe- 
ront la  circonférence  au  dedans  des  angles  qui  font  à 
côté  de  ces  deux-ci ,  chacune  en  un  point  Af  tel  qu'ayant 
mené  les  droites  MA, ME,  MF;  l'angle  AME'kvdi 
égal  au  complément  à  deux  droits  de  l'angle  AMF. 

Si  l'on  prend  fur  CL  la  partie  CG  égal  à  CK,  il  eft 
clair  -^  que  CG  fera  la  moitié  du  premier  diamètre  con-  *  p^Y,  is, 
jugué  à  CK,  &  qu'ainfi  ^  l'une  des  Afymptotes  de  ces  III. 
deux  Hyperboles  fera  parallèle  a.  KG.   Or  dans  le  trian-  * ^rt,  vn^- 
gle  ifofcelle  GCK,  l'angle  externe  G  CO  ou  fon  égal 
BAD  vaut  les  deux  internes  oppofés ,  c'eft-à-dire  le  dou- 
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ble  de  l'angle  CGK.  Donc  puifque  les  lignes  CG,AD, 
fonc  parallèles,  il  s'enfuit  que  la  ligne  KG  ôc  par  con- 
séquent l'une  des  Afymptotes  fera  parallèle  à  la  ligne 
qui  divife  par  le  milieu  l'angle  DAB.  De  plus  il  efl  évi- 
dent  que  la  ligne  A  D  e{k  une  double  ordonnée  au  k- 

eond  diamètre  CK,  puifque  OD  ou  OA  {^  bb)  =  CO 

{^aa')  -\-CK  (J^bb — '^^û);  &  qu'ainfi  l'une  des  Hyper- 
boles équilateres  oppofées  paffe  par  le  point  D  ,6c  l'autrç 
par  le  point  A.  Ces  deux  remarques  donnent  lieu  h  une 
nouvelle  conftrudion  qui  eft  plus  fimple  que  la  précédente  : 
la  voici. 
Fi  G.  1^6.  Ayant  pris  fur  les  lignes  AF ,  AE ,  les  parties  AB , 
AD ,  troifiemes  proportionnelles  à  AF ,AM ,  &  a  yiE, 
AM;  on  mènera  par  le  point  de  milieu  C  de  la  ligne 
BD  deux  droites  indéfinies  CH,  CK,  l'une  parallèle 
&  l'autre  perpendiculaire  à  la  ligne  AF  ,  qui  divife  par 
Je  milieu  l'angle  donné  E AF.  On  décrira  enfaite  entre 
ces  deux  ligqes  comme  Afymptotes ,  par  les  points  -D  , 
A ,  deux  Hyperboles  oppofées  ,  qui  couperont  la  circon- 
férence du  cercle  donné  en  des  points  M  tels  qu'ayant 
mené  les  droites  MA,  ME ,  MF  j  les  deux  angles 
A  ME,  A  A4  F,  feront  égaux  entr'eux  lorfque  le  point 
d'interfetflion  M  tombe  dans  l'angle  EAFow  dans  fon 
oppofé  au  fommet;  &  l'angle  AME  fera  égal  au  com- 
plément à  deux  droits  de  l'angle  A  MF  lorfqu'il  tombe 
dans  l'un  ou  dans  l'autre  des  angles  à  côté. 

On  n'eft  arrivé  à  cette  dernière  conftru<2:ion  qu'en 
fuppofant  la  première  qui  eft  fondée  fur  le  calcul  ,  &  en 
failant  enfuite  des  remarques  qui  font  aftez  recherchées. 
Il  eft  cependant  facile  de  la  démontrer  tout  d'un  coup  ^ 
fi  l'on  fait  attention  à  une  propriété  de  l'Hyperbole 
équilatere  qui  fe  trouve  dans  l'article  3(^1,  (  Liv.  VIII.) 
&  qui  d'ailleurs  fe  peut  aifénient  prouver.  Car  fi  Ton 
mené  du  point  M  où  l'Hyperbole  équilatere  DM  ren- 
contre la  circonférence  du  cercle  donné,  aux  deux  extré- 
mités  B ,  D  ,   du  premier  diamètre  B  D  ,  les  droites 

BM,DM, 
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BM,  DM,  qui  rencontrent  l'Afymptote  CH  aux 
^joints  O ,  Z ,  &  la  ligne  A  P  qui  lui  eft  parallèle  aux 
points  S,  R;  il  eft  clair  fdon  cet  article,  que  MO  eft 
égal  à  ML,  &  qu'ainli  l'angle  MOL  ou  MSR  ou 
BSA  eiï  égal  à  l'angle  ML  O  ou  DR  A.  Mais  par  la 
conftruaion  l'angle  BAS  eft  égal  à  l'angle  DAR  ,  puif- 
<iue  la  ligne  AP  divife  par  le  milieu  l'angle  EAF.  Par- 
tant les  angles  reftans  ABM,  ADM,  dans  les  deux 
triangles  A  B  S,  A  DR,  feront  égaux  entr'eux  ;  d'où  il 
fuit  que  les  angles  A  MF,  AME,  le  font  aufli.    Et  ' 

c'eft  ce  qui  étoit  propofé. 

On  peut  trouver  facilement  par  le  moyen  de  cette 
dernière  conftrudion  ,  une  égalité  très-fimple  qui  ne 
renferme  qu'une  feule  inconnue  ,  &  dont  la  confiruAion 
qui  fe  pourra  faire  par  telle  Seftion  conique  qu'on  vou- 
dra fuivant  les  règles  prcfcrites  dans  le  Livre  précédent, 
fournira  la  réfolution  du  Problême.  Soit  menée  à  cet 
effet  du  point  M  la  ligne  MP  parallèle  à  l'Afymptote 
CK^  &  qui  rencontre  l'autre  Afymptote  CH  au  point 
H;  &  foient  nommées  les  données  AM,ai  AK,bi 
CK,c;  &c  les  inconnues  AP,x;  P  AI,y.  Cela  pofé , 
on  aura  par  la  propriété  du  cercle  Téquarion  x  x-\-yy 
=aa ,  ik  par  la  propriété  des  Hyperboles  oppofées  *  l'aune  *  An.  i^o. 
équation  CH  x  H  M  {xy  -~cx  —  by-\-  bd)  =  CKx  KA 
{bc);  ce  qui  donne  xy~cx~by  =  o,  d'où  l'on  tire 
y  =  -~rb'  Mettant  le  quarré  de  cette  valeur  à  la  place 
de  jj  dans  la  première  équation  xx-^yY=zaa,  &  opé- 
rant à  l'ordinaire  on  formera  cette  égalité  du  quatrième 
degré  x^~zhx'-^bbxx  -\-  zaabx  —aabb  =:b. 


-aa 


Or  fi  Ton  mené  du  centre  C  des  Hyperboles  perpendi- 
culairement h  ^Cla  ligne  CG  qui  rencontre  la  circonfé- 
rence au  point^ G yjesjriangîes  redangles  ACG,AKC, 
donneront  CG  =AG^—ÂC'=ÂM(aa)~ÂK(bb) 
—  CK  {fc).  C'eft  pourquoi  nommant  la  donnée  CG,m} 

Ddd 
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on  changera  l'égalité  précédente  en  celle-ci  x'^—ihx^ 
mnixx-^zaab  X  — aabl^  ==o ,  dans  laquelle  les  don- 
nées font  le  rayon  AM  {a) ,  les  lignes  AK  {b)  ,  CK  (c)  , 
CG  {ni),  &  l'inconnue  x  exprime  des  valeurs  de  ^P 
telles  que  menant  les  perpendiculaires  PiW,  elles  ren- 
contreront la  circonférence  aux  points  cherchés. 

Pour  diftinguer  entre  les  deux  points  ou  chaque  per- 
pendiculaire FM  coupe  la  circonférence  du  cercle  ,  ce- 
lui qui  fert  à  la  queftion  préfente  y  il  faut  obferver  de 
mener  PM  du  côté  où  l'on  a  fuppofé  que  tomboit  le 
point  M  par  rapport  à  la  ligne  AP  en  faifant  le  calcul , 

lorfque  fa  valeur  ^^Tï  ^"'°"  ^  trouvée  ci-defllis  eft  pofi- 
tive ,  c'efl-â-dire  ^  lorfque  x  eft  en  môme  tems  vraie 
&  plus  grande  que  b ,  ou  bien  lorfqu'elle  elt  fauffe  ;  & 
au  contraire  il  la  faut  mener  du  côté  oppofé  ,  lorfque 
fa  valeur  eft  négative,  c'eft-à-dire  ,  lorfque  x  eft  en- 
même  tems  vraie  «3c  moindre  que  b.- 

Seconde     Manière.. 

jje   j  Ayant  mené  par  le  point  cherché  M  que  Ton  regarda 

comme  donné  la  droite  MD  perpendiculaire  au   rayon- 
AM,    «Se  par  le  point  £>    où  elle  rencontre  A  F  la' 
droite   G  H  parallèle  à  AM,  laquelle  rencontre  en  H 
la  ligne  MF,  ôc  en  G  la  ligne  FM  prolongée  qui  coupe 
en  C  la  droite^ F-,   on  aura  h  caufe  des  triangles  fem- 
blables  FA  M,  FD  H,  cette  proportion  :  AM.  DH  :: 
A  F.  FD.  Et  a  eaufe  des  triangles  femblables  CAM, 
CDG,  cette  autre,  AM.  DG::  AC.  CD.  Or  la  ligne 
D  G  eft  égale  à  DH,  puifque  par  la  condition  du  Pro- 
blême les  angles  AME,  AMF ,  devant  être  égaux, 
les  angles  DMH  ,DMG,  le  feront  aufTiv  Donc  AK 
FD  :  :  AC.  CD ,  &  AF-^ FD.  AF::  AC-h  CD  ou 
AD.   AC.  Cela  pofé  ,  foient  menées  £  B  ,  MP ,  per- 
pendiculaires fur  AF,  ôc  MQ  perpendiculaire  fur  EB: 
<&  foienc  nommées  les  données  AM^  a  ,*  AB:,  b  yBh , Cy 
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^ F,  <^;  &  les  inconnues  ^P,  X;  PM,y.  les  triano-les 
rectangles  femblables  APM^AMD,  donneront  A P 

(X).  AM^a)  :  :  AM{a).  AD^'-^.  Et  partant  FD  =  d 
—  —  ;  &  les  triangles  femblables  EQM,  MPC,  don- 
neront EQ  ou  EB—MP  (0— j).  QM  ou  AP—AB 
{x  —  b)::  MP(y).PC='^.  Donc  ^ C  ou  AP 


< <^x—6y 


-y 


-4-^^=-^— ,  &  mettant  dans  la  proportion  précé- 
dente AF-^hD.  AF::  AD.  AC  k  h  place  de  ces' 
Jignes  leurs  valeurs  analytiques,  on  formera  (en  multi- 
pliant les  moyens  &  les  extrêmes  )  cette  équation  zcdxx 
—  aacx  —  zb  dxy  -iruaby  -\-aa  dy=:^aadcj  qui  fe 
réduit  en  divifant  par  icd,  &  en  faifant  (pour abréger 

b-\-d=f ,  a  cette  autre  xx yx ^  x-\ — ^  y —  -  aa 

B=so,  dont  le  lieu  qui  efl:  une  Hyperbole  entre  fes  Afymp- 
totes  étant  conftruit  félon  l'article  339.  (  Liv.  VII.  )  cou- 
pera la  circonférence  du  cercle  au  point  cherché  M. 

Si  l'on  veut  avoir  une  égalité  qui  ne  renferme  que 
l'inconnue  x ,  on  fe  fervira  de  l'équation  au  cercle  xx 
-\-yy:=^a  a  ,  dans  laquelle  mettant  à  la  place  de  y  y  le 
quarrc  de  y  trouvée  par  le  moyen  de  l'équation  précé- 
dente ,  on  arrivera  à  une  égalité  du  quatrième  degré 
qui  ne  renfermera  que  l'inconnue  x ,  &  dont  l'une  des 
racines  exprimera  la  valeur  de  la  cherchée  A  P, 

Exemple     VIII. 

439.  Un  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  v^  étant  pic.  i<;$ 
donné  avec  deux  autres  points  E ,  F  ;  trouver  fur  la  cir- 
conférence le  point  M  tel  qu'ayant  mené  les  droites 
AM,  MF,  ME  ;  le  finus  droit  de  l'angle  AMF  foit 
au  finus  droit  de  J'angle  AME ,  en  la  raifon  donnée  de 
m  à  n. 

Je  rcfouds  cette  queftion  en  deux  différentes  manières. 

Dddij 


w? 
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Première    Manière. 

i^yanc  pris  fur  les  droites  données  AF ,  AE ,  les  pai*-^ 
des  AB ,  AD ,  troifiemes  proportionnelles  à  AF ,  AM, 
&  k  AE,AMj  on  mènera  du  point  cherché  M  que 
l'on  regarde  comme  donné  les  droites  M.B  ,MD,  les-- 
perpendiculaires  MG,  MH ,  fur  AF ^  AE  ,  <Sc  les  paral- 
lèles MP,  MQ,à  AE,AF.   Ayant    pris   fur  BM 
la  partie  BK  égale  à  DM ,   on  tirera  du  point  K  les 
droites  KO,  KL,  parallèles  à  M  G,  MP ,  &  du  point 
donné  D  la  perpendiculaire  DC  fur  AF.  Cela  fait,  les 
triangles  femblables  BMG,  BKO,  donnent  BM.  BK 
ou  DM  ::  MO.  KO.   Or  par  la  condition  du  Problême 
m.  n::  KO.  M  H  y  puifque  prenant  D  M  pour  rayon 
ou  finus  total ,  les  droites  K  O ,  M  H  ,   feront  les  finus 
droits  des  angles  MB  F,  M  D  E ,  ou  de  leurs  complé- 
mens  à  deux  droits  MBA,  MDA ,  égaux  par  la  conf- 
tru£lion  aux  angles  A  MF,  A  ME.    Donc  en  multi- 
pliant par  ordre  les  antécédens  &    les    conféquens    de 
ces  deux  proportions,   on   aura   mxBM.  nxAÎD  :: 
MGxKO.  KOxMHiiMG.  MH  y.  MP.  MQ.  à- 
caufe  des  triangles  femblables  MPG,  MQH.   Cela  pôle.- 
On    nommera     les     données     A  D  ,  a   ;    A  C ,  b -, 
CD,c;   AB,d)  AM,x;  ôc    les   inconnues  A P   o\i 
MQ,  X  ;  PM  ou   AQ_,  y,^\ts  triangles  fembla- 
bles ADC;  PMG,  QMH    donneront    PG=*^. 

a 

MG='-^,  QU=-''^,  HM='^,AG=x^''-L,  GB 
OU  AB  —  AG=d—x~^^,  DH  ou  AQ-hQH 
—  AD  =y -i-  -^  —  a  :  &c  a  caufe  des  triangles  redan- 
gles  BGM,  DHM,  on  aura  Tm  ou  Jg^-^  GM^ 

^^xx-+-'^xy-^^-^y~~^2dx  —  ^j-^dd-{-'-^J-^xx- 
-^  j  xy-^yy  —  2ax ~y'-\-dd  eu  mettant  pour 
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hb~\-cc  fa  valeur  a  a  à  caufc  du  triangle  redangle 
^CD;  &c  àç  même  DM  =y y -{-  —  xy-\- XX — lay 
—  zbx  -\-aa.  Or  par  la  propriété  du  cercle  ,  le  quarré 
31iî'  (rr)=  :?G  ■  (;.  ^  +  i^  xy  +  *ï  ^-  G  M  (ï^) 
=  xx-h  —  xj-t-yy  en  mettant  pour  bb-\-cc  fa  va- 
leur a  a.  Si  donc  l'on  fubftitue  dans  les  valeurs  de  BM 


T.b 


^  as.  D  M.  à  la  place  de  jy-h  — xy-t-xx  cette  va- 
leur rr,  &c  que  pour  abréger  on  fafle  rr-{-dd=ff  & 
rr-{-aa=gg,  on  trouvera  BM=Yff — zdx  —  —  y> 

&  DM=V'^g — lay — zbx.  Subftituant  enfin  ces 
valeurs  a  la  place  de  BM  &  de  DM  dans  la  proportion 
mxBM.  n>^DM::  MP  {y).  MQ  (x)  que  l'on  a  trou- 
vée ci-defTus  ;.  &  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens, 

on    formera  cette   équation   m  x  y  ff — zdx — - — y 

=ny^gg — zay — zbx  de  laquelle  quarrant  chaque  mem- 
bre ,  &  faifant  évanouir  l'inconnue  y  par  le  moyen  de 

l'équation  au  cercle  xx-h  ^xy-t-yy=rr,  on  arrivera 

à  une  égalité  du  fixieme  degré  qui  ne  renfermera 
plus  que  l'inconnue  x  ,  &  qui  étant  réfolue  félon  les" 
règles  du  Livre  précédent,  donnera  pour  AP  (y)  une 
valeur  telle  que  menant  P M  parallèle  à  AE ,  le  point 
M  où  cette  ligne  rencontrera  la  circonférence ,  fera 
celui  qu'on  cherche. 

Si  l'en  fuppofe  que  m=^n  .^  il  efl:  évident  que  les  angles 
MBF,MDE,  feront  égaux  ;   &  qu'ainfi  les   angles' 
ABM,ADM,  ou  AMF,AME,\c  feront  auffi. 
D'où  l'on  voit  que  le  Problême  précédent  n'eft  qu'un- 
cas  particulier  de  celui-ci. 

Seconde    Manière. 
Ayant  joinc  les  deux  points  donnés  E ,  F  ^  par  une' Fis.  255^" 
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Jigne  droite  ,  on  tirera  du  centre  donné  A  les  droites 
A  D ^AP  y  l'une  perpendiculaire  &  l'autre  parallèle  à 
-cette  ligne  ,  &  par  le  point  cherché  M.  que  l'on  regarde 
comme  donné  la  parallèle  -P  Q  à  AD,  on  mènera  aulTi 
du  même  point  Âf,  le  rayon  A  M  qui  rencontre  E  F 
en  O ,  &  les  droites  £M,  FM,  fur  lefquelles  on  abaif- 
fera  des  points  0,F,  E ,  les  perpendiculaires  OG,  OH, 
êc  FC,  E B.  Cela  fait,  les  triangles  femblables  E  OG, 
EFC,&L  FE B,FOH,  donneront  EO.E F::  OG. 
FC.  Et  EF.  FO::  E  B.  OH,  &  partant  EOxEF. 
EFxFO  ou  EO.FO::  OGxBE.  CFx  OH,  c'eft-à- 
dire  en  raifon  compofée  de  O  G  à  O  H ,  ou  de  m  a  a 
.(puifqu'en  prenant  MO  pour  le  rayon  ou  finus  total  , 
les  droites  OG,  OH,  font  les  finus  droits  des  angles 
JEMO,FAIO,  complémens  à  deux  droits  des  angles 
AME,  AMF) ,  &  de  BE  à  CF  ou  de  EM  à  MF  à 
^aufe  des  triangles  redangles  femblables  BME  ,  CM  F. 
On  aura  donc  EO.  F  O  ::  mxE  M,  nxMF.  Cela 
pofé. 

On  nommera  les  données  AD  ou  PQ,a;  ED,b\ 
DF,  c  ;  y^M,  r  ;  &  les  inconnues  AP,  x  ;  PM,  j  ;  &  on 
aura  à  caufe  des  triangles  femblables  APM,  ADO, 
cette  proportion  ,  MP{y).  AP{x)  ::  AD  (a).  DO 

=  f^-.  Et  partant  EO=^y±^,  F0=^'^±^.  Or  les 

y         ^  y  ^  y         ^ 

triangles  reiTiangles  EMQ,  FMQ,  donnent  EM  =EQ^ 

{hb  -t-  zbx  -h  xx)  -hMQ  {aa  -+- lay  -\-yy)=ff-\-  zbx 
—  2  a  j  (en  mettant  pour  x  x  -k-yy  fa  valeur  r/-  à  caufe 
du  triangle  redangle  APM,  ôc  faifant  pour  abréger 

aa-hhb-hrr=ff)  ôc  de  même  F  M'=  F  Q\cc — zcx 

— -    i    — ^1 

"-+-  xx)  -h  Al(^  {ad  —  lay  -h  Jj)  =gg — icx — lay  eu 
mettant  pour  xx-hjy  fa  valeur  rr  ,  ôc  faifant  pour 
abréger  aa->!-cC'+'rr  =  gg.  Si  dans  la  proportion 
précédente  EO .  FO  ::  mx  EM.  n  x  MF ,  on  met  à  la 
place  de  ces  lignes  les  valeurs  analytiques  que  l'on  vient 
de  trouver,  &  qu'on  multiplie  les  extrêmes  &  les  moyens, 


flanche  2.ç .  pa^e  jç8 
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on  formera  cette  ëqiution  bny-^anx  \/ gg —  zcx  —  zay 

=mcy  —inaxVJ/-^2i'x — zay,  de  laquelle  quarrant 
chaque  membre  &  jfeifanc  évanouir  l'inconnue  y  par  le 
moyen  de  l'équation  au  cercle  x  x-^yy  =  rr,  on  arri- 
vera' encore  à  une  égalité  du  fixieme  degré  ,  donc  la 
réfolution  fournira  pour  u4  P  (x)  une  valeur  celle  que 
menant  la  perpendiculaire  PM  j  elle  ira  couper  la  circon- 
férence au  poinc  cherché  M.- 

C'eft  à  -  peu  -  près  de  cette  façon  que  M.  Defcarces 
réfoud  cette  queltion  dans  la  foixante- cinquième  de  fes- 
Lettres, Tom.  3.  Elle  lui  avoit  écé  propofée  par  M.  de 
Roberval ,  d'une  manière  qui  paroît  différente  de  celle-ci, 
mais  qui  dans  le  fond  revient  à  la  même  chofe^ 

Troisième  Manière. 

Soient  décrits  deux  diamertcs  AE^^F ,  deux  ccrcfes  Fig.  i<^ 
AR  T,  AST ,  fur  lefqucls  foient  portées  depuis  le  poinc 
A  deux  cordes  quelconques  AR,  AS ,  qui  foient  tou- 
jours entr'elles  en  ia  raifon  donnée  de  m  à  /2  ;  &  foieiic 
tirées  les  droites  ER,FSy  qui  s'entrecoupent  au  poinc 
M.  Je  dis  que  la  ligne  courbe  A  M,  qui  eft  le  lieu  de 
tous  les  points  M  ainfi  trouvés,  coupera  le  cercle  donné' 
(  dont  le  centre  eft  en  ^  )  au  point  cherché  M. 

Car  tirant  A  M  &  le  prenant  pour  ravon  ou  fînus 
total ,  il  eft  clair  que  la  corde  -^il  eft  le  finus  droit  de 
l'angle  A  ME ,  <Sc  la  corde  AS  le  fmus  droit  de  l'an- 
gle AMF,. 

Il  eft  à  propos  de  remarqver ,  1°.  que  cette  conftruc- 
tion  a  cela  de  particulier  ,  qu'elle  ne  réuflit  pas  feule- 
ment lorfqu'il  s'agir  de  trouver  le  point  ikf  fur  la  circon- 
férence d'un  cercle  dent  le  cencre  eft  en  ^  ,  mais 
encore  fur  celle  ligne  courbe  qu'on  voudra,  z'^.  Qu'ayant 
trouvé  deux  points  de  ce  lieu  de  la  manière  que  l'on 
vient  d'enfeigner  ,  les  plus  proches  que  l'on  pourra  de 
la  ligne  courbe  donnée,  il  fuffit  d'en  tracer  la  portion 
qui  joint  ces  deux  points  ;  ce  qui  rend  la  pratique  de 
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cette  conftru6lion  fort  aifée.  3*^.  Que  le  lieu  de  tous  les 
points  M  ainfi  trouvés  eu  du  quatrième  degré ,  comme 
il  eix  facile  de  voir  par  le  ^calcul  de  la  féconde  manière , 
en  obfcrvant  de  ne  point  fubftituer  dans  les  valeurs  de 
EM  6c  FM 'à  la  place  de  xx-j-yy  le  quarré  rrque  l'on 
trouve  par  le  lieu  au  cercle  ce  qui  donnera  pour  l'équar 

don  de  ce  lieu  nby-^-naxy  c — x  -\-a — y  =^mcy—max 

Y  b-\-x  -\-a — y  ,  dont  les  inconnues  x  êc  y  montent  au 
quatrième  degré  ,  lorfqu'elle  eft  délivrée  d'incommen- 
furables.  4°.  Que  ce  n'efl:  pas  une  faute  légère  en  Géo- 
métrie ,  félon  M.  Defcartes ,  d'employer  une  ligne  courbe 
trop  compofée  pour  refondre  un  Problême  ;  de  forte 
que  félon  lui  ,  on  doit  préférer  à  cette  dernière  folu- 
tion  les  deux  précédentes  ,  où  les  deyx  lieux  qu'on  a 
.trouvés  ,  &  qui  décermineroient  par  leur  interfe^lion 
avec  la  circonférence  donnée ,  le  point  cherché  ,  ne 
font  que  du  troifieme  degré.  Il  me  paroît  néanmoins 
que  la  facilité  d'une  conllruétion  &  fa  {implicite  peu- 
vent récompenfer  en  quelque  forte  ce  défaut ,  &c  c'clt  ce 
qu'on  verra  encore  dans  l'exemple  qui  fuit. 

Exemple     IX. 

Fi  G.  i6i.  440.  L/i  VISER  un  triangle  fcalene  donné  ABC 
en  quatre  parties  égales,  par  deux  lignes  droites  DE, 
F  G ,  qui  s'entrecoupent  à  angles  droits  au  point  H. 

Si  l'on  fait  attention  fur  la  nature  de  ce  Problême, 
on  verra  ,  1°.  que  deux  des  extrémités  D ,  F,  des  deux 
droites  D  E ,  F  G ,  fe  trouvent  nécefTairement  fur  l'un 
des  côtés  AC  au.  triangle  donné  ABC,  .&  que  leurs 
deux  autres  extrémité?  E,  G ,  fe  trouvent  chacune  fur 
chacun  des  deux  autres  côtés  BC,  B  A.  2".  Que  les 
deux  points  cherchés  £?,  F ,  doivent  avoir  deux  con- 
ditions ,  dont  la  première  eft  que  les  lignes  D  E  ,FGy 
qui  divifent  chacune  le  triangle  ABC  en  deux  par- 
ties égales  f  s'entrecoupent  à  angles  droits  en  jup  point 


Des  Problèmes  "déterminés.  40 r 
jy ;  &  la  féconde  quelles  forment  avec  les  deux  autres 
côtés  du  triangle  donné,  un  quadrilatère  BGHE  qui 
foit  la  quatrième  partie  du  triangle  ABC.  Cela  pofé. 

Soient  menées  fur  le  côté  A  C  les  perpendiculaires 
G I ,  B  K,  E  L  ,  6c  foient  nommées  les  données  AC,  za  ; 
BK^b\  A'yC-^  N  C,  d;6c  les  inconnues -r^F,  x;  CD, y. 
Puifque  le  triangle  AGF.y  ou  GIx\AF  doit  être  la 

moitié  du  triangle  ABC  (ab),  il  s'enfuit  que  GI=^^ 

&  par  la  même  raifon  EL=^  —  .  Or  les  triangles  fem- 
blables  CB'(,  CEL,  &  ABK,AGI,  donnent  BK(à), 

EL[^):'.  CK(d).  CL~'j.  EtBK(b).  Gl[^]::  AK  (c). 

^J=^.  Et  partant  DL  ou  CD  —  CL=y  —  -,  FI 

ou  AF — Al=x —  —  .Mais  les  triangles  redliangles  DEL, 

FGI ,  font  femblables  entr'eux  ;  puifque  chacun  d'eux 
eft  femblable  au  même  triangle  F D  H ,  qui  eft  rectan- 
gle en  H  félon  la  condition  du  ProhJcme  qui  demande 
que  les  deux  lignes  DE,  FG,  s'entrecoupent  à  angles 

droits.  On  aura  donc  ELQ^),  LD  (^^^)  ::  FI 
/  XX— ac \    jQ  ^f_j  .  ÇQ  qui  donne,  en  multipliant  les 

extrêmes  &  les  moyens  ,  cette  équation  x xyy — '^cyy 
i — adxx -^ aacd=aabb ,  ou  xx  —  acxyy — ad=aabby 
qui  renferme  la  première  condition  du  Problême  ;  de 
forte  qu'il  ne  refte  plus  qu'à  accomplir  la  féconde  ;  fça- 
voir  que  le  Trapéfe  B  GUE  foit  le  quart  du  triangle 
donné  ABC. 

Pour  en  venir  à  bout.  Du  point  d'interfe6lion  H  des 
deux  droites  DE  ,  FG ,  foient  menées  aux  trois  angles 
du  triangle  ^5C,  les  lignes  H^'^, /7C,H5;  &  on  aura 
1°.  FD(x-+-y  — 2^).  AF(x)::  FHD(^ab).  FHA 

zzr'  Et  partant  le  triangle  AH  G  ou  le  trian- 


abx 


gle  FGA  moins  le  triangle  FHA={  ab  — 


Eee 
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^o.M{^).  IK{;-^-)::  AG.  GB  ::AHG{^{^')' 

GHB  ^_,bjcc-^b.^b^c^^^±A^ ^  Q^  trouvera  par  un 

raifonnement    femblable    que    le     triangle    HEB  = 

43:-+- 4^ —  Za 

enfemble  les  triangles  H  GB ,  HE B  ,  on  formera  le 
quadrilatère  HGBE  qui  doit  erre  égal  à  la  quantité  '-  ab 
quatrième  partie  du  triangle  ABC:  ce  qui  donne  pour 
la  féconde  équation  xx-\-yy-\-^xy — %  a  x  —  ^ay 
-h  I  o\a  a  =  o. 

Si  l'on  fait  évanouir  par  le  moyen  de  ces  deux  équa- 
tions l'inconnue  y  ,  on  arrivera  à  une  égalité  du  huitième 
degré  qui  renfermera  toutes  les  conditions  du  Problême, 
&  dans  laquelle  il  n'y  aura  plus  qu'une  feule  inconnue  x  j 
de  forte  que  toute  la  difficulté  eft  réduite  à  trouver  les 
racines  de  cette  égalité.   Et  c'efl:  ce  qu'on  peut  faire  par 
îe  moyen  de  deux  lieux  du  troifieme  degré  ,  comme  l'on 
a  cnfeigné  dans  les  articles  417  ,  &4,i8  (  Liv.  précéd.  ). 
Mais  comme  la  conftrudiion  de  ces  lieux  devient   fore 
embarraffée  &  d'une  longueur  infupportable  dans  la  pra- 
tique ,  à  caufe  de  la  multitude  des  termes  de  leurs  équa- 
tions, il  eft  beaucoup  plus  naturel  de  conftruire  féparément 
les  lieux  des  deux  équations  que  l'on  vient  de  former,  quoi- 
que l'un  d'eux  foit  du  quatrième  degré  &  par  conféquent 
plus  compofé ,  car  l'autre  n'étant  que  du  fécond  récom- 
penfe  ce  défaut,  &  d'ailleurs  la  facilité  de  la  conftrudion 
doit  déterminer  en  fa  faveur:  voici  comment  elle  fefait. 
f  iG.  i6i.       Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  AB^ACy, 
qui  font  entr'elles  un  angle  droit  ^^Cj  on  prolongera 
BA  en  E  j  enforte  que  AE  =  \/ac ,  ôc  CA  en  F ,  en- 
forte  que  AF=\/ii  d.    Ayant  pris  fur  AC  une  partie 
quelconque  A  P  ,  on  décrira  du  centre  E  de  l'intervalle 
J^P   un  arc  de  cercle  qui  coupe  A  C  en  G  ;    &  ayant 
pris  A  H ,  enforte  que  le  redangle  H  AxAG  foit  égal 
au  triangle  donné  BAC,  on  prendra  fur  AB  h  partie 
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j4Q  =  FH.  On  mènera  enfuite  les  droites  PM,  QM, 
parallèles  à  AB,^C,  lefquelles  s'entrecoupent  en  un 
point  M  i  &c  ayant  trouvé  en  la  même  forte  une  infinité 
d'autres  points  tels  que  M  ,  on  fera  pafler  par  tous 
ces  points  une  ligne  courbe  KAIL.  Cela  fait,  on  pren- 
dra fur  la  diagonale  ^  Z>  du  quarré  ABDC ,  qui  a 
•pour  côté  la  ligne  A  C  éeal  au  côté  A  C  du  triangle 
donné  AB'J,  les  parties  A T='-AD ,&:  DS=~Ab; 
âx.  on  décrira  du  premier  axe  TS  qui  foit  à  fon  paramètre 
comme  i  ett  à  3  ,  une  Hyperbole  OSR.  Je  dis  à  pré- 
fent  que  fi  l'on  mené  du  point  AI  où  je  fuppofe  qu'elle 
rencontre  la  ligne  courbe  KAiL  au  dedans  du  quarré 
ABDC,  la  perpenHicuIaire  MP  fur  AC,  ôc  qu'on 
prenne  fur  le  côté  -^C  du  triangle  ABC,  les  parties 
AF=AP,  &  CD=PMi  les  points \F,  D,  feront 
tels  qu'ayant  mené  (  ce  qui  eft  facile  )  les  deux  droites 
FG ,  DE,  qui  divife  chacune  le  triangle  ABC  en  deux 
parties  égales  ;  elles  s'entrecouperont  à  angles  droits  , 
&  le  partageront  en  quatre  parties  égales. 

Car  nommant  AP ,  x  ;  P  M ,  y  ;  on  aura  a  caufe  des 
triangles  EAG,  F  AH,  rectangles  en  A,  le  quarré 

'ÂG=.'ËG\xx)  —  ÂË\ac),&!.  le  quarré  ÂH^=FH 

(yy)  —  A  F  (ad).  Or  puifque  par  la  conftruclion  le  rec- 
tangle HAxAG  eft  égal  au  triangle  donné  BAC (ab), 

il  s'enfuit  que /f^  xAG  (yy — aaxxx  —  ac)  =  aabh, 
La  ligne  courbe  KM L  fera  donc  le  lieu  de  cette  équa- 
tion qui  ert  la  première  des  deux  que  l'on  vient  de  trou- 
ver ;  &  par  conféqucnt  fa  propriété  fera  telle  que  fi  l'on 
mené  d'un  de  (a  points  quelconques  M  pris  au  dedans 
du  quarré  ABDC,  une  perpendiculaire  MP  fur  A  C, 
&  qu'on  prenne  fur  le  côté  AC  du  triangle  donné  ABC, 
les  parties  AF=AP ,  &  C  D  =  P  M  ;  les  droites  FG, 
DE  qui  divife  chacune  par  le  milieu  le  triangle  ABC  y 
s'entrecouperont  à  angles  droits  au  point  H. 

De  plus  fi  d'un  point  quelconque  M   de  l'Hyperbole 
OS K,  on  mené  la  perpendiculaire  M  ^fur  fon  premier 

Eee  ij 
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axe  TS ,  &  qu'on  prolonge  P  M  jufqu'à  ce  qu'elle  ren- 
contre la  diagonale  jl  U  au  point  X  ;  les  triangles  rec- 
tangles &  ifofcelles  APXj  MVX ,  donneront  i  .  v^a  :: 
^P  onPX^x).  AX^xv^z,&.\/z.  i  ::MX{x—yy 

MVoxx  FJr=^/;  &  partante  F  ou  AX—XV. 

^^~vT'  ^^  P^*"  ^^  conftrudion  AD  =  ia\/^  puifque 
AC=2a,à(.  par  conféquent  TS  on  DT — DS=^-a\/2. 
On  aura  donc  TK  ou  AÏ^—AT='^±^—,  &  VS 

ou  TV — 7'S=— — -^~'— ,  &  par  la  propriété  de  l'Hy- 
perbole TF^VS  ^Aif±£f>±WrJ^fi^iff>±i^^.  mV 
/xK—-Ly»-\ryy\  ,  ^  j^  ^_^  c'eft-a-dire,  comme  le  premier  axe 

TS  eft  à  Ton  paramètre  :  ce  qui  donne  en  multipliant  les- 
extrêmes  &  les  moyens  cette  équation  xx-Jryy-^^xyy 
—  8ux — 8aj-f- io^a  =  o.  L'Hyperbole  G.5'il  en  fera, 
donc  le  lieu  ,  &  jouira  par  conféquent  de  cette  propriété  ;^. 
fcavoir  que  fi  l'on  mené  d'un  de  fes  points  quelcon- 
ques iVf  pris  au  dedans  du  quarré  ABDC,  une  per- 
pendiculaire MP  fur  AC,  èc  qu'on  prenne  fur  le  côté' 
AC  an  triangle  donné  ^.5  C  ,  les  parties  AF=AP y 
ôc  CU  =  PM;  les  droites  FG,  DE ,  qui  divife  chacune 
par  le  milieu  le  triangle  ABC,  le  couperont  en  quatre 
parties  égales. 

Maintenant  puifque  le  point  Tkf  Ce  trouve  en  même 
rems  fur  la  ligne  courbe  KAIL  ,  &  fur  l'Hyperbole- 
OSR  y  il  s'enfuit  que  les  points  D ,  F ,  pris  fur  le 
côté  -^  C  du  triangle  donné,  auront  auffi  en  même 
tems  les  deux  conditions  requifes.  Et  c'eft  ce  qui  étoic 
propofé. 

S'il  arrivoit  que  les  deux  courbes  OSRy  KM L  ,  ne- 
fe  rencontraflent  point  au  dedans  du  quarré  ABDC,. 
ee  feroic  une  marque  infaillible  qu'on  auroit  fait  une- 
fuppolition  fciufl'e  ^  fcavoir  que  les  deux  extrémités  D  ,Fy 
ffe- rencontrent  fur  le  côté  AC.    C'eft  pourquoi  il  fau-^ 
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droit  les  fuppofcr  fur  l'un  des  deux  autres  côtés  ,  & 
fecommencer  le  calcul ,  en  faifant  des  raifonnemcns  fem- 
blables  aux  précédens  ,  pour  avoir  une  conftrudion  par 
rapport  à  ce  nouveau  côté.  Mais  fi  l'on  fait  les  trois 
remarques  fuivantes,  il  fera  aifé  de  prévoir  lequel  des  trois 
côtés  on  doit  prendre  pour  celui  fur  lequel  tombent  les 
deux  extrémités  D ,  F,  afin  d'avoir  sûrement  une  folu- 
tion  ,  &  de  n'être  pas  obligé  de  recommencer. 


La  première  eft  que  CL  =    '"^_     -\-ad ,  &c  B K 


^aa- 


aahb  •    f  •  i 

laa—ad  ~^  ^  ^  /   ^^  ^"^  ^^  ^oit  CH  mettant  dans  y  y 
-H- ai/ à  la  place  de^P(x)  fa  valeur  ACfia)^ 


XX 


aabh 


&  dans  xx=  "'^^ad  "+' ^  '^  ^  la  place  de  ^ Q  (  j)  fa  va- 
leur AB  (2û)i  La  féconde  confifte  en  ce  que  CRz=\/' zaa 
f=^B  O  i  ce  qui  fe  trouve  en  métrant  dans  l'autre  équa- 
tion xx-i^yy-h^xy — -Sax — Say -h  ioaa=:o  dont 
le  lieu  elt  l'Hyperbole  OSR  ,  d'abord  à  la  place  de 
AP(x)  fa  valeur  ACÇza)  ,  Ôc  enfuite  à  la  place  de 
AQ  (y)  fi  valeur^/?  (^.a).  La  troifieme  fe  tire  de  ce 
qu'en  fuppcfant  A  K  (c)  moindre  que  C  K  (d)  comme 

on  le  fait  ici,  il  s'enfuit  que  BK   ( — — — -^ac")    eft 

*  \  4ffj  — ad  J 

moindre  que  CL    (-~^  -J^ad^ .  Or  cela  pofé  ,  fi  l'on- 

veut  que  BK   (~^^_^j~^^^}    foit  moindre  que  BO 
(laa)  ,  on  trouvera  en  mettant  pour  d  fa  valeur  2  a  —  c 
&  opérant  à  l'ordinaire  que  bb-^cc  doit  être  moindre 
que  4«û  ,  c'efl-à-dire  ,  que  le  côré  A B  du  triangle  don- 
né vi  5  C  doit  être  moindre  que  le  côté  A  C  :  &  fi  l'on 

veut  que  le  quarré  CL    (~JJ_^  ->t-adj  foit  plus  grand 

que  CR  (a^a),  on  trouvera  en  mettant  pour  c  fa 
valeur  za-^d  ôc  opérant  à  l'ordinaire  que  le  côté  BC 
{i/bb^  dd)  doit  furpaffer  le  côté  AC  (za).  Mais  iî 
eft  vifible  que  B  K  étant  moindre  que  B  O  6c  CL  plus 
grande  que  CR,  les  deux  lignes  courbes  KML,  OMRj,' 
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fe  coupent  néccfîaiœmcnt  au  dedans  du  quarré  A  B  D  C. 
D'où  il  fuit  que  fi  le  triangle  donné  ABC  a  tous  les  an- 
gles aigus  ,  6c  qu'on  prenne  pour  le  côté  A  C  fur  lequel 
on  fuppofe  que  les  deux  points  F,  U,  fe  rencontrent, 
celui  des  trois  dont  la  grandeur  eft  moyenne  entre  les 
deux  autres  &  pour  le  côté  A  B  le  plus  petit ,  le  Pro- 
blême aura  toujours  néceflairement  une  folution  ,  puif- 
qu'alors  (Jig.  16 1.)  le  point  K  fe  trouvera  entre  les  points 
A,  C,  ôc  que  AK  ett  moindre  que  AC ,  comme  Ton  a 
fuppofé  en  faifant  le  calcul  fur  lequel  tout  ce  raifonne- 
ment  eft  fondé.  On  trouvera  en  la  même  forte  que  fi 
le  triangle  donné  eft  reftangle  ou  obtus-angle.,  &  qu'on 
prenne  pour  le  côré  A  C  fur  lequel  doivent  tomber  les 
deux  extrémités  D  ,  F ,  le  côté  moyen  ,  on  aura  toujours 
une  folution  ;  de  forte  que  cette  remarque  eft  générale 
pour  toutes  fortes  de  triangles. 

On  voit  dans  la  figure  262.  que  l'Hyperbole  OS R  & 
la  courbe  KML  fe  coupent  non  -  feulement  dans  un 
point  M,  au  dedans  du  quarré  ABDC  ,  comme  le 
demande  le  Problême  j  mais  encore  en  un  autre  point 
M  au  dehors  de  ce  quarré.  Or  fi  1  on  veut  fçavoir  quelle 
peut  être  l'utilité  de  cet  autre  point ,  on  trouvera  qu'il 
donne  une  des  réfolutions  du  Problème  fuivant  ,  dont 
celui-ci  n'eft  qu'un  cas  particulier. 

FjG.  i6i.  Trouver  fur  le  côté  A  C  du.  triangle  donné  ABC, 
deux  points  F,D,  tels  qu'ayant  mené  les  droites  FG ^ 
D  E ,  qui  font  avec  les  deux  autres  côtés  AB  ,  B  C ,  les 
triangles  FGA,DEC,  égaux  chacun  à  la  moitié  du 
triangle  ABC:  les  lignes  -fG,  DE,  s'entrecoupent  à 
angles  droits  au  point  H ,  &c  h  quadrilatère  B  G  H  E 
foit  égal  au  quart  du  triangle  AB  C. 
FiG.  163  &       Car  lorfque  le  point  d'interfedion  Af  tombe  au  de- 

4-^^'  dans  du  quarré  AB DC^  il  eft  clair  que  les  lignes  AP, 

PiVÎ  feront  chacune  moindre  que  le  côté  AC,  &  qu'ainfi 
les  points  F ,  D  ,  qu'elles  déterminent  tomberont  tous 
deux  entre  les  points  A,C\  ce  qui  réfoud  le  Problème 
énoncé   comme    l'on  a  fait  au   commencement.    M.ais 
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iorfque  le  point  J\d  tombe  au  dehors  du  quarré  ,  comme  Fig.  23  & 
alors  l'une  des  lignes  AP,  F  M  eft  moindre  que  fon  14. 
coté  A  C,  &  l'autre  plus  grande;  il  s'enfuit  que  l'un  des 
points  F ,  D ,  tombe  fur  le  côté  AC  au  triangle  donné  , 
&  l'autre  fur  ce  même  côté  prolongé  ;  ce  qui  donne  une 
autre  folution  du  Problême  énoncé  comme  l'on  vient 
de  faire  en  dernier  lieu. 

Exemple     X. 

441.  Une  Section  conique  M  A  N  étSLtit  donnée  5 
avec  un  point  S  hors  de  fon  plan  pour  le  fommet  du 
cône  dont  elle  eft  la  Sedion  ;  on  demande  la  pofition 
du  cercle  M  a  N  qui  en  efl  la  bafe. 

Je  diltingue  cette  queftion  en  deux  différens  cas  ,  dont 
le  premier  eft  Iorfque  la  Section  donnée  eft  une  Para- 
bole ,  &  le  fécond  Iorfque  c'eft  une  Ellipfe  ou  une 
Hyperbole. 

Premier  cas.  La  queftion  fe  réduit  à  trouver  fur  la  Fig.  xgj^- 
Parabole ,  le  point  A  tel  qu'ayant  mené  de  ce  point  le 
diamètre  AP  avec  la  ligne  AS;  du  point  S  la  ligne ^S"/) 
parallèle  k  AP  ;  &c  d'un  point  quelconque  P  du  diamè- 
tre ^4  P,  une  ordonnée  P  M  â  ce  diamètre  dans  le  plan 
de  la  Parabole  ,  &  une  perpendiculaire  a  U  k  cette 
ordonnée  dans  le  plan  du  triangle  DSA ,  qui  rencontre 
les  côtés  SA ,  SD  ,  aux  points  a  ,  D  :  \q.  quarré  de  PM 
foit  égal  au  redangle  aPxPD.  Car  décrivant  dans  le 
plan  aP M  un  cercle  qui  ait  pour  diamètre  a  i^  ,  il  eft 
clair  qu'il  paflera  par  le  point  M ,  puifque  l'angle  Ai' M 

eft  droit ,  &  que  P  M  =aPxP  D  ,  qui  eft  la  propriété 
elTentielle  du  cercle  -,  c'eft  pourquoi  menant  le  diamètre 
PAy  &  tirant  de  l'extrémité  D,  du  diamètre  D  a  à\x 
cercle  une  parallèle  D  S  )i  P  A  y  qui  rencontre  a  A  me- 
née de  fon  autre  extrémité  a  par  l'origine  A  du  diamètre 
AP  y  en  un  point  S  ,  le  cône  qui  a  pour  fommet  ce 
point ,  &  pour  bafe  le  cercle  MA  N,  formera  ^  par  *  j^t.  16 ç). 
fa   rencontre   avec  le  plan   APM  la  Parabole  même 
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donnée  M.  AN.    Voici    comment   on  peut  trouver  le 
point  A. 

Soit  V  le  paramètre  inconnu  du  diamètre  A  P^  6c  l'on 

aura  par  la  propriété  de  la  Parabole  ,  FM  ==AFxv  : 

mais  pour  fatisfaire  au  Problême  ,    il  faut   que   FM 
=  aFx  FIJ.  Donc  a  FxFD  =  AP  XV  i  ce  qui  donnç 
cette  proportion  AP.  P a  ::  PU.  v ,  qui  fe  change  ea 
menant  AO  parallèle  a.  Da  en  cette  autre  SO.  AO  :; 

PD  ou  AO.v  ,  &  partant  .VOx-t;=  2'Ô'. 

Maintenant  pour  trouver  les  valeurs   analytiques  de 
ces  lignes ,  je  mené  du  point  donné  S  fur  le  pian  de  la 
Parabole  la  perpendiculaire  SF ,  &  du  point  F  où  elle 
rencontre  ce  plan ,  fur  l'axe  B  G  \2l  perpendiculaire  -F G, 
qui  rencontre  le  diamètre  AP  en  H.   Je  tire  du  point  A 
l'ordonnée  AK  à  Taxe,  &  la  perpendiculaire  ^Q  à  la 
tangente  A  L ,   lefquelles  rencontrent    en  ii    &    4^    la 
ligne  F  Q^  menée  par  le  point  F  parallèlement  à  l'axe. 
J'élève  enfin  du  point  Q  une  perpendiculaire  Q^O  fur  le 
plan  de  la  Parabole,  qui  rencontrera  S D  dans  le  même 
point  O ,  où  la  ligne  A  O  parallèle  a.  a  D  h\  rencontre. 
Car  la  ta-ngente  AL   étant  parallèle  à  l'ordonnée  FM 
qui  efl:  perpendiculaire  fur  aD,  l'angle  LAO  fera  droit 
aulÎT-bien  que  l'angle  LAQ,  &  ainfi  le  plan  Ç)AO  fera 
perpendiculaire  fur  AL  ,  &  fur  le  plan  de  la  Parabole 
qui  paffe  par  cette  ligne;  c'eft  pourquoi  la  ligne   Q.O 
perpendiculaire  à  ce  plan  fe  trouvera  dans  le  plan  QAO, 
ôc    rencontrera   par   conféquent   la  ligne  SD   dans  le 
même  point  O ,  où  le  plan  QAO^  c'eft-k-dire  ,  la  ligne 
A  O  parallèle  h  aD  la.  rencontre.  Il  ert  à  remarquer  que 
toutes  ces  lignes  excepte  les  deux  F  S,  Q  O^  font  dans 
le  plan  de  la  Parabole.  Cela  pofé. 

Je  nomme  les  données  SF  ou  QO,a  ^  FG,  ou  K£^ 
b;  GB,c\  le  paramètre  de  Taxe, /j;  &  les  inconnues 
BK,  y;KA  ou  GH,y^  &  j'ai  k  caufe  des  triangles  fem- 
blables  AKT,AEQ,  cette  proportion  AK  (j).  K  T 

i~p)::  AE{b^y):  Eq=^-^^-\-{p:  ce  qui  donne  à 

caufe 
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caufe  des  triangles  yiEQ,  AQO ,  rectangles  en  .E"  &  Q, 

le  quarré  ZÏO   ou   ^^VFÔ'-+- ÇKJ'=^-^^ +  ^ 

^        ^  4-yy        2,y 

-h~pp-+-l'b-hiby-\-yy-i-aa.  Or  le  paramètre  du 
diamètre  ÀP  fçavoir  v  =  *p  -^  ^x=p-^^  ,  en  met-  *Jrc.  I7. 

tant  pour  x  fa  valeur -;  &.  S  O  ou  FQ  ou  GB  -\-BK 

-^  E  q==  c  -^  X  -^'-^  ^^  p  ^  c  -^'-^  -^'I-  -^  '-  p. 
Mettant   donc   ces    valeurs    anaJytiqucN  a  la  place  des 

■ X 

lignes  qu'elles  expriment  dans  l'égalité  AO  ^=-  S  O  xv  , 
on  trouvera —^- H- —  -^-pp-\-bb-^zby-\-yy-\-aa 

==  C/7 -+- J  J -t- '^ -h  L^  ;, -4- ±^>'^-  -f- ^  H- 2  ^ J -{- 2  jy  , 
c'eft-à-dire  en  effaçant  de  part  &  d'autre  les  quantités 
qui  fe  trouvent  les  mêmes ,  fubftituant  pour  y  y  la  valeur 
p  X ,  ôc  opérant  enfuite  à  l'ordinaire  ; 

x^-^cxx-\-^cpx  —  —  bbp  =  o 
-h'-p    —  -  «  a 

dont  la  vraie  racine  que  l'on  peut  trouver  par  le  moyen  ^  *  j^t.  îSt; 
de  la  Parabole  même  donnée  ,  exprimera   la  valeur  de 
l'inconnue  BK,  qui  fcrt  à  déterminer  le  point  A   tel 
qu'on  le  demande. 

Second  cas.  Toute  la -difficulré  confifle  à  trouver  fur  pj^^  j^^, 
l'Hyperbole  donnée  M.AN,  le  point  A  tel  qu'ayant 
mené  le  diamètre  A  B  avec  les  lignes  SAa,  B  Sb  j  & 
par  un  de  fes  points  quelconques  P  ,  du  diamètre  AB 
une  ordonnée  P  M  dans  le  plan  de  l'Hyperbole  ,  &  une 
perpendiculaire  ab   h.  cette  ordonnée  dans  le    plan   du 

triangle  aSb  :  on  ait  le  quarré  PM  égal  au  reélangle 
aPx?h.  Cela  fe  prouve  de  môme  que  dans  la  Parabole , 
&  voici  ce  qu'il  faut  faire  pour  trouver  le  point  u4. 

Soit  V  le  diamètre  conjugué  au  diamètre  A  B ,  Se 
foient  menées  dans  le  plan  du  triangle  aSb  ,  les  lignes 
AO  parallèle  à  a^^  ,  &  OZ  parallèle  SlAB  qui  rencontre 

Fff 
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SA  en  Z;  &  l'on  aura  APxFB  à  Tm'ou  0  caufe 
du  cercle  )  à<3PxP^,en  raifon  compoféc  de  ^  jP  a  Pa , 
ou  ZO  à  Oy/,  &  de  P5  à  P/»,  ou  de  5^  à  ^O  y  c'cft-a- 

dire  ,  comme  ZOxAB  efl:  à  yiO  .  Or  par  la  propriété 
de  l'Hyperbole,  APxPB.  FM  :'.  ÂB\  vv;  &  par- 
tant ZOx-^5.  Âl)  ::ÂB.  vv  =  ^^^^.  Ce  qui 

donne  OZ.  AB,on  OS.  SB  ::Â~Ô\  vv. 

Maintenant  pour  trouver  les  valeurs  analytiques ,  tant 

de  la  raifon  de  OS  à  SB ,  que  des  quarrés  AO  &  vv  ; 
je  mené  du  point  donné  S,  la  ligne  S  F  perpendiculaire 
fur  le  plan  des  Hyperboles  ;  du  point  F  où  elle  ren- 
contre ce  plan  ,  la  perpendiculaire  F  G  a.  l'axe  D  K  qui 
eft  donné  de  pofition  &  de  grandeur ,  puifque  les  Hy- 
perboles font  données  ;  &  du  point  cherché  A  ,  l'ordon- 
née AKk  Taxe,  &  la  perpendiculaire  ^  T"  à  la  tangente 
AL  ,  lefquelles  rencontrent  la  ligne  BF  aux  points 
£■,  Q.  Je  tire  enfin  BH  parallèle  à  l'axe  qui  rencontre 
G  F  en  X,  TK  parallèle  a.  B  F  qui  rencontre  AK  en 
^^,  ôc  BD ,  Q-R,  perpendiculaires  fur  l'axe  ;  &  ayant 
élevé  (2  ^  perpendiculaire  fur  le  plan  de  l'Hyperbole  , 
on  prouvera  comme  dans  la  Parabole  qu'elle  rencontrera 
la  ligne  BS  au  même  point  O,  où  la  ligne  AO  parallèle 
a  ab  la.  rencontre.  Il  efl:  à  remarquer  que  toutes  ces 
lignes,  excepté  les  deux  FS ,  Q  O, font  dans  le  plan  des 
Hyperboles.  Cela  pofé. 

Soient  nommées  SF=a,FG=bf  CG  =  c,  le  pre- 
mier axe  =2  i/,  le  fécond  =2/,  les  inconnues  CK  ou 
CD^x,  AK  ou  BD  ou  GX  ou  KH=y  ;  &  l'on  aura 
DKou  BH=ix,  DG  ouBX=c-hx,  GK=x  —  c, 


:=  £-,  \/ddx  X  ~^ffx  X  —  d'^  en  mettant  pour  y  y  fa  va- 
*  Art.  Zi.     leur*  —  - — jf.   Or  les  triangles  femblables  ^J^F,  ^iî^". 


ad 


TKV  donnent  BX  (c-4-x).  XF  {b—y)::  BH (zx).. 
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H£=-^'::  TK(éy  KF^^^;  &partan. 

— KV=  --JL^-^^^y^p'JUJnL  .  mais  à  caufe  des  triangles 
femblables  y4  l^T,  AE  Q,  oc  A  T,i  ,qTR,  il  vient 
AK  AT::  AE.  AQ=  ^Jfl±llfyj^+ff''—'i'   &  y^r. 

TK::QT.  TR::  AT -i- TQ  ou  A(2.  KT-^TR  ou 

K  R—         ^  ''S'"  *  H-  ^  cff'^y -pj  GR  ou  GK-^KR 

ddxy+ffxy bffx^'cddy-      ■L'OnC    ^-g 

__  ddxy-^-ffxy~ir-bffx  — cddy       D  R  ou  DK-{-KRxFS 

ddxy-^ffxy b]fx"-\-cddy)  DG 

^Tli^^'^r,-,-^^'  P-l-q-  DG.  DR:: 
BF.  BQ::  h  S.  QO  j-  &  à  caufe  du  triangle  reftan- 
gle   AQ  O  ,    le    quarré   ÂT)^  ou    'ÂÇ^  -i-  'qIJ  = 

___  ■'■bfx  H-  -^cfyt  X  àMx-^-ffxx_~-ci*\  -t-  zaddxy-i-iaffxY\''       j^         . 

7~; ,E~ —  —     -  " —  2  •      J-^C     plus 

daxy  -\-  fxy hfx  -i-  cddy\  ^ 

SO.  SB::FQ.  FB::  GR,  GD ,  ik  vv=^  ^xx -i- ^yy  »  ^^^^  ^ 

Si  donc  l'on  met  dans  la  proportion  SO.  SB  :  :  AU  . 
vv,  à  la  place  tant  de  la  raifon  de  SO  à  SB  ou  GR  à 

CD  ,  que  des  quarrés  AO  &  vv,  les  valeurs  analyti- 
ques que  l'on  vient  de  trouver  ,  on  formera  en  multi- 
pliant  les  extrêmes  &  les  moyens  cette  égalité 
2bfx  -4-  2c-/y|'  X  ddxx  -\-lfxx  — ■  d^\  H-  zadJx  y-^-zaffxyf 
=ddxy -+-ffxy-hhjtx~cddy \  x  ddxy-i-fxy~hjfx+cddy\ 
X  4XX  -+-  ^t  — ^dd\ ,  dans  laquelle  tous  les  termes  où  y 
fe  rencontrera  au  premier  degré  s'effaceront  ;  &  mettant  a  ---. 
la  place  du  quarré  y  y  fa  valeur-^ — Jf^   on   trouvera        ^\ 

bbd^x'-^zbbddff'x^-^bbpx^  —  bbd'xx  —  ccd'xx 
-r  b  bfd'xx—  ccffd'xx  -\-  ccffà'  -\-  ccd'=ddxx 

-^rjf'xx — d* — aadd — ccdd^  x  ddx'^-h-xjjx'^-\-^-^  x'* d-^xx 


■zddjf'xx—f^xx\  qui  fe  change  en  faifant  pour  abré 

Fffij 


ger 
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4d->rff=  tnni ,  hl>-i-cc=^nn  ,   a a-^  dd~\~cc=rr^ 
en    cette   autre    bbm'^x'^ — mmnnd'^xx -\- ccmmd^ 

s=rnmxx  —  ddrr  x  ^x^  —  ni'^xx   qui  fe  réduit  enfin  en 
faifanc  xx=di  à  cette  égalité  du  croifieme  degré 


^d 


î'_^' 


dbbt 


dbnt  Tune  des  racines  ;  fçavoir  ceiïe  qui  eft  plus  grande 
que  d  ,  ett  telle  que  prenant  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  cette  racine  &  d  moitié  du  premier  axe  ;. 
cette  moyenne  proportionnelle  exprime  la  valeur  de 
CK  qui  ferc  à  déterminer  le  point  cherché  A.  On 
pourra  fe  r/ervir  de  l'Hyperbole  même  donnée  pour 
trouver  les  racines  de  cette  égalité,  par  le  moyen  des 
articles  39^,  &  399.  du  Livre  précédent, 

Lorfque  CG  {c)'=  o  ,  c'eft-à-dire  ,  lorfque  le  point 
F  tombe  fur  le  fécond  axe  ;  il  eft  vifible  que  cette  éga- 
lité fe  chiLngQ  en  une  autre  du  fécond  degré  ,  puifque 
le  dernier  terme  étant  nul  ,  elle  fe  divife  par  ;^.  Mais 
lorfque  FG  {b)^o  ,  ce  qui  arrive  lorfque  le  point  F 

tombe  fur  le  premier  axe  ;   le  terme  — -  s'efFace  dans 

l'égalité  précédente,  &  un  qui  eft  bb-hcc  devient  ce  y  ce 
qui  fait  qu'elle  fe  peut  divifer  par  { — d,  &  qu'elle  fe  réduit 
par  conlequcnt  a  celle-ci    :^{^ -{H ^  =  0,   qm 

n'eft  encore  que  du  fécond  degré.  Enfin  fi  l'on  fait  dans- 
cette  dernière  égalitJ  c==o;  ce  qui  doit  arriver  lorfque 
le  point  F  tombe  fur  le  centre  C,  puifqu' alors  les  lignes 3 

&  c  deviennent  chacune  nulles;  on  aura  ^=— ,  &  par- 
lant ^7 ou  xx^'^'-,  &  x  =  '^=dl/'^^M', 

>■  mm  '  m  '^       ad^ff 

H  eft  inutile  d'avertir  que  le  Problème  fc  réfoud  par 
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la  même  voie  dans  rElIipfe  ,  n'y  ayant  de  changement 
que  dans  quelques  lignes.  Mais  on  peut  ccujous  rap- 
porter ,  fi  l'on  veut ,  ce  fécond  cas  au  prt  mier ,  de  la 
manière  qui  fuit. 

Ayant  mené  par  un  point  quelconque  B  de  l'une  des  Fig,  J4 
Hyperboles  données,  une  tangente  B  G  ;  6c  ayant  fait 
paffer  par  cette  tangente,  &  par  le  fommet  donné  S, 
un  plan  GBS  :  foit  mené  par  tout  où  l'on  voudra,  un 
autre  plan  H  KL  parallèle  à  celui-ci.  Je  dis  qu'il  for- 
mera dans  la  furface  conique  ,  décrite  par  une  ligne 
droite  indéfinie  attachée  en  S ,  &  mue  autour  de  l'Hy- 
perbole oppofée  M  AN,  une  ligne  courbe  H  KL  qui 
fera  une  Parabole  ;  de  forte  que  toute  la  difficulté  eft . 
réduite  au  cas  précédent.  Car  fuppofant  que  le  cercle 
DH  M  N L  foit  la  bafe  du  cône  ,  qui  a  pour  fommet  le 
point  S ,  &c  pour  Sedion  l'Hyperbole  MA  N  avec  fon 
oppofé  \  il  eft  clair  que  le  plan  GBS  touchant  les  deux 
furfaces  coniques  oppofées  qui  ont  pour  bafe  ce  cercle  , 
dans  le  côté  BSD  ,  formera  dans  le  plan  de  la  bafe, 
une  ligne  droite  DE  qui  touchera  cette  bafe  en  un  point 
D.  Or  comme  cette  ligne  eft  la  dire£lrice  par  rapport  à 
la  Section  H  KL,  il  s'enfuit  félon  la  définition  dixième 
du  Livre  V  I.  que  cette  Seétion  fera  une  Parabole. 

Ce  Problème  a  été  très-célebre  du  tems  de  M.  Def^ 
cartes ,  &  l'on  en  a  trouvé  une  folution  parmi  fcs  Ma- 
nu fcrits ,  qui  eft  imprimée  à  la  fin  de  la  75^  Lettre  du 
3=  tome.  Si  l'on  veut  fe  donner  la  peine  de  comparer  Cx 
folution  avec  la  mienne,  on  verra  que  non -feulement 
elle  eià  moins  naturelle  puifqu'elle  ne  va  pas  droit  au 
but ,  mais  encore  qu'elle  eft  beaucoup  plus  embarrafTée, 
Aufl]  ne  dcnne-t-il  point  l'analyfe  du  cas  où  la  Section 
eft  une  Eilipfe  ou  une  Hyperbole  ;  &  ille  contente  d'af- 
furer  que  l'égalité  qui  renferme  les  conditions  du  Pro- 
blême ,  ne  doit  pas  paifer  le  quatrième  degré. 
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L  E  M  M  E    I. 

fïG.  166,  442;  ^ï par  rcxtrémité'Q  d'un  diamètre  ^^,  Von  mcnc 
iCy.  16S.  une  corde  quelconque  BD  qui  termine  l'arc  A  D  moindre 
que  la  demie  circonférence  ,•  (5"  qu'ayant  pris  par- tout  où 
l'on  voudra  deux  arcs  contigus  EF,  FG,  égaux  chacun  à 
l'arc  h.D,  on  tire  les  cordes  B  E,  BF,  B  G  :  je  dis  que  la 
corde  du  milieu  BF  ejl  à  lafomme  ou  à  la  différence  defes 
deux  voijines  BE ,  BG ,  comme  le  rayon  CB  ejl  a  la  corde 
3D:Jçavoir  à  lafomme  lorfque  l'origine  commune  B 
des  cordes  BD,BE,BF,BG,  ne  tombe  fur  pas  un  des 
deux  arcs  E  F ,  F  G  ;  "'au  contraire  à  la  diff'érence,  lorf 
qud  tombe  fur  l'un  ou  Vautre  de  ces  deux  arcs. 

Car  foit  du  centre  F,  &  du  rayon  F  B ,  décrit  un  arc 

de  cercle  qui  coupe  la  corde  B  G  prolongée ,  s'il  eft  né- 

cefTaire ,  au  point  H  ,  pour  avoir  une  triangle  ifofcelle 

BFH,  qui  fera  femblable  au  triangle  ifofcelle  DCB ; 

puifque  l'angle  FB  H  a  pour  mefure  la  moitié  de  l'arc 

F  G  égal  à  l'arc  ^  D ,  dont  la  moitié  eft  aufîi  la  mefure 

de  l'angle  C  BD.  On  aura  donc  F5  .  B  H  :  :  CB.  BD, 

de  forte  qu'il  ne  refte  qu'à  démontrer  que  la  ligne  B  H 

eft  la  fomrne  des  deux  cordes  B  E ,  B  G ,  dans  le  premier 

cas  ,  &  leur  différence  dans  le  fécond.  Pour  le  faire. 

"£10.166.       Soient  tirées  les  cordes  E  F ,  FG  ,  &   on  aura  deux 

triangles  BEI*  ,FHG ,  qui  feront  femblabîes  &  égaux. 

Car  dans  le  premier  cas  l'angle  F  H  B  ou  FHG,  eft 

égal  à  l'angle  FBH  qui  vaut  l'angle  FBE,  puifque  les 

arcs  F  G  ,F  E  ,  font  égaux  ;  &  de  plus  l'angle  BE  F  eO: 

égal  à  l'angle  FGH ,  puifqu'ils  ont  chacun  pour  mefure 

la  moitié  du  même  arc  B  F  ;  &c  partant  l'angle  G  F  FI 

eft  égal  à  l'angle  E  FB.  Or  les  côtés  FE,FG,ôcFB, 

F  H ,  font  égaux  entr'eux.  Le  côté  G  H  fera  donc  égal 

au  côté  B  E.  Donc,  &c. 

Fis.  167.       On  prouvera  à-peu-près  de  même  dans  le  fécond  cas 

^^^-  que    les    triangles    FHG ,  F  B  E  ,  font  femblabîes  & 

égaux  ;  &   qu'ainfî  la  ligne  B  H   eft  la  différence  des 

deux  cordes  BG,  B  E. 
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443.  Soit  une  Table  dont  le  premier  rang  parallèle 


renfermant  le  nombre  2 ,  &  le  fécond  la  lettre  x  ;  le  troifemc 
XX — 2  foit  le  produit  duj'econd  par  x,  moins  le  premier  y 
le  quatrième  -x?  —  ^xfoit  le  produit  du  troifieme  par  x  , 
moins  le  fécond  ^  h  cinquième  x"* — 4xx-t-2  Joit  le  produit 
du  quatrième  parx  moins ,  le  troifeme ,  &  ainf  de  fuite  à 
l'infini.  Soit  de  plus  un  arc  de  cercle  quelconque  AR  divifé 
enautantde  parties  égales  qu^onvoudra, aux  points'Dy^y  Pje,  ^(jj,; 
F,  G,  &c.  Je  dis  que  fi  le  premier  rang  z  de  la  Table  ex-  270. 
prime  la  valeur  du  diamètre  BA  ,  &  le  fécond  rang  x  celle 
de  la  première  corde  BD  ;  /e  troifieme  rang  xx — 2  expri- 
mera la  valeur  de  la  féconde  corde  B  E ,  /e  quatrième  rang 
X? — 3x  c  lie  de  la  troifieme  corde  B  F ,  6*  ainfi  de  fuite  juf- 
qu^à  la  dernière  B  R  :  e/z  obfervant  que  ces  cordes  devien- 
nentne'gativeSjlorf qu'elles pajfent de  l'autre  cotédupointB. 


I 
2^ 

3' 
4° 
5^ 

r 

9^ 
ii'^ 

I2< 

M' 


2 

I.V 

\xx 
ix' 


Table  pour  la  divifion  des  arcs  de 
cercle  en  parties  égales. 


— ■  2 

—  3^ 

—  4XX+2 


ix'  —  <,x'  -\- 


<^x 

-\-()XX  • 2 


,3 


ix^  —  6x* 

ix"  —  jx*  -hi^x' — yx 

rx'  —  8x^  -f-20x'* — i<j  xx-\-2 

IX'  9X^    H-27X"' 30  x'  -\-ç)X 

ix'° — lOx*  -i-3'5x* — 50  x*-+-25  XX — 2 
IX" — iix'  -+-44^^ — 77  x^  -h")")  x' — IIX 

IX'^ I2X"'H-54X3 II2X*  ^-lO^X'* 36XXH-2 

ix" — i3x"-i-65x' — i5(îx^  -+-182X'  — pix'  -hi^x 


Car  ,1°.  lorfque  l'arc  u4R  cû  moindre  que  la  demie    Fig.  lé^, 
circonférence  ^DB ;  fi  l'on  multiplie  une  corde  quel- 
conque B  F  par  x  y  «Se  qu'on  retranche  de  ce  produit  la 
corde  BE  qui  îa  précède  ,  on  aura  la  corde  BG  qui  la 
fuit  immédiatement ,  puifque  félon   le  Lemmc  précé- 


/ 
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dent  CB(i).  BD(x)::BF.  B E -\-B  G  =  xBF  ,  & 
partant  BG  =  xBF—BE.  Donc,&c. 
FiG.  Z70.  2°-  Lorfque  l'arc  ^il  efl:  plus  grand  que  la  demie  cir- 
conférence A  D  B  i  il  eft  vifibie  que  l'origine  commune 
B  de  toutes  les  cordes  Te  trouvera  nécefTairement  fur 
l'une  des  parties  égales  comme  GH,  dans  lefquelles  l'arc 
ylR  e&.  divifé.  Or  l'on  prouvera  comme  dans  le  premier 
cas  que  le  troifieme  rang  de  la  Table  exprime  la  valeur 
de  B  E ,  le  quatrième  celle  de  BF,  6c  ainfi  de  fuite  juf- 
qu'à  B  G  :  mais  il  refte  à  démontrer  que  le  rang  qui  fuit 
celui  qui  exprime  la  corde  B  G  ,  n'exprimera  point  la  va- 
leur de  -h  B  H ,  mais  celle  de  — B  H  j  &  de  même  que 
le  rang  qui  fuie  ce  dernier  exprime  la  valeur  de  — B I, 
■  Ôc  ainîi  de  fuite  iufqu'à  —  B  R. 

Selon  la  formation  de  la  Table,  le  rang  qui  fuit  celui 
qui  exprime  BG  eil  xBG — BF.  Or  par  le  Lemme 
CB{i).  BD{x)::  BG.  BF—BH,  &  partant— 5H 
t=xBG — BF  ;  c'eft-à-dire  que — BH  vaut  le  rang 
parallèle  de  la  Table  qui  fuit  immédiatement  celui  qui 
exprime  la  valeur  de  B  G.  Mais  félon  la  formation  de  la 
même  Table  ,  le  rang  qui  fuit  celui  qui  vaut  — B  H  eft 
. —  X  B  H —  B  G  valeur  de  B I ,  puifque  félon  le  Lemme 
X  B  H=  B  I —  B  G  :  &  de  même  le  rang  qui  fuit  celui 
qui  vaut  — BI  eft  félon  la  formation  de  cette  même 
Table  — X  B  l-\-  BH  valeur  de  la  corde  négative  — BL, 
puifque  fclon  le  Lemme  xBI=BL-\-BH.  Or  il  eft 
vifibie  qu'il  en  eft  de  même  de  toutes  les  cordes  qui  fui- 
vent  BL  jufqu'à  BR  i  &  c'eft  ce  qui  reftoic  à  démontrer. 

Corollaire     I. 

Fi  G.  ^(oç).       444.  De-ia  il  eft  évident  que  fi  l'arc  ^i?  eft  di^ 
^70.  vifé  en  cinq  parties  égales,    le    fixieme   rang    de  Table 

X*  —  1^  x^ -h  ^  :«    exprimera   la    valeur  dç   la  corde   ItR 
qui  foutend  l'arc  BR  différence  de  l'arc  A  R  &  de  la 
demie  circonférence  A  D  B  }    que  s'il  étoit  divifé  en  fepf 
parties  égales ,  le  huitième  rang  ferpic  la  valeur  de  BR; 
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&  en  général  qu'il  fauc  augmenter  d'une  unité  le  nom- 
bre des  parties  égales ,  afin  d'avoir  le  rang  de  la  Table 
qui  vaut  BR  :  en  obfcrvant  que  le  rayon  CB=i  ^ 
que  la  première  corde  B  D  =x  ^  &  que  la  dernière 
corde  BR  ell  négative  lorfque  Tare  AK  eft  plus  grand 
que  la  demie  circonférence. 

CoROLLAIReir. 

44'^.  On  voit  par  la  compofîtion  de  cette  Table  , 
x°.  que  le  nombre  2  eft  le  premier  terme  de  chaque 
rang  perpendiculaire.  2°.  Que  les  coëficiens  de  tous  les 
autres  termes  du  premier  rang  perpendiculaire  font 
égaux  à  l'unité.  3''.  Que  le  cocficient  d'un  terme  quel- 
conque de  tel  rang  perpendiculaire  qu'on  voudra ,  eft 
toujours  égal  au  coëficienc  d'un  pareil  terme  dans  le 
rang  perpendiculaire  à  gauche ,  plus  au  coëficient  du 
terme  qui  eft  au-deflus  de  lui  :  c'eft-à  dire  ,  par  exemple, 
que  le  coëficierr  14.  du  quatrième  terme  14.V'  du  troi- 
fieme  rang  perpendiculaire,  eft  égal  au  coëficient  "5  du 
quatrième  terme  «5  jc'  du  deuxième  rang  perpendiculaire 
qui  eft  le  rang  à  gauche  ,  plus  au  coëficient  9  du  terme 
^xx  qui  eft  ,au-deflus  du  terme  14X', 

Remarque. 

44(Ç.  01  l'on  contînuoit  à  divifer  la  circonférence  |?jg_  ^^^^ 
€X\  parties  égales  aux  arcs  AD  ,  DE,  &c.  au-delà  du 
point  il  ,•  il  eft  clair  que  les  rangs  parallèles  de  la  Table 
qui  luivent  celui  qui  exprime  — BR  continueroient 
à  exprimer  par  ordre  toutes  les  cordes  négatives  qui  fui- 
vroient  BR,  jufqu'à  ce  que  repaflant  le  point  B  elles 
redeviendroient  encore  négatives  •  &  ainfi  de  fuite 
alternativement  pofitives  6c  négatives  ,  autant  de  fois 
qu'elles  pafteroieat  le  point  B  jùfqu'à  l'infini. 


Ggg 
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Exemple     I. 

447.  v>»ouPER  un  arc  de  cercle  donné  ^R  ,  en 
autant  de  parties  égales  AD  y  DE  ,EF,  FG,  &c.  qu'on 
voudra. 
Fi  G.  2(J5j.       Ayant  mené  le  diamètre  ^-B    &  la  corde  BR^  &c 
i/o*  nommé  le  rayon  donné  CA  ou  CB ,  I ;  la  corde  don- 

née BR,  a  i  on  formera  une  égalité  dont  le  premier 
membre  fera  le  rang  parallèle  de  la  Table  qui  furpalTe 
d'une  unité  le  nombre  des  parties  égales,  &  le  fécond 
fera  ^^o.  i  fçavoir  H- a  lorfque  l'arc  ^R  eft  moindre 
que  la  demie  circonférence,  &  — a  lorfqu'il  eft  plus- 
grand.  Or  il  eft  vifible  félon  l'article  443.  que  la  réfolu- 
tion  de  cette  égalité  doit  fournir  pour  l'une  de  fes  raci- 
nes X  ,  une  valeur  B  D  telle  qu'ayant  décrit  du  point  B 
comme  centre  &  de  l'intervalle  B  D  un  arc  de  cercle  , 
il  coupera  fur  l'are  donné  A  R  la  première  des  parties 
égales  cherchées  AD. 

Qu'il  faille,  par  exemple,  divifer  l'arc  donné  AR  en 
trois  parties  égales  ;  on  trouvera  jc^  —  ^x=Zi^a,  dont 
l'une  des  racines  B  D  terminera  la  première  des  trois 
parties  égales  qu'on  demande.  S'il  falloit  divifer  l'arc 
A R  en  cinq  parties  égales,  on  auroit  x' — 'yX^-+-<^x 
=  _t_a,-  &  de  même,  s'il  falloit  divifer  en  fept ,  il  vien- 
■  droit  x^  —  jx^  -H  14X'  —  jx=Z^a  :  de  forte  que  toute 
la  difficulté  fe  réduit  à  trouver  les  racines  de  ces  égalités. 
Or  c'cft  ce  qu'on  a  enfeigné  dans  le  Livre  précédent. 
Donc,  &c. 

Il  eft  à  remarquer  que  ces  égalités  font  les  plus  fim- 
ples  qu'il  eft  pofîibîe  ,  lorfque  le  nombre  des  parties  éga- 
les eft  un  nombre  premier.  Mais  lorfqu'il  eft  compofé 
de  deux  ou  plufîeurs  nombres  premiers  ,  on  divifera 
d'abord  Tare  donné  en  autant  de  parties  égales  que  l'un 
de  ces  nombres  a  d'unités ,  &  enfuire  la  première  de  ces^ 
parties  en  autant  de  parties  égales  que  l'un  des  membres 
reftans  a  d'unités ,  &  ainfi  de  fuite  jufqu'à  ce  qu'on  ait 
épuifé  tous  les  nombres  premiers  ,   dont  le  produit  for- 
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me  le  nombre  donné  ;  ce  qui  donnera  enfin  la  première 
des  parties  égales  qu'on  cherche  :  fi  l'on  veut  ,  par 
exemple,  divifer  l'arc  AR  en  trente  parties  égales  ,  il 
faudra  d'abord  Je  divifer  en  cinq  ,  enfuite  la  première 
de  ces  cinq  parties  en  trois  ,  &  enfin  la  première  de  ces 
trois  en  deux  ,  pour  avoir  la  trentième  partie  qu'on 
demande ,  &  cela  parce  que  30=5x3x2. 

REMARqUE       I. 

448.  [Jevx  points  donnés  A^R,  fur  la  circonfé-  Fig.  27». 
TCncc;  d'un  cercle  en  déterminent  non-feulement  deux  ^7^'  ^7** 
arcs  ,  dont  l'un  AR  t9t  moindre  que  la  demie  circonfé-  ^'-' 
rence  ,  &  l'autre  A  B  R  plus  grand  ;  mais  encore  une 
infinité  de  portions  ,  dont  les  unes  font  Ja  circonfé- 
rence entière  plus  l'arc  AR,  deux  fois  la  circonférence 
plus  l'arc  AR,  trois  fois  la  circonférence  plus  l'arc  AR 
&c.  &  les  autres  font  la  circonférence  entière  plus  l'arc 
ABR,  deux  fois  la  circonférence  plus  Varc  A  B  R,  trois 
fois  la  circonférence  plus  l'arc  ABR,  &c;  dont  la  raifon 
eft  que  la  circonférence  d'un  cercle  rentrant  en  elle- 
même  ,  on  peut  confidérer  cette  ligne  courbe  comme 
faifant  une  infinité  de  révolutions  autour  d'elle-même. 
Si  donc  l'on  nomme  l'arc  AR,d  ;  la  circonférence 
entière  cy  l'arc  ABR  fera  c  —  d  &(.  l'on  aura  ces  deux 
fuites , 

I'.    d,  c-^d  ur-t-û',  \c-lrd,  ^-\-d.  5C-+-d,  6c-\-d,  7C-\-d,  ic->rd,  iit. 
2,'.         c — d,  tc-—d,  ic  —  d,4c  —  d,  jc—d,  6c — d;  yc — d.  Se — d,  ÊV. 

■qui  expriment  par  ordre  toutes  les  portions  de  circon- 
férences terminées  par  les  deux  points  A ,  R.  Cela 
pofé. 

Si  l'arc  A  D  eft  une  aliquote  quelconque  de  l'arc 
^R  moindre  que  la  demie  circonférence;  &  qu'ayant 
infcrit  dans  le  cercle  un  poligone  DEFGH ,  &c.  d'un 
pareil  nombre  de  côtés  à  commencer  par  le  point  £)  , 
on  tire  de  l'cxtrêmire  B  du  diamètre  AB  aux  angles 
4u    poJigone    les    cordes   BD ,  B  F ,  BG,  B  H ,  &.c  : 
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je  dis  qu'elles  terminent  des  aliquotes  pareilles  de  tous 
les  termes  de  ces  deux  fuites  ,  dont  l'origine  fixe  eft  tou- 
jours au  point  ^. 
lie.  271.       Car  foit  pour  fixer  les  idées  l'arc  AD='-d ;   il  eft 

clair  que  l'arc  yîDE^'-±^,  l'arc  ADEF=  '-^ , 

l'arc  ADEFG^'-^Ysixc  ADEFGH^qm  font 

les  cinquièmes  parties  ou  les  aliquotes  pareilles  des  cinq 
premiers  termes  de  la  première  faite.  Or  fi  l'on  divife  tel 
autre  de  fes  termes  qu'on  voudra  par  5  ,  il  eft  vifible  que 
le  quotient  renferme  au  jufte  un  certain  nombre  de  fois  la 
circonférence  entière  plus  une  des  cinq  fradions  précé- 
dentes. Donc  puifque  la  corde  qui  termine  un  arc  ,  dont 
l'origine  eft  en  A. ,  eft  la  même  que  celle  qui  termine 
cet  arc  plus  la  circonférence  répétée  autant  de  fois  qu'on 
veut  ,  il  s'enfuit  que  ks  cordes  BD  ,  B E  ,  BF,  B  G^ 
B  H ,  terminent  les  cinquièmes  parties  de  tous  les  ter- 
mes de  la  première  fuite.  On  prouvera  de  la  même  ma- 
nière que  les  arcs  AH,AHG,AHGF,  AHGFE , 
AHGFED,  font  les  cinquièmes  parties  des  cinq  pre- 
miers termes  de  la  féconde  fuite ,  &  qu'ainft  les  cordes 
BH ,  BG,  BF ,  BE ,  BD ,  ter.minent  les  cinquièmes  par- 
ties de  tous  les  termes  de  la  féconde  fuite.  Mais  il  eft  vifi- 
ble que  cette  démonftrarion  fe  peut  appliquer  à  telle  autre 
aliquote  qu'on  voudra  de  l'arc  AR.  Donc,  &c. 
Ifg.  273.  De-là  il  fuit  que  fi  l'on  réunit  les  deux  fuites  précé- 
'-74*  dentés  en  une  feule  d,  cZ^d,  icZ^d,  jcl+l d,  &.c  ;  les  deux 

cordes  voifines  de  part  &  d'autre  de  la  plus  grande  ou 
première  BD  qui- termine  l'aliquote  A ï)  de  l'arc  y^R 
moindre  que  la  demie  circonférence  ,  termineront  des 
aliquotes  pareilles  du  fécond  terme  c1Ç-d  de  la  fuite;, 
que  les  deux  cordes  voifines  de  celles-ci  termineront  des 
aliquotes  pareilles  du  troifieme  terme  z.c'^d  de  la  fuite; 
&.  ainfi  à  l'infini  de  deux  en  deux  jufqu'aux  dernières 
lorfque  l'aliquote  eft  impaire  ,  &  jufqu'à  la  dernière  lorf- 
qu'elle  eft  paire.  Ainfi  lorfquc  l'arc  AD-==j  AR;  les 
eordes  BE  ,,BH,  terminent  les  deux  arcs  ADE,  AU  ^ 
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cinq,uiemes  parties  du  fécond  terme  cZ^d  de  la  fuite  ,■ 
c'eft-à-dire  de  la  circonférence  plus  l'arc  ^R,  &  de  la 
circonférence  moins  cet  arc  ;  les  deux  cordes  B  F,  BG  , 
voifines  de  celles-ci  termineront  deux  arcs  ADEF , 
A  H  G  y  qui  font  les  cinquièmes  parties  du  troifieme 
terme  2  c-^i/  de  la  fuite  :  &  de  même  lorfque  l'arc  A  D 
=  '-ARj  les  deux  cordes  BF ,  BK  f  voifines  de  part  & 
d'autre  de  la  première  ou  plus  grande  BD  terminent 
les  deux  arcs  A  D E ,  AK  ,  qui  font  les  fixiemes  parties 
du  fécond  terme  c'^d;  les  deux  cordes  B F ,  B  H ,  voi- 
fines de  ces  deux-ci  terminent  les  deux  arcs  ADE  F, 
AKH,  fixiemes  parties  du  troifieme  terme  ic^df 
&  enfin  la  dernière  corde  B  G  termine  les  deux  arcs 
AD  EFGj,  AKH  G  ,  fixiemes  parties  du  quatrième 
terme  jc~^d. 

On  entend  dans  les  remarques  fuivantes  par  cordes 
impaires ,  celles  qui  étant  prifes  de  part  &  d'autre  de  la 
première  ou  plus  grande  BD ,  fe  trouvent  dans  des 
lieux  impairs  à  commencer  par  cette  plus  grande  ;  & 
par  cordes  paires ,  celles  qui  étant  prifes  de  part  &  d'autre 
de  la  même  B  D ,  Ce  trouvent  dans  des  lieux  pairs.  .  Ainfi 
lorfque  l'arc  AD  =  '^AR  ^  les  cordes  BD ,  BF,  BG ^ 
font  des  cordes  impaires,  &  les  cordes  BE ,  BH  ^  des 
cordes  paires  :  &  de  même  lorfque  l'are  A D=^AR  ^ 
les  cordes  B  D ,  BF ,  BH ,  font  des  cordes  impaires^ 
&  les  côtés  BE ,  B K^BG ,  font  des  cordes  paires. 

B.emar(^ueII. 

449.  Si  l'arc  AD  e9i  une  aliquote  quelconque  de  pio.  17-, 
Tare  AR  moindre  que  la  demie  circonférence  ARB }  274, 
&  qu'ayant  infcrit  dans  le  cercle  à  commencer  par  le 
point  D  ,  un  poligone  DEFGH ,  &c.  d'un  pareil  nom- 
bre de  côtés ,  on  tire  de  l'extrémité  B  du  diamètre  AB 
aux  angles  du  poligone  les  cordes  BD ,  BE  ,  BF ,  BG , 
M  H,  6c c  :  je  dis  que  les  cordes  impaires  lorfque  l'arc 
AD  eiï  une  aliquote  impaire  de  l'arc  AR  ,  &  leurs  quar- 
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rés  lorfqu'il  en  efl:  une  aliquote  paire ,  expriment  les  ra- 
cines vraies  de  l'égalité  qu'on  trouve  en  égalant  k  la  gran- 
deur pofitive -H  a  ,  le  rang  parallèle  de  la  Table  dont 
l'expofant  (urpalTe  d'une  unité  le  nombre  des  côté",  du 
poligone  ;  &  que  les  cordes  paires  dans  le  premier  cas , 
&  leurs  quarrés  dans  le  fécond  ,  expriment  les  racines 
vraies  de  l'autre  égalité  qu'on  trouve  en  égalant  à  la 
grandeur  négative — a  ,  le  même  rang  parallèle  de  la 
Table, 
f  iG.  171.  Soit,  par  exemple  ,  l'arc  AD=\  AKi  je  dis  que  les 
27 j.  cordes  impaires  B  D ,  B  F^  B  G  ,  font  les  racines  vraies 

de  l'égalité  x'  —  ^  x:'-f- i^xsasa  ,  &  que  les  cordes  paires 
TiG.  lyt.  B E ,  B  H  ,  font  les  racines  vraies  de  l'autre  égalité 
?-7i'  x^-^^<^x^'+-<^x  =  -^a.  Si  l'arc  ^/-)=  g- ^iiy  les  quarrés 

des  cordes  impaires  BD ,  B  F,  B  H  ,  feront  les  racines 
vraies  de  l'égalité  x^-^6x'^-{-^xx  —  2=a,&  les  quar- 
rés des  cordes  paires  BE  ,  BK  ,  BG ,  feront  les  racines 
vraies  de  l'autre  égalité  x^—~Cx*  -+-  '^xx  — 2=  —  ci. 

Car  fi  l'on  propofe  de  divifer  la  circonférence  entière 
répétée  un  certain  nombre  de  fois  plus  ou  moins  l'arc 
JÎR,  en  parties  égales  dont  la  première  foit  moindre 
que  la  demie  circonférence  ,  il  elt  clair  félon  l'article 
4^.  qu'on  formera  la  même  Table  que  pour  la  divifion 
_de  l'arc  A  R  :  en  obfervant  que  les  cordes  doivent  chan- 
ger néceffairement  une  fois  de  (igné  (  avant  que  d'arriver 
a  la  dernière  i?i?.)  lorfque  la  circonférence  n'eft  répétée 
qu'une  fois ,  parce  que  l'origine  commune  B  de  toutes 
fe  trouve  fur  l'une  des  parties  égales  ;  que  les  cordes  doi- 
vent changer  deux  fois  de  (ignés  ,  lorfque  la  circonfé- 
rence eft  répétée  deux  fois  ,  parce  que  l'origine  B  fe 
trouve  néceffairement  fur  deux  des  parties  égales  ;  qu'elles 
doivent  changer  trois  fois  ,  lorfque  la  circonférence  eft 
répétée  trois  fois,  parce  que  l'origine  B  fe  trouve  fur  trois 
parties  égales ,  &  ainfi  de  fuite.  La  corde  B  R  fera  donc 
pofitive  lorfqu'il  s'agit  de  divifer  en  parties  égales  l'arc  ^/l 
ëc  la  circonférence  répétée  un  nombre  pair  de  fois  plus 
ou  moins  f  arc  /4R  y  <Sc  négative  lorfque  la  circonférence 
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efl:  repérée  un  nombre  impair  de  fois  :  c'elt-à-dirc  que 
dans  le  premier  cas  on  doit  égaler  le  rang  parallèle  de 
la  Table  à  la  grandeur  pofitive -1-^.  Et  par  conféquent 
les  cordes  impaires  ou  leurs  quarrés  feront  les  racines 
Traies  de  l'autre  égalité  dont  l'un  des  membres  eft  —  a^ 
Ce  qu'llfalloity  6'c. 

Remarque      III. 

4'50.  Lj  E  s  mêmes  chofes  étant  pofées ,  fi  l'arc  AD  Yic  171; 
eft  un  aliquote  impaire  de  l'arc  ARi  il  eft  clair  par  l'inf-  173. 
pedion  de  la  Table,  que  tous  les  termes  pairs,  c'eft-a- 
dire  ,  le  deuxième,  quatrième  ,  ftxieme,  &c,  excepté  le 
dernier  terme  a  ,  manquent  toujours  dans  les  deux  éga- 
lités qu'on  trouve  félon  la  remarque  précédente.  Or 
l'on  fçait  en  Algèbre,  qu'en  changeant  de  lignes  les  fermes 
pairs  d'une  égalité ,  on  ne  fait  qu'en  changer  les  racines 
vraies  en  fauffes  &  les  fauffes  en  vraies.  D'où  il  fuit  que 
les  cordes  paires  qui  font  des  racines  vraies  de  l'égalité 
dont  l'un  des  membres  eft — a,  deviendront  des  racines 
fauffes  de  l'autre  égalité  dont  l'un  des  membres  eft -h  a. 
Par  exemple  fi  l'arc  A  D  =  ^  A  R^  les  cordes  impaires 
B  D ,  B  F,  B  G  ,  feront  les  racines  vraies  de  l'égalité 
x' — ^x'-f-  ■5x  =  a,  &  les  cordes  paires  BE^  BH,  en 
feront  les  racines  fauffes. 

On  peut  tirer  de  ces  deux  dernières  Remarques  plu- 
fieurs  Thcorômes  la  plupart  entièrement  nouveaux  , 
touchant  l'infcriprion  des  poligones  réguliers  ;  fi  l'on 
fait  attention  que  la  grandeur  connue  du  fécond  terme 
d'une  égalité  renferme  la  fomme  de  fes  racines  ,  que 
celle  du  troifieme  terme  renferme  la  fomme  des  plans 
alternatifs  de  fes  racines  ,  que  celle  du  quatrième  terme 
renferme  la  fomme  des  folides  alternatif,  «Sec,  &  enfin 
que  le  dernier  terme  eft  égal  au  produit  de  toutes  les 
racines  les  unes  par  les  autres.  J'en  mettrai  ici  quatre 
des  principaux  ,  après  avoir  fait  la  remarque  fuivante 
qui  peut  êtiç  de  quelque  utilité. 
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Remarque     I  V. 

fîc.zjï.       4<5r.  l-iES   mêmes  çhofes  étant  pofées  que  dans  la 
1-7}.  Remiirque  précédente ,  où  l'on  veut  que  l'aquilote  AD 

de  l'arc  Aii  foi:. impaire  ;  je  dis  qu'encre  Jes  cordes  ren- 
fermées dans  la  demie  circonférence  yJ  R.B  qui  contient 
l'arc  AR,  h  dernière  ou  plus  petite  JJ F  foucend  un  arc 
BF  qui  cil  à  l'arc  5K,  en  même  raifon  que  l'arc  AD 
àj'arc  AR.. 

Car  foie  ra.rc  A  JE)  la  cinquième  partie  de  l'arc  AR, 
êc  par  conféquent  l'arc  DE  la  cinquième  partie  de  Igi 
circonférence  ;  il  efl:  clair  que  la  demie  circonférence 
u4RB  contiendra  deux  fois  6c  demie  J'arc  IJ  E  ,  c'cft-à- 
dire  ,  deux  fois  l'arc  D  E  ou  bien  Tare  DEF  plus  la  cin^ 
quieme  partie  de  la  demie  circonférence.  Donc  l'arc 
ÏA D  plus  l'arc  BF  vaut  la  cmquicme  partie  de  la  demie 
circonférence  ARB.  Donc  puifqae  AD  cltla  cinquième 
partie  de  l'arc  AR,  il  s'enfuit  que  BF  fera  au/Ii  la  cin- 
quième partie  de  l'arc  BR  complément  à  deux  droits 
de  l'arc  A  R.  Mais  ce  que  l'on  vient  de  démontrer  fub- 
fi(ie  avec  la  même  force  ,  foit  que  l'arc  AD  foit  la  cin- 
quième partie  de  l'arc  A  R  ,  o\i  bien  un^  autre  aliquote 
quelconque  impaire.  On  a  donc  eu  raifon  de  dire  en 
général ,  &c. 

De-1:)  on  voit  que  fi  l'on  nomme  b  la  corde  B R  d'un 
arc  quelconque  BR  moindre  que  la  demie  circonférence, 
dont  le  rayon  eft  i  ;  &  que  l'on  forme  une  égalité 
dont  l'un  des  membres  foit  b ,  &  l'autre  le  rang  parallèle 
de  la  Table  qui  furpalfe  d'une  unité  le  nombre  des  par^ 
ties  égales  dans  lefquelles  l'arc  B  R  doit  être  divifé  ; 
cette  égalité  aura  pour  l'une  de  fes  racines  la  corde  B  F 
de  la  première  de  fes  parties  ,  &  par  conféquent  pour 
une  autre  de  fes  racines  ^  la  corde  B  G  de  la  première 
d'un  pareil  nombre  de  parties  égales  de  l'arc  B  A  R, 
complément  à  quatre  droits  de  l'arc  BR. 


Des  Problèmes  disterminés,         ^z^ 
Theoresme     I. 

452.  01  Poil  infcrit  au  dedans  d'un  cercle  un  poligonc  F  i  g.  171 
régulier  quelconque  D  E  FGH ,  &c.  d'un  nombre  impaire 
de  cotés  ;  &  qu'on  tire  d'un  point  quelconque  B  de  la  cir- 
conférence à  tous  les  angles  du  poligone  des  cordes  BD , 
BÉ,BF,  BG,  BH,  6cc:  jedis, 

1°.  Q^ue  lajbmme  des  cordes  impaires  BD,  BF,  BG,  &c, 
à  commencer  par  la  plus  grande  J^UJera  toujours  égale  à 
lafomme  des  cordes  paires  BE,  BH,  &c  ;  cejh  a-dire  que  la 
plus  petite  corde  BF  —  BE  -hBD  —  BH  -\-  DG  ,  &c=o. 

Car  menant  le  diamètre  B  A  ,  oc  prenant  l'arc  AK 
qui  contient  l'arc  A  D  autant  de  fois  que  le  poligone 
a  de  côtés,  il  eft  clair  comme  l'on  vient  de  vo^r  que  fi 
l'on  nomme  la  corde  BR ,  ^  ,•  &  le  rayon  CA  ou  CB,  i  ; 
les  cordes  impaires -S 7-^,-0 i^,  bG ,  &c\,  feront  les  racines 
vraies,  &  les  cordes  paires  BE,  BH,  &c,  les  racines 
fkufTes  de  l'égalité  qui  a  pour  l'un  de  Tes  membres  -t-a. 
Or  puifque  le  fécond  terme  ,  qui  félon  qu'on  démontre 
en  Algèbre  contient  la  fomme  des  racines ,  manque  tou- 
jours dans  cette  égalité  ;  il  s'enfuit ,  &c. 

2°.  Queji  l'on  mené  le  diamètre  B  A  ,  <S'  qu'ayant  pris 
l'arc  AR  qui  contient  l'arc  AD  autant  de  fois  que  le  po- 
ligone a  de  côtés,  on  tire  la  corde  BR  :  le  produit  BDx 
BE  X  BF  X  BG  xBH ,  &c.  de  toutes  les  cordes  B  D ,  B  E , 
BF ,  BG ,  BH ,  &c.  /  j  unes  par  les  autres ,  fera  toujours 
égal  au  produit  de  la  corde  BKparune  puijfance  du  rayon 
C  A  qui  ait  pour  cxpofant  le  nombre  des  cordes  —  i. 

Car  ce  dernier  produit  vaut  le  membre  a  ,•  puifque 
BR  =  a,  ôc  qu'on  prend  dans  la  Table  pour  l'unité  le 
rayon  CA.  Or  comme  le  terme  a  efl:  toujours  le  der- 
nier terme  de  l'égalité  qui  a  pour  fes  racines  toutes  les 
cordes  BD  ,  BE ,  BF ,  LG  ,  BH ,  6^ ,  &  que  le  dernier 
terme  d'une  égalité  contient  toujours  félon  ce  qu'on 
démontre  en  Algèbre  le  produit  de  toutes  fes  racines  ; 
il  s'enfuit,  &c. 

Hhh 


■  IG. 
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Theoresme    II, 

173.  4'53.  Si  l'on  div'ifc  une  demie  circonférence  AEB  en 
un  nombre  quelconque  impair  de  parties  égales ,  dont  les 
deux  premières  foiera  l'arc  AE,  les  quatre  premières  Varc 
AEF,  6'  ainfi  de  fuite  de  deux  en  deux  jujqu  'à  la  dernière  ,• 
6'  qu  on  tire  les  cordes  BE,  BF,  ècc  :  je  dis, 

1°.  Que  la  première  de  ces  cordes  BE,  nvjins  la  féconde 
3F,plus  la  troifieme,  moins  la  quatrième ,  ^'c ,  jufqu'à  la, 
dernière  inclufivement ;  efi  toujours  égale  au  rayon. 

z^.  Qui  le produitBE x BF , &c.  de  toutes  les  cordes  les- 
unes  par  les  autres,  cjï  égale  à  une  puiffance  convenable  du 
rayon,  jiinf  dans  cet  exemple  où  le  nombre  des  divifions 
cfi  'y,  &  où  il  n'y  a  par  confequent  que  deux  cordes  B  E^ 

BF  ;  on  aura  i\  BE— BF=CA.  2°.  BExBF=:CÂ\ 

Car  infcrivanc  dans  le  cercle  entier  le  poligone  régu- 
lier E  F  G  H  dont  le  nombre  des  côtés  foit  égal  au  nom- 
bre des  divifions  à  commencer  par  le  point  ^  ;  &  tiranc 
de  l'autre  extrémité  B  du  diamètre  À  B  h.  tous  les  an- 
gles de  ce  poligone  des  cordes  B  D ,  BEy  BH ,  BF, 
BG,  H'c ;  il  eiï  clair  ,  i^.  que  la  plus  grande  de  ces  cor- 
des BD  cft  égale  au  diamètre  XM ,  &.  qu'ainii  l'arc  yiD 
étant  nul  ou  zéro  ,  l'arc  y4  Rie  fera  auiïi  ■  d'où  l'on  voit 
que  la  corde  BR  fera  aulîi  égale  au  diamètre  B  yi. 
2^.  Que  les  cordes  BE ,  BH ,  BF,  BG,  6'c,  étant  prifes 
deux  à  deux  lont  égales  entr'ellcs.  Or  cela  pcfé  ,  H  l'on 
applique  le  Théorème  précédent  à  ce  cas  particulier  on 
en  verra  naître  celui-ci.  Donc,  ôlc. 

Theoresme    III. 

îïG.  z-71.  4<54.  Si  l'on  inj'crit  au  dedans  d'un  cercle  un  poligone 
régulier  quelconque  D  EFG  HK  ,  &c  ,  dont  le  nombre  des 
cotés  foit  pair  j  &  que  d'un  point  quelconque  B  de  la  cir- 
conférence,  on  tire  à  tous  les  angles  de  ce  poligone  des 
4;orû'e.BD,BE,BF,BG,  BH,  BK,  &c  :;e  û'z^  , 
1°.  Qjrie  Lijbmme  tant  des  quarrés  des  cordes  impaires 
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BD ,  BF ,  BH ,  que  <]i:s  cordes  paires  BE  ,  BG ,  BK ,  e/? 
égale  au  quarré  du  rayon  CB  pris  autant  de  fois  que  le 
poUgone  a  de  côtés. 

Car  menant  le  diamètre  B  A,  &c  prenant  l'arc  AR 
qui  contienne  l'arc  AD  autant  de  fois  que  le  poligone 
a  de  côtés;  il  eft  clair  ^  qu'en  nommant  la  corde  BR ,a  ;  *  Art.  445. 
&  le  rayon  CA  ou  CB ,  i  ;  les  quarrés  des  cordes  im- 
paires BD^BF ,BH,  ii'c,  feront  les  racines  vraies  de 
l'égalité  dont  l'un  des  membres  eft  H-  rz  ;  &  que  les 
quarrés  des  cordes  paires  BE ,  BK,  EG ,  &c ,  feront  les 
racines  vraies  de  l'autre  égalité  dont  l'un  des  membres 
eft  — a.  Or  le  coëîicient  du  fécond  terme  de  chacune 
de  ces  deux  égalités  qui  contient  la  fomme  de  leurs 
racines ,  eft  toujours  égal  au  quarré  du  rayon  pris  autant 
de  fois  que  le  poligone  a  de  côtés  ,  comme  l'on  voit 
dans  la  Table.  Donc,&c. 

2°.  Que fi  Von  merie  le  diamètre  B  A  ;  5'  qu\iyant  pris 
l'arc  AR  qui  contienne  autant  de  fois  F  arc  AD  que  le  po- 
ligone a  de  côtés,  on  tire  la  corde  B R  :  /^  produit  E D  x 

BF  xBH  ,  &c.  des  quarrés  des  cordes  impaires ,  ejl  égal 
au  produit  de  B  A  -f-  BR  par  une  puijfance  convenable  du 
rayon  ,Jçavoir  B  A-4-BR  lorjque  le  nombre  des  côtés  du 
poligone  ejîfimplementpair,  ii'BA  —  BR  lorfquil  ejî 
pairement  pair  ,  cefl-a-dire,  divifible  par  4  ;  &  /e  /7ro- 

duitBK  xBG  xBK  ,  ôcc.  des  cordes  paires ,  ejl  égal  au 
produit  de  BA^^BR  par  la  même  puijfance  du  rayon, 
fçavoir  BA — BR  dans  le  premier  cas  6'  B  A-4-BR  dxns 
Icjecond. 

Car  nommant  BR,a  ;  &  le  rayon  CA ,  i  ;  il  eft  clair 
que  les  quarrés  des  cordes  impaires  BD ,  BF,  BH ,  6'c, 
font  les  racines  d'une  égalité  qui  a  toujours  pour  dernier 
terme  i^a  c'eft-à-dire  B  A^  B  R  i  &  de  plus  que  les 
quarrés  des  cordes  paires  BE ,  BG,  BK,i>c,  font  les 
racines  de  l'autre  égalité  qui  a  toujours  pour  dernier  terme 
2-+;^a  c'eft-à-dire  BA-{-BR..  Or  comme  le  derniertcrmc 
d'une  égalité  contient  toujours  le  produit  de  toutes  fcs 
racines,  il  s'enfuit,  6cc.  Hhh  ij 
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Corollaire, 

4')^.  Dh-£a  il  ei\  évident,  i".  que  la  fomme  des 
quarrés  de  toutes  les  cordes  tant  paires  qu'impaires  , 
eft  égal  au  quarré  du  rayon  multiplié  par  le  double  du 

nombre  des  côtés  du  poligone ,  c'eft-à-dire  ici  que  BF 

Que  la  différence  des  quarrés  des  cordes  impaires  avec 
les  quarrés  des  cordes  paires  ,   eft  toujours  égale  à  zéro, 

c'eft-à-dire,  quel5Ï^'  —ITE -\-'b1j^ —IIK -^Th^ —JG 
=  0,    3°.  Que  le  produit  des  quarrés  des  cordes  impaires 
plus  celui  des  quarrés  des  cordes  paires,  eft  égal  au  qua- 
druple d'une  puiflance  pareille  du  rayon  ;  c'cft-à-dire  ,  que 

IFx'BD  x~BH  ^'BE\bKxBG=^ CA'.  4°.  Que 
la  différence  de  ces  deux  produits,  eft  égale  au  double  de 
la  corde  BR  multipliée  par  une  puiflance  convenable 
'  du  rayon  ;  en  obfervant  que  le  produit  du  quarré  des 
cordes  impaires ,  furpaffe  celui  des  quarrés  des  cordes 
paires ,  lorfque  le  nombre  des  côtés  du  poligone  eft  fim- 
plemcnt  pair  ,   &  ?u   contraire  qu'il  eft  moindre  ,  lorf- 

qu'il  eft  pairement  pair:  c'eft-à-dire  ici,  que  B  F  xB  D 

X  Ml  —  ~BE  X  ITK  xITG  ^2  BRx  CA\   f.  Que  le 

produit  des  quarrés  de  toutes  les  cordes  tant  paires  qu'im- 
paires les  uns  par  les  autres  fera  toujours  égal  au  produit 

àcBA—B~R=BA^BRxBA±BR='AR'à  caufede 
l'angle  droit  ARB,  par  une  puiffance  convenable  du  rayon  : 
c'eft-à  dire,  en  extrayant  de  part  6c  d'autre  les  racines  quar- 
rées,  que  le  produit  de  toutes  les  cordes  eft  égal  au  produit 
de  la  corde  AR  par  une  puiffance  du  rayon  moindre 
d'une  unité  que  le  nombre  des  cordes  ;  par  exemple  ici , 
BFx BExBD xBKxBHxBG  =  AR x  CA\ 

Theoresme    IV. 

F I  G.  î 7 5 .      4$  ^.  S I  ron  divife  une  demie  circonférence  ADB  en  un 
nombre  quelconque  pair  de  parties  égales,  dont  la  première 
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foit  l'arc  A  D  ,  /e^  trois  premières  /'a/r  AD  E,  les  cimj 
premières  l'arc  A  D  EF,  5"  ainfi  de  fuite  de  deux  en  deux 
jufquà  la  dernière  ;  é  quon  tire  les  cordes  BD,  BE,  BF, 
ôcc:  je  dis , 

1°.  Que  lafomme  des  quarrés  de  ces  cordes  ejl  égale  au 
quarrédu  rayon  pris  autant  défais  qu'il  y  a  de  divifîons. 

Oefl-à-dire  ici ,  où  le  nombre  des  divifîons  ejl  G,  que  BD 

-t-BÊVBF'=<îCA  . 

2°.  Que  le  produit  des  quarrés  de  ces  cordes  les  uns 
par  les  autres ,  vaut  le  double  de  la  puijfance  convenable 

du  rayon.  Ainfi  BD  xBE  x  BF  =2CA'',  &  par  confé^ 
^we/2f  BD  X  BÈ  X  BF  =  C  A^  X  v/2. 

Car  infcrivant  dans  le  cercle  entier  un  poligone  régu- 
lier DEFGHK  ,  donc  le  nombre  des  côtés  foit  égal  au 
nombre  des  divifions ,  à  commencer  par  la  première  JD  i 
6c  tirant  de  l'extrémité  B  du  diamètre  A  B ,  a.  tous  les 
angles  de  ce  poligone,  des  cordes  BD ,  BK,  BE ,  BH , 
BF,BG:  il  eft  clair  que  les  cordes  BD,  BK,BE,  BH, 
BF ,  BG,  t'c ,  étant  prifes  deux  à  deux  font  égales  en- 
tr'elles  ;  &  partant  que  fi  l'on  applique  les  articles  premier 
&  troiiieme  du  Corollaire  précédent  h  ce  cas  particu- 
lier ,  on  en  verra  naître  ce  Théorème. 

Exemple     XII. 

4<7.  Inscrire  dans  un  cercle  donné,  un  poligone 
régulier  quelconque  ,  dont  le  nombre  des  côtés  foie 
donné. 

On  peut  regarder  ce  Problême,  comme  n'étant  qu'un  ^^^^  j^, 
cas  particulier  de  l'exemple  précédent.  Car  fî  l'on  fup- 
pofo  que  la  corde  B  R  devienne  nulle  ou  zéro  ,  il  s'en- 
foit  que  l'arc  AR  qu'elle  termine  deviendra  la  demie 
circonférence.  Or  fi  l'on  propofe  de  divifer  la  circonfé- 
rence entière  en  un  nombre  quelconque  de  parties  égales  ; 
il  eft  évident  qu'en  divifanc  la  demie  circonférence 
dans  ce  même  nombre  ,  &  prenant  la  féconde  corde  au 
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lieu  de  la  première  ,  elle  terminera  la  première  des  par- 
ties demandées.  Par  exemple  ,  Il  l'on  divife  Ja  demie  cir- 
Î-IC-.  :-7(i-  conférence  ADB  en  fept  parties  égales  AD ,  DE ,  EF, 
FG  ,  G  H,  H  I ,  IB  ;  la  féconde  corde  B  E  terminera 
i'arc  AE  qui  eft  la  {"eptieme  partie  de  la  circonférence 
entière.  D'où  l'on  voit  qu'en  égalant  à  zéro  le  rang 
parallèle  de  la  Table  qui  furpafTe  d'une  unité  le  nombre 
des  côtés  du  poligone  ,  on  formera  une  égalité  dont  la 
plus  grande  des  racines  x  exprimera  la  valeur  de  la 
corde  BD  qui  termine  l'arc  AD  moitié  de  lare  cherché 
.■ht.  441,  AE.  Mais  ^  CB(i).  BD  (x)  r.  BD  (x).  BE-^BA, 
&  par  conféquent  fî  l'on  nomme  la  féconde  corde  BE ,  ^i 
on  aura  x  x  =  7->r  i.  Si  donc  l'on  fait  évanouir  par 
le  moyen  de  cette  égalité  l'inconnue  x  dans  la  précé- 
dente ,  on  en  formera  une  nouvelle  dont  la  plus  grande 
racine  ^  exprimera  la  corde  B  E  qui  termine  l'arc  cher- 
ché AE-  Ainfi  dans  notre  exemple  ,  en  égalant  à  zéro 
le  huitième  rang  parallèle  &  divifant  par  x  ,  je  trouve 
cette  égalité  x^—^yx'^-i-i^xx — y  =  o,  dans  laquelle 
mettant  à  la  place  de  :c;c  fiî  valeur  {-f-2  »  ^  la  place  de 
x'*  le  quarré  de  cette  valeur,  6cc.  je  la  change  en  cette 
autre  ^^  —  ^^ — 2;^-f-i  =  o,  dont  la  plus  grande  des 
racines  {  exprime  la  valeur  de  la  corde  B  E  qui  termine 
l'arc  A  E  feptieme  partie  de  la  circonférence  entière. 

Voici  maintenant  une  manière  générale  de  trouver 
immédiatement:  toutes  ces  égalités  lorfque  le  nombre 
des  côtés  du  poligone  eft  impair  qui  eft  le  feul  cas  né- 
ceîTaire  ;  puifque  s'il  étoit  pair  ,  on  le  réduiroit  toujours 
en  le  divifant  par  2,  autant  de  fois  qu'il  feroit  poflîble, 
en  un  nombre  impair  dans  lequel  ayant  partagé  la  cir- 
conférence ,  on  auroit  par  ia  biftedion  d'une  des  parties 
égales  ,  réitérée  autant  qu'il  feroit  nécefTaire  ,  l'arc  qu'on 
demande. 

Soit  eonftruite  une  Table  dans  laquelle  le  premier 
rang  parallèle  étant  i  ,  &  le  fécond  ^ —  i  ;  le  troifieme 
{{ — { — -i  foit  égal  au  produit  du  fécond  par  ^  ,  moins  le 
premier  j  le  quatrième  ^'  —  {{  —  2{-+-i  foit  égal  au  pro- 
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duit  du  troifieme  par  :f ,  moins  le  fccond  ;  &  ainfi  h  l'in- 
fini. Soie  formée  une  égalité  donc  l'un  des  membres  étant 
zéro  ,  l'autre  foie  le  rang  parallèle  de  la  Table,  qui  aie 
pour  expofanc  la  plus  grande  moitié  du  nombre  des  cotés 
du  poligone.  Je  dis  que  la  plus  grande  des  racines  7  de 
cette  égalité,  terminera  un  arc  qui  aura  pour  corde,  le 
côté  cherché  du  poligone. 


I 

V 

10= 


r  Table  pour  l'infcripdon  des  poligones 

{   — I  réguliers  dans  le  cercle. 

r— {'— 3{{-H2{  -+-r 


Qu'il  faille  ,  par  exemple  ,  inforire  dans  un  cercle  un 
heptagone.  Je  prends  le  quatrième  rang  parallèle  de  la 
Table  ,  parce  que  4  eft  la  plus  grande  moitié  de  7  ,  & 
l'égalant  à  zéro  j'ai  {'  —  {{ — 2:^  +  1=0  ,  donc  la  plus 
grande  racine  {  exprimera  la  valeur  de  la  corde  BE  , 
qui  termine  l'arc  ÂE  fepticme  partie  de  la  circonfé-- 
reiiCG  entière.    Pour  le  prouver. 

Soit  un  arc  de  cercle  ^R  moindre  que  la  demie  cir- 
conférence ,  divifé  en  un  nombre  quelconque  impair  ,  de 
parties  égales  aux  points  D,  E,  F,  G,  6'f  .•  &  foient  me- 
nées de  l'extrêmicé  B  du  diamètre  B  A ,  les  cordes  B  JJ , 
B  E  ,B  F,  B  G,  6'c,  jufqu'à  la  dernière  BR.  Ayant  pris 
l'arc  AS  égal  à  l'arc  ^7 D,  foit  cirée  la  corde  BS,  & 
foient  nommées  la  première  corde  B  D  ou  BS,  x  j  & 
la  féconde  BE,^.  Cela  pofé  ,  on  aura  félon  le  Lemme 
CB  (1).  BE  {()  ::  BD{x).  BF-^BS.  Ec  par  confc- 
quent  BF=xi  —  x.  De  même  CB  (i).  BE  (^)  :  :  B  F. 
BD-^BH.  Et  par  conféquenc  BH^iBF^BD;  de 
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mêmeencoreC5(0-,^^C{)--:^.^.  BF^BR,  & 
partant  BR=tBH — BF :  c'eft-à-dire,  que  la  cinquième 
corde  Bîî  eft  égale  au  produit  de  la  troifieme  B  F  par  {  , 
moins  la  première  B  D  ;  que  la  feptieme  BR  ell  égal  au 
produit  de  la  cinquième  BH  par  :^ ,  moins  la  troi(ieme 
BF i  6c  ainfi  à  l'intini  de  toutes  les  cordes  impaires.  D'où 
l'on  voit  que  fi  l'on  conftruit  une  Table  dont  le  premier 
rang  étant  x  ,  &  le  fécond  x^ — x  ,•  le  troiliemc  x^^ — x:^ 
—  X  l'ok  égal  au  produit  du  fécond  par  ^  ,  moins  le 
premier  ;  le  quatrième  X75  —  x:^? — ix^-^  i  foit  égal  au 
produit  du  troifieme  par  ^  moins  le  fécond  ;  6c  ainfi  à 
l'infini  :  les  rangs  de  cette  Table  exprimeront  par  ordre 
toutes  les  cordes  impaires  BD ,  BF ^  BH,  BR  ,  de  l'arc 
^R.  Or  les  rangs  de  cette  Table  n'étant  autres  que 
ceux  de  la  précédente  multipliés  chacun  par  x  ,  il  s'en- 
fuit qu'en  fuppofanc  que  la  dernière  corde  BR  devienne 
FiG.  27(5.  nulle  ou  zéro  (ce  qui  arrive  lorfque  l'arc  yi R  devient 
la  demie  circonférence,)  &  faifant  ce  qu'on  vienc  de 
prefcrire ,  on  am-a  une  égalité  dont  l'inconnue  {  expri- 
mera la  féconde  corde  B£  qui  termine  l'arc  -A  F  qui  eft: 
contenu  autant  de  fois  dans  la  circonférence  entière  , 
que  l'arc  AD  qui  en  eft  Ja  moitié,  l'eft  dans  la  demie 
circonférence. 

Il  faut  remarquer,  i''.  que  les  égalités  qu'on  trouve 
de  cette  manière  font  les  plus  limples  qu'il  e(t  poflible  , 
lorfque  le  nombre  des  côtés  du  poligone  eft  un  nombre 
premier  :  mais  que  lorfqu'il  eft  compofé  de  deux  ou  de 
plufieurs  nombres  premiers ,  il  faudra  divifer  d'abord  la 
circonférence  entière  en  autant  de  parties  égales  que 
le  plus  grand  de  ces  nombres  a  d'unités  ,  &  enfuite  une 
de  ces  parties  en  autant  de  parties  égales  que  l'un  des 
nombres  reftans  a  d'unités  ,  &  continuer  jufqu'à  ce  que 
tous  les  nombres  premiers  qui  compofent  le  nombre 
donné  des  côtés  du  poligone  foient  épuifés.  2^,  Qu'entre 
les  cordes  qui  partent  du  point  B ,  6c  qui  font  renfer^ 
mées  dans  la  demie  circonférence  AE B  ;  les  impaires 
à  commencer  par  la  plus  grande  BE  font  les   racines 

vraies , 
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vraies  ,  &  les  paires  les  faufTes  des  égalités  qu'on  trouve 
par  cette  méthode:  ainii  Jes  cordes  B£,BI  font  I« 
deux  raanes  vraies  de  l'égalité  ?'"  —  7  r  —  2  r  -L  t  —  ^ 
&  la  corde  ^  G  en  e(t  la  faufle.%o.  (^LncreS;^  :a~nes 
de  ces  lortes  d  égalités  ,  la  plus  petire  eft  la  corde  d'un 
arc  qui  eit  la  moitié  de  celui  qu'on  cherche  :  c'eft-à -dire 
dans  cette  exemple,  que  la  plus  petite  racine  Bl  de 
1  égalité  f-^^_,^+i=^ ,  eli  la  corde  d'un  arc  BI  oui 
qiu-elt  la  quatorzième  partie  de  la  circonférence. 

H'^E    M    A    R    q    u    E. 

4^8.  I L  pft  vifible  dans  cette  dernière  Table  que 
tous  ks  termes  du  premier  &  du  fécond  rang  perpendi- 
culaire  ont  chacun  pour  coëficient  l'unité;  que  ceux  du 
rroilieme  &  du  quatrième  rang  ont  pour  coëiiciens  les 
nombres  naturels  i ,  2  ,  3  ,  4,  &c  qui  fe  forment  par  l'ad- 
dition contmuelle  des  unités  ;  que  ceux  du  cinquième  & 
du  hxiemc  rang  ont  pour  coëhciens  les  nombres  triangu- 
laires i  3  ,6,10,  &c  qui  fe  forment  par  l'addition  con- 
tinuelle des  nombres  naturels;  que  ceux  du  feptieme  & 
du  huitième  rang  ont  pour  coëficiens' les  nombres  pira- 
jnidaux  i ,  4  ,  lo,  &c,  qui  fe  forment  par  l'addition  con- 
tinuelle des  triangulaires  ;  &  ainfi  à  l'infini  de  deux  en 
deux  des  nombres  d'un  ordre  fupéricur  qui  fe  forment 
par  1  addition  continuelle  de  ceux  du  dernier  ordre. 

L  E  M  M  E    I. 

A  A'^  l'^\' ^  y  ''■^"''  ""  ^^'"^'  "^^^^  AEB  deux  arcs  é^aux  r , .   , 
AD,  EF,  dont  Vun  AD  aitjon  commencement  en  l'une  des  ^^' 

.extrémités  A  du  diamètre  AB,  i'  l'autre  EF  foit  pris  par 
.tout  ou  l  on  voudra  ,•  ^  qu'on  tire  les  cordes  ÎBD,  BE  B  F 
C/ AD,  AE,  AF  :  je  dis  ,  1°.  que  ABx BF=BDxBE 
—  ADxAE.  2".  (^^eABxAF=BDxAE-t-ADxBE 
Car  les  trois  triangles  re^anglcs  AD  G  (le  point   G 
£lt  ICI  le  point  d'interfection  des  cordes  BD,  AF),  AEB, 
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BFG  font  femblables  entr'cux  ;  puifque  l'angle^ G Z) 
ou  BGF  ayant  pour  mefure  la  moitié  des  deux  arcs 
BF,  AD  ,  eft  égal  à  l'angle  B  AE  qui  a  auffi  pour  me- 
fure la  moitié  des  deux  arcs  BF,  FE ,  ou  AD.  Si  donc 
l'on  nomme  le  diamètre  A  B ,  i  ;  les  cordes  B  D,  x  i 
AD,y  ;  BF,  v  ;  A  F,  i  i  on  aura,  i°.  BE  (  v).  FA  (^)  :  : 

AD  {y).  DG  =  ^-^,  ôc  partant  5 G  ou  BD—DG^x 

—  ^^.   2-.AB(i).  BE{v)::BG(^x—y±y  BF=vx 

— y^,  c'eft-à-dire  (puifque  AB==i)  que  ABxBF 
=zB DxBF  —  ADxAF.  Ce  qu'il  falloic  démontrer 
en  premier  lieu. 

Maintenant  BE  (v).  BA  (i)  :  :  AD  (j),  ^G=  J.  Et 

AB(i).AE(i)::  BG  (x  —  ^)-  GF==x^~-i^;  & 

partant -^G -h GF  ou  AF=x^ — V""*"  v^^^?"^^/' 
puifqu'à  caufe  du  triangle  rei^angle  AEB  on  trouve 
I  —  ^^=vv ^  c'eft-o-dirc  que  y4/''ou  ABxAF=:BD 
xAt  -+-  AD  X  BE.  Et  c'eit  ce  qui  reftoit  à  démontrer.. 

L  E  M  xM  E     I  T. 

46'o.  o  o  I T  formée  une  TabU ,  dont  h  premier  rang' 
parallèle  étant  compofé  de  deux  parties  s.  &  y  >  tous  les 
autres  le  fuient  aujji  félon  cette  règle  }  la  première  partie 
de  tel  rang  parallèle  quon  voudra  ,  vaut  la  première  par~ 
■  lie  du  rang  parallèle  qui  h  précède  immédiatement ,  mul- 
tipliée par  X,  moins  la  féconde  partie  du  même  rang  mul~ 
tipliée  par  y  :  <S'  la  féconde  partie  vaut  la  même  première 
partie  multipliée  par  y  j  plus  la  même  féconde  multipliée 
F I  G.  178.  p^i"^-  '^oit  déplus  un  arc  de  cercle  quelconque  AR  moin^ 
drequela  demie  circonférence  divi/e  en  autant  de  parties 
égales  qu'on  voudra ,  aux  points  D,  E,  F,  G,  &c.  Je  dis 
quefi  le  diamètre  AB==:i  j  &  les  deux  premières  cordes 
BD=x,  AD=y  ;  toutes  les  autres  cordes  BE,  BF,  BG,  &c, 
feront  exprimés  par  les  premières  parties  du  deuxième, 
troificme  ,  quatrième  ,  6'c.  rang  parallèle  ,  &  les  autres 
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cordes  correj pondantes  AE,  AF,  AG  ,  &c  ,  par  les 

J'ccondcs  parties  des  mêmes  rangs.  AinfiBG  étant  la  qua- 
trième corde,  vaut  la  première  partie  x"* — 6yyxx-f-y'^  du 
quatrième  rang  parallèle,  ^  J'a  correj'pondantc  h.G  vaut 
la  Jeconde partie  4yx' — ^J^^  ^^  même  rang. 


I 

X 

y 

2' 

XX          yy 

zyx 

3' 

*' —  iyyx 

jyxx — y^ 

4^ 

X* byyxx-\-^* 

4yx'-^4y''x 

r 

X  ' 1  oyyx  ^  -f-  $y*x 

Syx'^ — ioy^xx-\-y^ 

G- 

x'' 1  ^yyx*-\-l  sy*xx- 

-y' 

iyx'' ioy''x''-\-6y^X 

r 

x^— I  \yyx''-\~$  j_y*x'- 

-ly'^x 

7yx''-^i^y''x*-\-zjy''xx 

Car  il  cfl  clair  fe!on  le  Lemme  précédent  que  le  pro- 
duit d'une  corde  quelconque  B  F  par  la  première  corde 
BU  (x) ,  moins  le  produit  de  la  corde  correfpondante 
AF ,  par  l'autre  première  corde  AD  (j)  exprime  la  va- 
leur de  la  corde  BG  qui  fuit  immédiatement  ÈF ^  &  aufïï 
que  la  corde  AG  vaut  BFxAD  (j)  -\-AFxBD  (x). 
Donc ,  &c. 

Corollaire, 

4(3 1.  01   l'on    ajoute  enfemble  les   deux  parties  de 
chaque  rang  parallèle  de  la  Table  précédente ,  en  met- 
tant   par  ordre  tous  les  termes  qui  les  compofent  félon 
les  différens  degrés  des  puifTances  de  x  ;  on  formera  cette 
nouvelle    i  able  qui   contiendra  par  ordre  les  termes  de 
toutes  les  puifTances  dy  binôme  x-+-j  ;  en  obfervanc 
que  le  premier  &  le  fécond  terme  doivent  être  pris  affir- 
mativement, le  troifi'jme  &  le  quatrième  négativement, 
&  ainfi  alrernativement  de  deux  en  deux  jufqu'au  der- 
nier.     Ainfi     le    troilienne     rang    parallèle    contiendra 
x^-\-T,yxx  —  3JJ-^' — y^  i  c'eft-à-dire  le  cube  du  binorne 
X  -\-y  ,  dont  on  prend  les  deux  premiers  termes  affir.,0 
mativement  ,   &    les    deux  derniers   négativement  :  de 
même  le  cinquième  rang  parallèle  contiendra  a:'  -f-  .^  y  x^ 
—  loyyx^  —  ioy'xx-\-'!^y'^x-\-y'' ,  qui  eiè  la  cinquième 
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puiflance  du  b'nomc  x-+-y,  donc  le  premier  &  le  fécond" 
terme  font  pris  affirmativement ,  le  troifîeme  &  le  quatriè- 
me ncs^ativemenc,  le  cinquième  &  le  fixieme  affirmative-- 
ment  ;"&  il  en  eft  ainfi  de  tous  les  autres  rangs  à  l'infini.- 

"x^  y 

A'x-i-zjx  —  yy 

X  '  -i-^yxx —  '^yyx  — ■    y^ 

x' -\-^yx''  —  6yyxx —  ^y'x  -^     y^^  .         . 

x^ -\-6yx' — lojjx' — ioy'x.-{-  <,y''x  -+-    j' 

x"  -^èyx' — 15JJX'' — 20y'x~'-^i<^y''xx-+-  Gy^x  —  j* 

x'  -{-jyx" — 2ijyx'— 35j'x^H-35j'x'  -^ziy'xx—jy'x—y'' 

■  Car  fî  l'on  fait  attention  à  la  manière  dont  la  Table 
précédente  efl  formée ,  on  verra  que  tous  les  term.es  de 
chacun  de  fes  rangs  parallèles  font  formés  par  ceux  du 
rang  parallèle  qui  le  précède  ,  multipliés  par  x  Ik  par  y, 
&  joints  par  des  fignes  4-  &  — ,  en  telle  Jorte  que  les 
termes  des  deux  parties  qui  compofenc  chaque  rang, 
étant  mis  par  ordre  ,  félon  les  diiFérens  degrés  de  l'in- 
connue X  ,  il  y  a  de  fuite  deux  fignes  -t-  ,  ôc  après  deux- 
fignes . —  j  &  ainfi  alternativement  jufqu'au  dernier. 

Remarque, 

/\Gi:  Il  efl:  vifible  dans  cette  dernière  Table,  que 
tous  les  termes  du  premier  rang  perpendiculaire ,  .ont 
chacun  pour  coëficiens  les  nombres  naturels  i,  2,3,4,&c, 
qui  fe  forment  par  l'addition  continuelle  des  unités  ; 
que  ceux  du  troifieme  rang  ont  pour  coëficiens  les  nom- 
bres triangulaires  1,3,6,10,  &c,  qui  fe  forment  par 
l'addition  continuelle  des  nombres  naturels  ;  que  ceux 
du  quatrième  rang  ont  pour  coëficiens  les  nombres  pira- 
midaux  i ,  4,  10,  20,  &c,  qui  fe  forment  par  l'addition 
continuelle  des  triangulaires  ;  &  ainfi-  à  l'infini  de  rang 
en  rang  en  avRncant   vers  la  droite ,  les  nombres  d'un 
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ordre  fupérieur ,  fe  forment  par  l'addition  continuelle  de 
ceux  de  l'ordre  immédiatement  précédent. 

Exemple     XII, 

463.   Un  arc  de  cercle  AR  étant  donné;   le  divi-  Fig.  278. 
fer  en  autant  de  parties  égales  qu'on  voudra  ,  aux  points 
D  .  E ,  F,  G ,  6'cy  par  une  méthode  différente  de  celle 
de  l'exemple  dixième. 

Ayant  nommé  le  diamètre  AB,i  \  les  cordes  don- 
nées B R^  ai  AR,b i  qui  terminent  l'arc  donné  AR; 
&  les  cordes  inconnues  BD  ,  x  ;  AD ,  y  i  qui  terminent 
l'arc  cherché  AD  ;  on  élèvera  le  binôme  x-\^y  à  une 
puilfance  dont  l'expofant  foit  égal  au  nombre  des  divi- 
fions.  On  formera  deux  égalités ,  donc  la  première  aura 
pour  l'un  de  fes  membres  la  donnée  a  ,  &  pour  l'autre 
tous  les  termes  impairs  de  la  puilTance  de  x-i-y  ,  joints 
par  des  fignes  -h  &  —  alternatifs  ;  &  la  féconde  aura 
pour  l'un  de  fes  membres  la  donnée  è  ,  &  pour  l'autre 
tous  les  autres  termes  de  la  même  puilfance  du  binôme 
x-hy,  joints  encore  enfcmble  par  des  fîgnes  alternatifs 
-4-& — .  On  fera  évanouir  l'une  ou  l'autre  des  incon- 
nues X  ou  j,  par  le  moyen  de  l'égalité  xx:=i — yy  ou 
yy=i — XX,  qui  fe  tire  du  triangle  ADB  re£tang!e  en 
JD  :  ce  qui  donnera  enfin  une  dernière  égalité  où  il  n'y 
aura  qu'une  feule  inconnue  x  ou  j  ,  dont  la  réfolution 
fournira  la  valeur  de  cette  inconnue  BD  ou  AD  qui 
termine  l'arc  cherché  AD. 

Qu'il  faille,  par  exemple  divifer  l'arc  cherché  AR 
en  fept  parties  égales  ,  aux  points  D ,  E ,F ,G ,H ,  I. 
Je  prends  la  feptieme  puiflance  x^  H- 7  jx' -H  21  jyx* 
-l-3'5j^x'*-H35J"*x' -h  2ij'xx-f-7j*x-hj^  du  binôme 
x-hj,  de  laquelle  je  forme  les  deux  égalités  a==x' 
—  ziyy  x^  -\--^<^y'^ x^  —  jy^x  ,  &  b^yyx^ — ■3'5j'^* 
■+-2iy'xx — y'.  Et  faifant  évanouir  dans  la  première  de  ces 
deux  égalités  l'inconnue  y,  ou  dans  la  féconde  l'inconnue  x, 
par  le  moyen  de  l'égalité  yy  =  i  —  xx  ou  xx=  i — yy. 
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je  forme  l'une  de  ces  deux  nouvelles  égalités  a  =  (^4x^ 
' — ii2a:'-H56jc3 — -fX  ou  b=-jy — <^Gy^-^i\iy' — 637% 
qui  ne  renferme  plus  qu'une  feule  inconnue  ,  &  dont  la 
réfolucion  qui  fe  fera  f-lon  les  règles  du  Livre  précédent, 
fijurnira  pour  l'une  de  fes  racines  x  o\x  y ,  une  valeur 
B  L)  ow  A  D  qui  fervira  à  déterminer  la  première  des 
parties  égales  demandées.  Tout  cela  eft  une  fuite  des 
ideux  articles  précédens. 

Il  ert  k  remarquer  que  fi  l'arc  AK  étoit  plus  grand 
que  la  demie  circonférence ,  celle  des  deux  égalités  pré- 
cédentes qui  a  pour  l'un  de  fes  membres  -H  b  fert  éga- 
lement fans  y  rien  changer  ,  mais  dans  l'autre  il  faut 
changer  le  membre  H-  a  en  — a  ,•  dont  la  raifon  eft  que 
la  corde  BK  (a)  paflant  de  l'autre  côté  du  point  B 
devient  négative  de  pofitive  qu'elle  étoit,  au  lieu  que  la 
corde  AK  ne  repaffant  point  de  l'autre  côté  du  poin^ 
A  demeure  toujours  pofitive. 

L  E  M  M  E     L   ■ 

464.  OuE  dans  un  quarri  quelconque  de  .cellules  on 
rempiijfc  de  la  lettre  a,  toutes  Les  cellules  du  premier  ram 
parallèle  ^  de  la  lettre  b,  toutes  les  cellules  du  premier  rang 
perpendiculaire,  excepte  la  première  j  <S'  enjuite  toutes  les 
autres  cellules  par  le  moyen  de  cette  règle -^  c'eji  àfcavoir 
qu'une  cellule  doit  toujours  être  égale  à  celle  qui  ejî  au^ 
dejfus  plus  à  celle  qui  eji  à  gauche  :  de  cette  forte  on  aura 
le  quarré  de  cellules  qu'on  voit  ici.    Or  cela  pojë -^ 
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l  16\/— 1—  ILbb 

lJlJ-f-2I0* 

7. 

7iz-^2.lb 

2.8a-t-y6i 

iiea--j-:.3 1* 

4(îi<j-f-4<z* 

Je  dis  qu'une  cellule  quelconque  eJi  égale  à  la  cellule  qui 
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ey?  à  gauche  plus  à  toutes  celles  qui  font  au~dcjfus  :  c'cfl- 
à-dire,  par  exemple  ,  que  la  quatrième  cellule  Aa-t-6b 
du  troificmc  rang  perpendiculaire ,  ejl  égale  à  la  cellule 
a-{-3"b  qui  ejl  a  gauche  ^  £'  qui  par  conjéquent  cjl  la 
quatrième  du  fécond  rang  perpendiculaire  ^  plus  à  toutes 
les  autres  a -h  2  b,  a-4-b,  a,  qui  font  au-deffus  d'elle 
dans  ce  fécond  rang. 

Car  fbppofanc  que  ^,c,  d ,  e,  expriment  les  quatre 
premières  cellules  du  fécond  rang  perpendiculaire  ,  & 
a,f,gyh,  les  quatre  premières  du  troifieme  rang,  on 
aura  par  la  formation  du  quarré  de  cellules  h  =  e-\-g, 
g=d-+-f,f-hc-ha,  &c  partant  h  =  e-\-d.-{- c-\-a  ;■ 
ce  qu'il  talloit  prouver.  Or  il  eft  vifible  que  cette  dé- 
monftration  fe  peut  appliquer  à  tel  nombre  de  cellules 
qu'on  voudra  de  deux  rangs  perpendiculaires  voifins. 
Donc,  &c. 

Corollaire. 

^6^.  rvisçiv E  toutes  les  cellules  excepté  celles  du 
premier  rang  parallèle  &  celle  du  premier  rang  perpendi- 
culaire ,  font  compofées  de  deux  termes  dans  le  premier 
defquels  fe  trouve  la  lettre  a  ,  &  dans  le  fécond  la  let- 
tre i  ;  il  s'enfuit,  1°.  que  le  terme  où  fe  trouve  la  lettre 
a,  eft  égal  au  terme  où  fe  trouve  la  même  lettre  a  daiu 
la  cellule  à  gauche  ,  plus  à  tous  les  termes  où  elle  fe  ren- 
contre dans  les  cellules  qui  font  au-defTus  de  celle-ci. 
2°.  Que  le  terme  où  fe  trouve  la  lettre  b ,  eft  égal  au  terme 
où  fe  trouve  la  même  lettre  b  dans  la  cellule  h  gauche 
plus  à  tous  ceux  où  elle  fe  trouve  dans  les  cellules  qui 
font  au-deflus.  Ainfi  le  terme  i-^a  de  la  cinquième  cel- 
lule du  quatrième  rang  perpendiculaire  ,  eft  égal  au 
terme  5a  de  la  cellule  à  gauche  ,  plus  aux  termes  Aa 
^a  ,  la ,  \  a  ,  qui  fe  trouvent  dans  les  cellules  qui  font 
au-deflus  de  celle-ci  ;  &  de  même  lob  eft  égal  au  terme 
lob  de  la  cellule  à  gauche  ,  plus  aux  termes  6b ,  ■^b ,  ib, 
de  toutes  les  cellules  qui  font  au-deftiis. 
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a66.  Si  l^on  multiplie  le  terme  où  ft  trouve  la  lettre  a 
dans  une  cellule  quelconque  ,  par  lajommc  des  expojans 
defon  rangparaUde  i£  dcfon  ran^ perpendiculaire  moins 
2  ,  6'  qu'on  divije  le  produit  par  Vexpofant  defon  rang 
perpendiculaire  moins  i  ;  je  dis  que  le  quotient Jera  égal  à 
ce  terme  plus  à  tous  ceux  qui  fout  au-dcJJ'us  de  lui  :  d  cf-à- 
dire,par  exemple ,  quefi  l'on  multiplie  le  terme  15 a  de  la 
cinquième  cellule  du  quatrième  rang  perpendiculaire  par 
'J-+-4 — z=j,i:i>'  qw'on  divije  le  produit  par  /^  — 1  =  3  ;  le. 
.quotient  -^^  a  fera  égal  au  terme  i<^a  plus  à  tous  les  autres 
ioa,6a,^a,ïa,  qui  font  au  dcjfus  de  lui. 

Cela  eft  vifîble  dans  toutes  ks  cellules  du  deuxième 
rang  perpendiculaire  ,  puifqu'elles  contiennent  toutes 
le  même  terme  la.  Or  je  vais  démontrer  que  fuppofé 
que  cette  propriété  fe  rencontre  dans  un  rang  perpen- 
diculaire quelconque,  elle  fe  trouve  néceflairement  dans 
i:eîu4  qui  eft  à  droit  ;  d'où  il  fuivra  que  puifqu'eHe  fe 
trouve  dans  le  deuxième  rang  perpendiculaire  ,  elle  fera 
auffi  dans  le  troifieme,  que  puifqu'elle  fe  rencontre  dans 
le  troifieme,  elle  fera  auffi  dans  le  quatrième,  &  ainfi 
àc  fuite  à  l'infini.  Pour  le  prouver. 

Soient  a,eyC,  d,  e,  f ,  (Se,  autant  de  termes  qu^oti 
voudra  de  ceux  où  fe  trouve  la  lettre  a ,  dans  un  rang 
perpendiculaire  quelconque  à  commencer  par  le  pre- 
mier ;  a ,  g,h,  k  ,  l ,  &c  un  pareil  nombre  de  termes  du 
rang  qui  eft  à  droit  à  commencer  auffi  par  le  premier. 
Soit  de  plus  m  égale  à  la  fonxme  des  expofans  moins 
2  des  rangs  perpendiculaire  &  parallèle  de  la  cellule 
où  fe  trouve  le  terme  "f-^  &  r  égale  à  f  expofant  moins  i 
du  rang  perpendiculaire  de  cette  cellule.  Par  la  fuppo- 

Jrt,  j^C^.    fltion  ^f==f-{- c  -i-d-h  c-^a=^  ^  l ,  ''^—  e  =  e-^  d 
^^c-\-a~k,  "^^^ d=d-\'C -\-a-=h  ,  ^^^^  c  =  c-\-a 
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-^a^=^a.     Donc    l-\-k-\-h~\-g-\-a  =  ^  f 
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■H c  H a  H c  H ^  =  —  X  /  -I- 

r  r  r  r  r         J 

-\- d -\- C -[- a ,  —  -XI  c -T^ 2^-1- 3c -+-4^  =  -/,  — ~Y.k 

•+• /i -h- g -i~  a    en    mettant    pour  f -{- c -{- d -\- c -i- a 
fa  valeur/,  &  pour  le -{- id -h  ^c -h  ^a  fa  valeur  k-k-li 

-\-g-\-a  :  tranrpofant  d'une  part  /  d:  de  l'autre xk 

-\-h-\- g-^a  ,   on  aura^^ — ^  xÀ'-i- A-+-o'-^-û  =  ^^^^'^/.• 
multipliant  de  part  &  d'autre  par  r  ,  divifant  par  r-t-  i  , 

&  ajoutant  de  part  &  d*autre  /,  il  vient  enfin  —p^  1=1 
'  '  '■-+-1 

-h  k  -i-  h  -+-g-ha.  Mais  comme  le  rang  perpendicu- 
laire de  la  cellule  où  fe  trouve  /  ,  furpatTe  d'une  unité 
celui  de  la  cellule  où  fe  trouve/",  &  que  leur  rang  pa- 
rallèle demeure  le  même  ;  il  erl  évident  que  la  propriété 
marquée  pour  chaque  terme  où  fe  trouve  la  lettre  a. 
dans  un  rang  perpendiculaire  quelconque  ,  convient 
aufîî  au  terme  /  du  rang  perpendiculaire  qui  eft  à  droit. 
De  plus  puifque  cette  démonftration  fubfille  également: 
.tel  que  puiffe  être  le  nombre  de  termes  des  deux  rangs 
-perpendiculaires  voifins  ,  il  s'enfuit  que  ce  que  l'on  vient 
de  montrer  par  lapport  au  terme  /  ,  fera  vrai  auffi  à 
l'égard  de  tout  autre  de  fon  rang  perpendiculaire. 

Si  l'on  fuppofe  à  préfent  que  n  exprime  en  général 
-l'expofant  d'un  rang  parallèle  quelconque  autre  que  le 
premier ,  on  verra  que  la  première  cellule  de  ce  rang  ne 
xenferme  aucun  terme  où  la  lettre  a  fe  rencontre  ;  que 
,1a  féconde  renferme  toujours  i  a  ;  que  fi  l'on  multiplie 

-I  a  par  "~^J^^  _._  2  ^  on  aura  -  a  pour  le  terme  où  fe 

trouve  la  lettre  a  dans  la  troifieme  cellule  ;  &  de  même 

1  on   multiplie  -  û.   par  — ^^^-  =  — -  ,  on  aura 

-  a  X  — -  pour  le  terme  où  fe  trouve  a  dans  la  quatrième 

cellule  :    de  forte  que  cette  fuite  o  ,  i  a  ,"a,  ^  x  ^^^  <^i , 

-K  -^^x—  a,-x—^—-x. x—^^a,  i>c  ,  exprimera 

Kkk 
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par  ordre  tous  les  termes  où  fe  trouve  la  lettre  a ,  dans 
les  cellules  du  rang  parallèle  dont  /:  eft  l'expofant.  Ainli 
fi  /z==  ^,  la  fuite  o,  irz,  <^a,  15a,  3^a  ,  é'c,  exprimera  par 
ordre  tous  les  termes  où  fc  trouve  la  lettre,  a  dans  les 
cellules  du  cinquième  rang  parallèle. 

L  E  M  M  E     I  I  L 

4(^7.  01  Von  multiplie  h  terme  où  je  trouve  la  kttre]^'^ 
dans  une  cellule  quelconque  ,  par  la  J'omme  des  cxpofans^ 
de  fou  rang  parallèle  &  de  Jon   rang   perpendiculaire- 
moins  2,  6'  qu'on^divife  le  produit  par  l'expoj'ant  de  fort' 
rang  perpendiculaire  ;  je  dis  que  le  quotient  fera  é^al  à  ce 
terme  plus  à  tous  ceux  qui  font  au  de  [Jus  de  lui  :  c'ejl-à- 
dire ,  par  exemple  ,  quefi  Von  multiplie  le  terme  lob  de 
la  cinquième  cellule  du  troifeme  rang  perpendiculaire  par-' 
5-4-3 — 2=(3 ,  &  quon  divife  le  produit  par  3 ,  on  aura 
zoh  pour  la  fomme  du  terme  rob,  6"  de  tous  les  autres 
^  b,  3  b ,  I  b  ,  qui  font  au-de[fus  de  lui  : 

11  ett  vifible  que  cette  propriété  fe  rencontre  dans  le 
premier  rang  perpendiculaire  où  toutes  les  cellules  ren- 
ferment la  même  valeur  i  b  ,  excepté  la  première  dans 
laquelle  la  lettre  b  ne  fe  rencontre  point.  Or  de  cela 
feul  l'on  prouvera  comme  l'on  vient  de  faire  dans  le 
Lemme  précédent  à  l'égard  des  termes  qui  font  multi- 
ples de  ,  a ,  qu'elle  fe  doit  rencontrer  dans  le  fécond 
rang  perpendiculaire  ,  dans  le  troifieme  ,  dans  le  qua- 
trième, &  ainfi  dans  tous  les  autres  à  l'inrini.  D'où  l'on' 
conclura  que  fi  «  défigne  l'exp-ofânt  d'un  rang  parallèle- 
quelconque  autre  que  le  premier  ;  la  fuite  I^,  ^^^  b ,  ^^ 

X  -O. X  -X 1.  x-x— —  X o,  ij'Cf  expn- 

mera  par  ordre  tous  les  termes  où  fe  trouve  la  lettre  ^ 
dans  les  cellules  du  rang  parallèle  dont  n  efè  l'expofann 
Ainfi  fi  n=<^  ,  la  fuite  ih ,  /^b ,  lob ,  zcb ,  35^  iyc,  expri- 
mera par  ordre  tous  les  termes  où  fe  trouve  b  dans  le 
cinquième  rang  parallèle. 
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Corollaire. 

4^8.  1  L  fuie  de  ces  deux  derniers  Le  m  mes  ,  que  fi 
l'on  ajoure  par  ordre  tous  les  termes  de  cette  fuite  à 
ceux  de  la  précédente,  on  en  formera   une,    ib,  m, 

n       n 1        n  4-t  n  —  1       n       n-\-\       n-\-7.    ,         c 

7  X X a.  X X  -  X X b  ,   (j'c  ;     ou  en 

115  1154'-' 

abrégeant   rexprefîion  y  b  ^a-'r-  "—^  b  ,  a-\-  '^-^  b  x-  a 

-1 —  ^ X  -  X  — —  ,  Cl  -\ b  x-x  — —  X tyc.    qui 

exprimera  par  ordre  toutes  les  cellules  du  rang  parallèle  de 
la  Table  dont  n  eft  l'expoCinr. 

D'où  l'on  voit  que  par  le  moyen  de  cette  fuite  ,  on 
peut  trouver  tout  d'un  coup  telle  cellule  qu'on  voudra  , 
les  expofans  de  fon  rang  parallèle  &  perpendiculaire 
étant  donnés  ;  puifque  prenant  dans  la  fuite  générale  le 
terme  qui  répond  à  l'cxpofant  du  rang  perpendiculaire, 
c'eft-a-dire  ,  le  quatrième  terme  ,  fi  le  rang  perpendicu- 
laire eft  le  quatrième  ,  le  cinquième  ,  s'il  eft  le  cinquiè- 
me &c  ,  &  mettant  dans  ce  terme  à  la  place  de  n  l'cx- 
pofant du  rang  parallèle  ,  on  aura  la  cellule  que  l'on 
cherche.  Que  l'on  demande  ,  par  exemple  ,  la  cinquiè- 
me cellule   du   quatrième   rang  perpendiculaire  ;    ayant 

jiiis  dans  le  quatrième  terme  a  -f-  ^^^'  ^  x  ^  x  —^ ,  à  la 

place  de  n  l'expofant  $  du  rang  parallèle  de  la  cellule, 
on  trouvera  a-hj^xi^  ,  c'eft-à-dire,  15  a -h 20 ^  pour 
cette  cellule  j  &  il  en  eft  ainfi  de  toutes  les  autres. 

L  E  M  M  E     IV. 

4^9.  Si  Von  fait  a  =  2  5"  b=i  dans  le  quarré  de 
cellules  de  V article  4(^4 ,  on  le  changera  en  oclui-ci  y  du- 
auel  je  dis  que  h  premier  rang  parallèle  contient  de  Juite 
les  premiers  termes  de  tous  les  rangs  perpendiculaires  de 
la  Table  de  V article  443  ;  le  fecon.d  rang  parallèle  ^  les 

Kkkij 
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Jcconds  termes  }  le  trolfianc  rang,  les  troifienies  termes 
&  ainfi  de  fuite  à  Vinjvii. 


I. 

2. 

5- 

4- 

S- 

(T. 

7« 

u 

2 

2 
î 

4 

5 

2 

2 

2 

2 

2 

1, 

5 
9 
14 

7 

9 

36 

13 
49 

3- 

i<î 

M 

4- 

<o 

55 

105 

91 

140 

5- 

6 

20 

5° 

1  9^ 

6. 

7 
S 

^7 
35 

77 

182 

378 

7'4 

7- 

t  I  2 

194 

672 

1586 

Cela  eft  une  fuire  naturelle  de  l'article  44>5  ,  &  de  la 
formation  du  quarré  de  cellules  de  l'article  4^4.  expli- 
quée dans  ce  même  article  &  dans  le  fuivant  465. 

Corollaire. 
470.  Si  l'on  fait  h  =  i  &  a  =  i   dans  la  fuite  gé- 
nérale  de  l'article  468.  b y  a-\-  —^  b ,  a-\-  '^—  ^^  x ^  , 

3  I  z      '  4  115  > 


;z-4-i 


"4-5  ^"      «-^ 
i  I  3 


on  la  changera  en  cette  autre  i  , ^ 

-  X  — ^  i  — ^  X  -  X  —  X  —  ac,  par  le  moyen  de  la^ 

quelle  on  trouvera  tout  d'un  coup  le  coëficienc  de  tel 
terme  qu'on  voudra  de  la  Table  de  l'article  443  ,  fou 
rang  perpendiculaire  &.  le  quantième  qu'il  y  occupe 
étant  donnés.  Voici  la  règle. 

On  prendra  dans  cecte  fuite  le  ternie  qui  répond  au 
rang  perpendiculaire  donné  ,  c'eft-à-dire  le  troifieme  ,  li 
c'elï  le  troifieme  rang ,  le  quatrième ,  lî  c'eft  le  quatriè- 
me, &c;  6c  ayant  mis  dans  ce  terme  à  la  place  de  n  le 
nombre  qui  expofe  le  quantième  du  terme  dans  fon 
rang  perpendiculaire ,  c'eft-à-dire  4  s'il  eft  le  quatrième, 
5  ,  s'il  eft  le  cinquième  &c  ,  on  aura  le  coëficient  qu'on 
cherche.  Si  l'on  demande ,  par  exemple  ,  le  coëficient 
du  quatrième  terme  i^x'  du  troifieme  rang  perpendicu- 
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-5       «  V    t 

—  X  -  a  la 


laire  ;    on  mettra   dans   le  troifieme  terme 

place  de  «.le  nombre  4,  &  l'on  aura  14  pour  le  coë- 
ficient  cherché. 

Car  rexpofanc  du  rang  perpendiculaire  du  coëficienC 
pris  dans  la  Table  de  l'article  443  ,  eft  le  même  que  l'ex- 
pofant  du  rang  perpendiculaire  du  quatre  de  cellules 
de  l'article  précédent  j  &.  le  quantième  que  ce  coëficient 
occupe  dans  fon  rang  perpendiculaire  ,  elt  l'expofant  du 
rang  parallèle  du  quarré  de  cellules.  D'où  l'on  voir  que 
cette  règle  n'eft  qu'une  application  de  celle  de  l'article 
468,  à  ce  cas  particulier  où  a  =  2  ôc  b  =  i. 

L  E  M  M  E     V. 

471.  S  I  l'on  met  i  à  la  place  de  h;  dans  le  quarré 
de  cellules  de  l'article  4^4  ;  on  le  changera  en  celui-ci , 
dont  je  dis  que  les  rangs  perpendiculaires  contiennent 
par  ordre  tous  les  nombres  quon  appelle  Figurés  :fçavoir 
le  premier  rangiez  nombres  du  premier  ordre  qui  font  les 
unités  f  le  fécond  rang  les  nombres  naturels  ou  dujecond 
ordre  quife  forment  par  V  addition  continuelle  des  unités, le 
troifieme  rang  les  nombres  triangulaires  ou  du  troifeme 
ordre  qui  f  forment  par  l'addition  continuelle  des  natU' 
rels  y  le  quatrième  les  nombres  piramidaux  ou  du  qua^ 
trieme  ordre  qui  fe  forment  par T addition  continuelle  des 
triangulaires ,  6"  ainfi  à  Vinjini.  -, 


I. 

2. 

•y  • 

4- 

5- 

G. 

7- 

I. 

>'  I 

I 
1 

4 
5 

I 

G 

13 

2  I 

4- 

20 
5  5 

I 

I 

I 

2i 

S 

M 
35 

7G 

C 

7 

l' 

21 

28 

4- 

5^- 

S4 

210 
462 

5- 

126 

Mi 
462 

G. 

6 

7 

7-_ 

i8 

S4 

110 

^24. 

Car  félon  le  même  article  4(^4  ,   chaque  cellule  eft 
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égale  à  celle  qui  eft  à  gauche  ,  plus  à  toutes  les  autres 

qui  font  au-delîus. 

M.  Pafchal  a  fait  un  Traité  qui  a  pour  Titre  Triangle 
Arithmétique  ,  dans  lequel  il  conlidere  les  propriétés  de 
ces  nombres ,  &  fait  voir  qu'ils  font  d'un  très-grand  ufage 
dans  plulieurs  qucftions  d'Arithmétique. 

Corollaire. 

472.  Si  l'on  fait  a=i  Se  b===-i  dans  la  fuite  générale 
derartlcIe468.3,a-h^'3,a-H^'^x^,a-f-^'^X 
2x--t!,a-+-"-^=^3x"x'^-x-'tl&c:   on  changera 

II'  4  II?  '  " 

n       n-\-l       n      n-\-l        n-f- 1      n       n-\-i 

en   cette  autre  i  ,  /z  ,  -  x  --—  t  -y.  —  —  x  ——>  -  x  -— 

X  ^-^  X  ^^  ôcc ,  qui  fervira  à  trouver  tout  d'un  coup 

tel  nombre  figuré  qu'on  voudra ,  fon  ordre  étant  donné 
avec  le  quantième  qu'il  y  occupe.  Voici  comment. 

On  prendra  dans  cette  dernière  fuite  Je  terme  qui 
répond  à  l'ordre  donné ,  c'eft-a-dire  le  troifieme,  fi  c'eft 
le  troifieme  ordre  ,  le  quatric^me  ,  fi  c'eft  le  quatrième 
ordre  &c  ;  &  ayant  mis  à  la  place  de  n  le  nombre  qui 
expofe  le  quantième  nombre  du  figuré  ,  c'eft-à-dire  4 ,  s'il 
doit  être  le  quatrième ,  «5 ,  s'il  doit  être  le  cinquième  &c, 
on  aura  ce  nombre.  Qu'il  faille,  par  exemple,  trouver  le 
cinquième  nombre  du  quatrième  ordre  ;  je  mets  dans  le 

quatrième  terme  "  x  — — '  x  ^^-— *  de  la  fuite  à  la  place  de  n 

le  nombre  «5  ,  &  j'ai  3<î  pour  le  nombre  cherché. 

Ceci  n'eft  autre  chofe  que  l'application  de  la  rejgle  de 
l'article  468.  à  ce  cas  particulier. 

Problème     I. 

473.  Soit  propofé  de  trouver  une  Jhite  générale,  (jui 
exprime  par  ordre  tous  les  termes  d'un  rang  parallèle  quel' 
conqui ,  de  la  Table  de  la  divifion  des  arcs  df.  V article  443. 
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Comme  le  troifiemc  terme  d'un  rang  perpendiculaire 
quelconque  de  cette  Table  ,  répond  toujours  au  pre- 
mier du  rang  qui  cfl:  à  droit  ;  il  s'enfuie  que  îî  m  -[-  i 
exprime  en  général  l'expcfant  du  rang  parallèle,  il  faudra 
trouver  dans  le  premier  rang  perpendiculaire  ,  le  cocH- 
cient  du  terme  donc  le  quantième  cfl:  m-f-i  ;  dans  le 
deuxième,  le  coëficienc  du  terme  dont  le  quantième  efl: 
m-\-i — '2  ou  m- — I  ;  dans  le  troifieme  ,  le  cocficient  du 
terme  dont  le  quantième  eft  m — £—2  ou  m — 3  ,  &  ainfi 
de  fuite  en  diminuant  toujours  de  2  le  quantième  du 
terme,  à  mefure  que  le  rang  perpendiculaire  avance  vers 
la  droite.    Il  faudra  donc  félon  la  règle  de  l'article  470. 

mettre  dans  le  fécond  ternie  - — ^à  la  place  de  n  le  nom- 
bre m  —  I  ;  dans  le  troifieme  terme  ^^^  x  -  à  la  place 
de  n  le  nombre  m  —  3  j  dans  le  quatrième  terme  ^ —  x 
— —  à  la  place  de  n  le  nombre  /n —  ^5  ;  dans  le  cinquième 

x-x X a  la  place  de  n  le  nombre  m — 7: 

&c  :  ce  qui  donnera  pour  la  fuite  des  coëficiens  i  ,  m  ^ 

-X -i  -X——   X  —  -?',  -X '-  X ^X  -i    ,   &c. 

XI  }  1  14  I  1  } 

Or  comme  les  fignes  des  termes  d'un  rang  parallèle 
quelconque  de  la  Table  font  toujours  alternatifs  ;  &  que 
le  premier  terme  elt  toujours  l'inconnue  x  élevée  à  une 
puiflance  donc  l'expofant  eft  moindre  d'une  unité  que 
celui  du  rang  parallèle  ;  &  que  tous  les  autres  termes 
renferment  des  puifTances  de  x  dont  les  expofans  dimi- 
nuent continuellement  de  2  ,  en-  obfervanc  que  x°=  i:' 

il  s'enfuie  qu'on  aura  x'^ — m  x^—^  -h  —  x  ^^^^^  x^~-4 —  - 

m — î        m — 4  ,     .       m        m — 7       m — 6       m — < „     g 

X X -^  X'"— ^  H X X X X"^^    &C, 

I  i  4  I  1  j  ' 

pour  l'expreflîon  générale  du  rang  parallèle  de  la  Table, 
dont  l'expofant  eft  m -h  i.  Ce  qui  étoit  propofé,  ? 

Lorfqu'on  a  les  premiers  termes  de  ces  fortes  de  fiii- 
tes  ,  il  eft  facile  d'obferver  la  loi  qui  y  règne  par  tout. 


Livre     Dixième. 
&  qui   fert    à  les  continuer  autant  que  Ton  veut.     Si 
l'on    fuppofe  ,    par   exemple  ,    dans    celle  -  ci  ,    que   r 
exprime   le  quantième  du  terme  dont  on  veut  avoir  le 
coëlicient  ;   il    fera   exprimé    par    la    fraction    générale 

my  rr — r'Xm — i iXm — r — i.  &c  t  r  i  ' 

-V : ;:^ r —  .  en  obiervant  que  le  nume- 

rateur  îk  le  dénominateur  doivent  avoir  chacun  autant 
de  termes,  que  le  nombre  r — i  contient  d'unirés.  Ainfi  fi 
r  =  <^  ,  on  aura  pour  lecoëiîcient  du  cinquième  ternie,  la 

iradion £ ; :  li  7"==4,  on  aura . 

4X3.<zXl  •'  5MX1 

Il  faut  remarquer  que  le  nombre  des  termes  de  cette 
fuite  eft  toujours  déterminé  ,  de  forte  qu'il  eft  égal  a  la 
plus  grande  moitié  de Texpofant  du  rang  parallèle  qu'elle 
exprime  ,  lorfque  cet  expofant  eft  impair ,  &  k  fa  moitié 
au  juftc  lorfqu'i-1  eft  pair.  Ainfi  elle  n'a  que  trois  t-^rmes, 
lorfqu'elle  exprime  le  cinquième  ou  le  lixieme  rang 
parallèle,  elle  n'en  a  que  quatre,  lorfqu'elle  exprime  Iç 
feptieme  ou  le  huitième  rang  parallèle,  Sec. 

Problème    II. 

474.  ooiT  propofc  de  trouver  une  fuite  générale ,  (jui 
exprime  par  ordre  tous  les  termes  de  tel  rang  parallèh 
qu'on  voudra  ,  de  la  Table  de  PinJ'cription  des  poUgoncs 
réguliers  de  l'article /^<^j. 

Comme  le  fécond  terme  de  chaque  rang  perpendi- 
culaire répond  au  premier  de  celui  qui  eft  à  droit ,  il 
'  Jn.  4f^Z.  s'enfuit  ^  que  fi  m-hi  eft  l'expofanc  d'un  rang  paral- 
lèle quelconque  de  cette  Table,  les  coëficiens  des  quatre 
premiers  termes  de  ce  rang  feront  i ,  i ,  m—i,  m — 2  ; 
le  coëficient  du  cinquième  terme  fera  le  nombre  triaa- 

Art.  471.  gulaire  dont  le  quantième  eft  m  —  3,  c'eft-à-dire  ^  — — 
X  ^^^  j  celui  du  fixieme  rang  fera  le  nombre  triangu- 
laire dont  le  quantième  eft  m  —  4  ,    c'eft-à-dire  ^^^^ 

X  — ^—  ;   celui  du  feptieme  terme  fera  le  nombre  pirar- 

mida! 
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midal  dont  le  quantième   eft  m  —  <  ,   c'eft-à-dire  ^^- 

I 

X  ^—  X— ^^  ;  celui  du  huitième  terme  fera  le  nombre 
piramidal    dont    le   quantième  eft  ni  —  G  ,    c'eft-à-dire 

X X ;    celui  du    neuvième  terme  fera  le 

nombre  du  cinquième  ordre  dont  le  quantième  eft 
m  —  7  ,  c  eft-a-dire  — --  x  — —  x  — ~  x ;   &  ainfi  a 

Tinfini.  Si  donc  l'on  joint  à  ces  coëriciens  les  puiflances 
de  7  qu'ils  affeclent ,  en  flufanc  précéder  le  fécond  &  le 
troifieme  terme  du  figne  — ,  le  quacricme  6c  le  cinquième 
du  figne  -\-,  le  fixieme  &  le  fepcieme  du  d^m  —  ,  oc 
ainft  alternativement  de  deux  en  deux  ,  on  aura  cette 
fuite  générale  ;['" — ^'"— ' — m — i  ;^'"  —  ^-\-in — 2  7'"—} 

H i-^  X  --  {--4 ±  X  --    ^m-s .1   X  __^ 


X    — 7— 


—  X 


.—  l"'  —  ^  &c,  qui  exprime  par  ordre  tous  les 

termes  du  rang  parallèle  de  la  Table  de  l'article  41^7  dont 
l'expofant  eft  /n-+-  i  :  où  l'on  doit  obferver  de  ne  prendre 
qu'autant  de  termes  que  le  nombre  rn-{-i  contient  d'unités. 

Problème     III. 

47'5.  1  ROUVER  une  fuite  générale  ,  qui  exprime  par 
ordre  ,  les  coé'Jiciens  de  tous  les  termes  ,  de  tel  rang  paral- 
lèle qu^on  voudra ,  de  la  Table  de  F  article  460  ;  ou  {ce 
qui  cjî  la  même  chofe)  d'une  puijfance  quelconque  du 
binôme  x-hy. 

Soit  en  général  m  l'expofant  d'un  rang  parallèle  quel- 
conque de  cette  Table ,  il  eft  clair  que  les  cocficiens 
des  deux  premiers  termes  de  ce  rang  feront  toujours  ^  *  jrt,^<Lj.. 
i ,  m;  ôc  comme  le  fécond  terme  de  chaque  rang  perpen- 
diculaire à  commencer  par  le  fécond  ,  répond  au  pre- 
mier terme  du  rang  qui  eft  à  droit  ,  il  s'enfuit  que  le 
coëficient  du  troiiieme  terme  du  rang  parallèle  fera  ^  *  j^t  ^di 

LU  ' 
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Je  nombre  triangulaire    dont  le  quantième  eft   m  —  i  , 

*  Jrt.  472.    c'eft-à-dire  ^  ^^^^  x  —  ;  que  celui  du  quatrième  terme 

fera  le  nombre  piramidal  dont  le  quantième  efl:  m — 2, 

c  eiT-a-dire x x  —  ;    que   celui    du    cinquième 

terme  fera  le  nombre  du  cinquième  ordre  dont  le  quan- 
ti y    n   \     1'       ^ — ?        m  —  z      ml       m        o 

tieme  elt  m — 2  ,  c  elt-a-dire x x x  —  :  & 

J  '  I  2  5  4' 

ainfi  à  l'infini.     On  aura  donc  pour    la  fuite   générale 

>  1  j  m         m  —  I  m       m — i         m — i         m 

qu  on  demande  1 ,  m,  —  x j  —  x x ,  —  x 

m — I       m — 1        m 5 


X X &c. 


^  3  4 

Corollaire. 
47<3.   L)e-la  il  fuit  que  x~^y"=x'^'^  —  yx^—''- 

^^        iXi        -^  -^  ^^  1X1X5  -^  ' 

I  m-^m — ï-<m — 1    m — 5       a       „      ,   my.m  —  l^m — i>vn — j^m — 4      . 

H i  Y^  X'»— 4  _1- î  y  ' 

Problème    IV. 

477.  J  ROUVER  une  équation  générale  qui  fcrve  à 
divijcr  un  arc  de  cercle  donné h.^ y  en  autant  de  parties 
égales  qu'on  voudra. 

Première    Manière. 

Fi  G.  175).  Soit  en  général  m  le  nombre  des  parties  égales,  l'arc 
^  D  h  première  de  ces  parties;  foit  tiré  le  diamètre 
yi  B,  &  les  cordes  B D  ,  B R  ;  &l  foit  le  rayon  CA  ou 
CB=i  y  la  corde  donnée  B  K  =  a,  la  corde  cherchée 

*  ^n.  444.  BD^x.  On  aura  ^  -^a=x'" — /tzx'^—  ^-h  1!JP~1  x'»— 4 

3x1x1  4<'xix5  » 

(fçavoir-ha  lorfque  l'arc  donné  AK  eft  moindre  que 
la  demie  circonférence,  &=;«  lorfqu'il  elt  plus  grand) 


.Jl.^a^e  ^s^- 
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pour  l'équation  générale  qu'on  demande  ;  de  laquelle 
il  ne  faut  prendre  qu'autant  de  termes  ,  que  la  moitié 
du  nombre  m  lorfqu'il  dï  pair,  ou  fa  plus  grande  moitié 
lorfqu'il  eft  impair  contient  d'unités  j  parce  que  le  terme 
qui  luivroit  feroit  nul  ou  zéro. 

Si  /«=:  <^  ,il  vient  Z^a  =  x^  —  i^  x^  +  ^  x  ;  fi  m=j  , 
on  trouve  ^Pa  =  x^  —  y  x^  -^i^x' — y  x. 

Seconde    Manière. 

Soit  tiré  le  diamètre  AB ,  &:  les  cordes  BR  AR, 
B  D^  AD,  qui  terminent  l'arc  donné  A  R ,  ôc  l'arc 
cherché  AD.  Soit  m  le  nombre  des  parties  égales,  le 
diamètre  AB^^i  ,  les  cordes  données  BR  =  ay 
A  R=^b  ;  &  les  cordes  inconnues  B  D  =  x ,  AD=y. 
On    aura    ^    ces    deux    égalités    générales    ~^-a  =  x'"  *  Jrt.  ^Sf. 

mxm — I  _         .     ,     m'' m 1  x /r — i  "  ra — s       4      „       .    o  47S' 

I^l"^-'                                              1  X  ix  ^  X  ^                J  y 

j  '",.,,  m^m I  "  m z      3     ,_ ,      , 

h=-yx'n—^ Tx-rrr— ^^      '+  •    •   • 

m  y  m I  X  m z  x  m 5  x  m  —  4      , 


3  X4X  j 


j'  x"' — S  &c  ,    dans   lef- 

quelles  mettant  à  la  place  de  m  ,  le  nombre  de  parties 
égales  dans  lefquelles  l'arc  A  R  doit  être  divifé  ,  il  en 
vient  deux  autres  particulières  ,  dont  la  réfolution  four- 
nit la  valeur  cherchée  de  la  corde  BO  (x)  ou  AD  (y) , 
après  avoir  fait  évanouir  l'inconnue  y  ou  x ,  par  le 
^  moyen  de  l'équation  JJ=  i  — JCX  ou  xx=i  — y  y. 
Soit  par  exemple  ni=y.  On  aura  ~i-a  =  x^ — ^IJJ^' 

6c  l'on  achèvera  le  refle  conmie  dans  l'article  462. 
Problème      V. 

4y8.  Trouver  une  équation  générale  ,  qui  fcrve  à     Fig.  iS«. 
injuirc  dans  un  cercle  donne  ,  un  poiigone  régulier  quel- 
conque ADEFGHK&c. 

Soit   tiré    le    diamètre  AB  ,   &   la  corde    BD    qui 
terminent  le  premier  côté  du  poiigone  j   foit  le    rayon 

Lllij 
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donne  CA  ou  CB=  t  ,  la  corde  inconnue  BD=^, 
&  en  général  m  la  plus  petite  moitié  du  nombre  des 
côtés   du  poligone  ,    que    je  fuppofe  être  impair.     On 

Art.  457.    aura*  0  =  {'"—{'"—'— //z — i{'"-^H-f;2— 2{'"-5  -h^^ 

X 7m— 4 ?   X    — -    ?'"     î   —    -— —   X X 

il  1  i  «■  I  X 

m ;  ,         m— 6        m— s        m. 4      ^      ,    ,     ?n — 7         m — tf 

i         \  12.  j«-  Il 

X  ^^  X  -—  ^'^ — 8    &c  ,    pour    l'équation    générale 

qu'on  demande  ;  de  laquelle  il  ne  faut  prendre  qu'autant 
de  termes  que  le  nombre  m  H- 1  contient  d'unités , 
parce  que  celui  qui  fuivroit  feroit  nul  ou  zéro. 

Soit  par  exemple  7  le  nombre  des  côtés  du  poligone 
à  infcrire  ,  on  aura  m=^  j  &.  partant  0  =  ^^  —  ^^ 
—  2{-+-  I  ,  dont  la  plus  grande  racine  |  exprimera  la 
corde  BD ,  qui  termine  l'arc  A  D  ,  qui  a  pour  corde 
le  premier  côté  AD  du  poligone.  De  même  fi  le  nombre 
des  côtés  efi  11  ,  on  aura  /7z=  -5  ;  &  par  conféquent 
l'équation  générale  devient  0  =  ^^ — i'^  —  ^^-1^^^^ 
-+-_^  7  —  I ,  dont  la  plus  grande  des  racines  e(l  ^  =  B  O. 

Problème     VI. 

FiG.  181.       479-   L^iviSER  un  angle  donné  en  un  nombre  quelcon- 
28i.  que  impair  de  parties  égales,  par  le  moyen  d'un  injîrument. 

\'^ .  Soit  propofé  de  divifcr  l'angle  donné  ECF  en 
trois  parties  égales.  Il  faut  avoir  un  rhombe  ABCD  y 
dont  les  quatre  côtés  foient  mobiles  autour  de  ^ts  quatre 
angles,  &  duquel  les  deux  côtés  AB ,  AD,  foient 
indéfiniment  prolonges  vers  X  6i.  Z  ;  attacher  l'angle 
C  du  rhombe  ,  dans  le  fommet  C  de  l'angle  donné 
ECF i  marquer  fur  les  côtés  CE ,  CF ,  les  points  E ,  F , 
enforte  que  CE  6c  CF  foient  égales  chacune  au  côté 
CB  eu  CD  ou  DA  ou  AB  du  rhombe.  Cela  fait, 
il  faut  ouvrir  ou  relFerrer  les  côtés  AX ,  AZ ,  de  l'angle 
B AD  j  enforte  qu'ils  pafTent  par  les  points  E ,  F j   6c 
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l'angle  BAD  fera  la  troiiîeme  partie  de  l'angle  E  CF. 

Car  les  triingles  ABC,  PCE ,  étant  ifofcelles ,  l'an- 
gle externe  CBE  ou  fon  égal  CE  B^  qui  vaut  les  deux 
internes  oppofés  B  AC ,  B  CA  ,  fera  double  de  l'angle 
BAC  j  &  dans  le  triangle  ECA  ,  l'angle  externe  ECi^, 
qui  vaut  l'angle  CE  A  plus  l'angle  BAC,  fera  triple 
de  l'angle  BAC.  On  démontrera  de  même  que  l'an- 
gle FCY  eft  triple  de  l'angle  D  A  C.  D'où  il  luit  que 
l'angle  donné  ECF  eft  triple  de  l'angle  BAD.  Ce  qu'il 
jalLoït,  (S'c. 

2".  Soit  propofé  de  divifer  l'angle  donné  HGK,  en  pj  «^ 
cinq  parties  égales.  On  attachera  dans  l'angle  C  du  ^^.  '" 
rhombe  ABCD  de  l'inftrument  précédent,  un  autre 
rhombe  C  E  GF ,  dont  les  côtés  feront  égaux  à  ceux  du 
premier  &  mobiles  aufîi  autour  de  leurs  angles.  On 
fichera  l'ar.gle  G  de  ce  dernier  rhombe ,  dans  le  fommet 
G  de  l'angle  donné  HG  K^  6c  ayant  pris  fur  les  côrés 
de  cet  angle  Its  parties  GH ,  G  K  ,  égales  chacune  au 
côté  G  £  do  l'jn  des  rhombes  ,  on  ouvrira  ou  fermera 
l'angle  XAZ  mobile  aurour  du  point  A,  eiiforte  que 
fes  côtés  A  X,AZ  ,  touchent  les  angles  E ,  F ,  6c  paf- 
fent  en  même  tems  par  les  points  marqués  H ,  K.  Je 
dis  que  l'angle  XAZ  ou  BAD  fera  la  cinquième  partie 
cherchée  de  l'angle  donnée  //  G  K. 

Car  ayant  mené  dans  le  rhombe  ABCD  la  diago- 
nale AC,  prolongée  indéfiniment  vers  1^  y  elle  palléra 
par  le  point  G,  puifque  les  angles  ECY,FCY,  étant 
triples  des  angles  égaux  ,  i*^  C,X)  .^/ C,  feront  auffi 
égaux  er.tr'eux.  Or  dans  le  triangle  EGA ,  l'angle  ex- 
terne H  E  G  ,  qui  vaut  les  deux  internes  oppofés  BAC, 
EGA,  ou  ECY  (à  caufe  du  triangle  ifofceîle  CE  G) 
fera  quadruple  de  l'angle  BAC.  Et  partant  dans  le 
triangle  A  H  G,  l'angle  externe  HGY  ,  qui  vaut  les 
deux  internes  oppofés  BAC ,  G  H  A  ou  GEH  (à  caufe 
du  triangle  ifofcclle  EGH)  fera  le  quintuple  de  l'an- 
gle BAC.  On  prouvera  de  même  que  l'angle  KGY 
(era  quintuple  de  l'angle  D  A  C  j    d'où   il  eft  évident 
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que  l'angîe  entier  H  G  K  fera  quintuple  de  l'angle  en- 
tier B  AD  ou  XAZ. 

S'il  falloit  divifer  un  angle  donné  en  fcpt  parties  éga- 
les ,  il  n'y  aura  qu'à  joindre  aux  deux  rhombes  précé- 
dens,  un  troilieme  rhombe  égal  &  conftruit  de  la  môme 
manière  ;  &  ainfi  de  fuite  de  deux  en  deux.  Car  la 
pratique  ik.  la  démouftration  fe  fera  toujours  de  la  même 
manière. 

Exemple. 

480.  J  ROUVER  entre  deux  lignes  données  a  èc  B  j 
autant  de  moyennes  proportionnelles  qu'on  voudra. 

Soit  l'inconnue  x  la  première  des  moyennes  propor- 
tionnelles qu'il   eft  queftion  de  trouver  ;  &.  l'on  aura  la 

progreffion  géométrique  continue  û,  x,  —  3  —  ^    j  '  "t  ^^» 

de  laquelle  on  prendra  le  terme  dont  le  quantième  fur- 
paiTc  de  2  le  nombre  donné  des  moyennes  proportion- 
nelles ,  &c  l'égalant  à  la  donnée  b  on  formera  line  éga- 
lité ,  dont  la  réfolution  fournira  la  valeur  de  l'inconnue  x 
qui  eft  la  première  des  moyennes  proportionnelles  que  l'on 
cherche. 

Qu'il  fîille  ,  par  exemple ,  trouver  deux  moyennes 
proportionnelles.  On  prendra  dans  la  progrefîron  géo- 
métrique le  quatrième  terme  —  ,  qui  étant  égale  à  la 

ligne  b  ,  donne  x'^  =  aab  ;  &  de  même  fi  l'on  demande 
quatre  moyennes  proportionnelles  ,  l'on  aura  x^  =  a'^  b. 
D'où  il  elt  facile  de  voir  que  fi  n  marque  en  général  le 
nombre  des  moyennes  proportionnelles  qu'il  faut  trou- 
ver entre  les  données  a  Ôc  b  ,  ow  aura  x"-hi  =  a"b 
pour  l'égalité  générale  qu'il  faut  réfoudre.  Or  cela 
pofé. 

Soit  1°.  x'''  =  a^b  qui  fert  k  trouver  feize  moyennes 
proportionnelles.  Je  multiplie  les  deux  membres  de 
cette  égalité  par  x' ,  afin  d'avoir  x"  =  a "^  Zix' ,  dont  la 
plus  haute  dinienfion  20-  eft  le  produit  des  deux  nom- 
bres 4  <5c  ■)    qui  fe  fuivent  immédiatement.    Je  prends 
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l'équation  x'  =  ^z''j,-  ce  qui  donne  en  élevant  chaque 
membre  à  !a  puifîance  quatrième  x"°  =  a'*  v'*=<;i" /»x' 
d'où  je  tire  une  autre  équation  j^  =  /).v^  ,  donc  le  lieu 
étant  conÛruit  fcparément  ,  donnera  par  Ton  interfec- 
ticn  avec  celui  de  la  luppofée  x'^^=a''y  ^  la  valeur  de 
l'inconnue  x.  Ou  bien  je  prends  l'équation  x''^=a^y ^ 
dont  j'élevc  chaque  membre  à  la  quatrième  puifîance  ; 
&  les  multipliant  enfuite  par  x ,  j'ai  x"' ■=a'^y'^x=a'''b, 
d'où  je  tire  j^  x  =  a"*  /»  ,  dont  le  lieu  étant  conftruic 
féparément  avec  celui  de  l'équation  x'*  =  a'j,  donnera 
par  fon  interfeétion  la  valeur  cherchée  de  l'inconnue  x,| 

i)oic  2'  .  :«"  ^a'°  i^  qui  fert  à  trouver  trente  moyennes 
proportionnelles.  Je  multiplie  de  part  &  d'autre  par  x' , 
afin  d'avoir  x'^  =  a'° b  x\  dont  la  plus  haute  dimenfion 
36  eft  le  quarré  de  6  :  c'eft  pourquoi  faifant  x''=a'y, 
&  prenant  de  part  <k  d'autre  la  fixieme  puifllmce  ,  j'ai 
x''=a'°j'  =  ^'°/>',  d'où  je  tire  x'=by' ,  dont  le  lieu 
étant  condruit  féparément  avec  celui  de  l'équation  que 
j'ai  prife  d'abord  x^=^z'  y  ,  donnera  par  fon  interfeclion 
la  valeur  de  l'inconnue  x.  Ou  bien  ayant  pris  comme 
ci-delFus  i'equation  x''=a'  y ,  je  l'élevé  à  la  cinquième 
puifFance,  &  la  multipliant  enfuite  par  x,  j'ai  jc"=a''j'x 
i=a''^b^  ce  qui  donne  y' x  =  a' />.  D'où  l'on  voit  que 
le  lieu  de  l'équation  x'' =a''  y  ,  étant  confiruit  féparé- 
ment avec  le  lieu  de  l'autre  équation  y""  x  =  a'  b  ,  don- 
nera la  réfolution  de  l'égalité  prcpofée  x^'  =^a^° b  ,•  de 
forte  que  l'on  peut  choifir  entre  les  deux  lieux  j*  =  ^x', 
ou  y^  x  =  a''  b  ,  celui  qu'on  jugera  le  plus  fimple.  Il  en 
eft  ainfi  de  tous  les  autres  exemples  qu'on  peut  fe  former 
à  plaifir. 

11  eft  à  remarquer  que  fi  la  dimenfion  de  l'inconnue  x 
n'étoit  pas  un  nombre  premier  ,  l'égalité  propoféc  fe 
pourroit  toujours  abaillér.  Si  l'on  avoit ,  par  exemple , 
x'  =  a^  b  ,  qui  fert  à  trouver  huit  moyennes  proportion- 
nelles ,  on  trouveroit  en  extrayant  de  part  6c  d'autre  la 
racine  cubique  x'==y/a'3.  Or  afin  que  le  nombre  a^  b 
foie  un  cube  ,  il  n'y  a  qu'à  trouver  une  ligne  ;[  donc  le 
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cube  :^^=aab,  ou  ce  qui  efl:  la  même  chofe  de  trou- 
ver entre  a  èc  b  deux  moyennes  proportionnelles  ;  car 
mettant  à  la  place  àt  aab  (à  valeur  {',  on  aura  x'  =  u''  ^^ 
ou  x'=i3'-:^,  de  forte  qu'en  réfolvant  ces  deux  égalités 
:^:=aab,  6c  enfuite  x'^^^aa:^  qui  ne  font  que  du  troi- 
fîeme  degré  ,  on  trouvera  la  valeur  de  l'inconnue  x,  qui 
efl:  la  première  des  huit  moyennes  proportionnelles  entre 
les  extrêmes  a  &c  b.  De  même  fi  l'on  avoit  x"^=a'b 
qui  fert  à  trouver  treize  moyennes  proportionnelles  ,  il 
viendroit  en  extrayant  de  part  &  d'autre  la  racine  quar- 
rée  x^=v/û'^^.  Or  afin  que  v^^'  '^  foitun  quarré,  il  fliuc 
trouver  une  ligne  ^  dont  le  quarré  :^:^  =  ab^  car  fuof- 
tituant  a  la  place  do  a  b  ,  le  quarré  :^:^  dans  l'égal, té 
propofée  ,  on  aura  x"*  =  a";[^  ou  x''=a^^  ;  c'efl: 
pourquoi  il  n'y  aura  qu'a  réfoudre  d'abord  l'égalité  du 
fécond  degré   ^^^=ia.b  ,   6c  enfuite  celle  du    feptieme 


X'  =a^  l 


On  doit  encore  remarquer  que  ces  fortes  d'éga- 
lités qui  fervent  à  trouver  des  moyennes  proportion- 
nelles ,  &  dont  la  dimenfion  de  l'inconnue  eft  un  nom- 
bre premier  ,  n'ont  qu'une  racine  réelle  &  routes  les 
autres  imaginaires  ;  dont  la  raifon  eft  qu'il  ne  peut  y 
avoir  qu'une  feule  ligne  qui  foit  la  première  des  moyen- 
nes proportionnelles  cherchées. 

Remarque. 

FiG.  iSî.  4^^'  ^-^  N  peut  réfoudre  le  Problême  précédent  par 
le  moyen  d'un  inftrument  géométrique  dont  la  conf- 
tru*^ion  efl:  telle.  Soient  deux  lignes  indéfinies  XYy 
YZ  ,  mobiles  autour  du  point  Y  ^  enforte  qu'elles  fc 
puilTent  ouvrir  &  fermer.  Soit  attachée  à  un  point  quel- 
conque fixe  B  du  côté  YX,  une  perpendiculaire  indé- 
finie B  C  fur  ce  côté  ,  laquelle  chalFe  devant  elle  (  pen- 
dant que  l'angle  XYZ  s'ouvre)  par  le  point  C  où  elle 
rencontre  l'autre  côté  Y Z  ,  la  perpendiculaire  indé- 
finie CD   fur  ce  dernier  côté  ;    qui  chalTe  de  même 

par 
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par  le  point  D  où  elle  rencontre  le  côté  V X ,  la  per- 
pendiculaire indéfinie  DE}  qui  chafTe  encore  de  méwe 
par  le  point  E  où  elle  rencontre  le  rôté  Y Z ,  la  per- 
pendiculaire indéfinie  EF}  qui  chafrcra  par  le  point  F 
où  elle  rencontre  le  côté  Y X ^  la  perpendiculaire  FG  } 
qui  chafTe  encore  par  le  point  G  où  elle  rencontre  le 
côté  Y  Z ,  la  perpendiculaire  G  H  j  &c  ainfi  de  fuite  à 
l'infini ,  en  augmentant  autant  que  l'on  voudra  le  nom- 
bre des  perpendiculaires  fur  les  côtés  YX  «Se  YZ.  Cela 
fait  ,  foit  propofé  ,  par  exemple  ,  de  trouver  quatre 
moyennes  proportionnelles  entre  les  deux  lignes  droites 
données  a  êc  b.  Ayant  pris  fur  le  côté  Y  Z  la.  partie 
YG  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  a ,  b  , 
YB ,  on  ouvrira  le  côté  XY  de  l'inftrument ,  jufqu'k  ce 
que  la  cinquième  perpendiculaire  F  G  (parce  qu'il  eft 
queftion  de  trouver  quatre  moyennes  proportionnelles  ) 
pafTe  par  le  point  G  ,•  &  alors  les  lignes  YC,  Y O^  3^ -^? 
J^i*',  feront  les  quatre  moyennes  proportionnelles  entre 
les  extrêmes  Y  B ,  YG  ;  &c  partant  la  quatrième  pro- 
portionnelle aux  trois  lignes  YB,  Y  C ,  a  fera  la  pre- 
mière des  quatre  moyennes  proportionnelles  deman- 
dées. 

.Car  les  triangles  rectangles  YBC,  YCD,  YDE y 
YË F ,  YFG  ,  étant  tous  femblables  ;  leurs  côtés  YB, 
YC,YD,YE,YF,YG,  feront  en  progreffion  géo- 
métrique continue.  Donc ,  &c. 

Il  eft  clair  que  pendant  que  l'angle  XY  Z  s'ouvre  de 
plus  en  plus,  le  point  B  décrit  un  arc  de  cercle  AB  ; 
&  que  les  interfeîtions  continuelles  D ,  F,  H ,des  per- 
pendiculaires CD,EF,  GH ,  fur  le  côté  YZ  ,  avec 
l'autre  côté  Y  X  ,  décrivent  des  lignes  courbes  AD , 
A  F  ,  A  H  ,  qui  fervent  à  trouver  autant  de  moyennes 
proportionnelles  qu'on  voudra.  Car  fi  l'on  décrit ,  par 
exemple  ,  du  diamètre  YE  un  demi  cercle ,  il  coupera 
la  courbe  AD  en  un  point  D  ,  tel  que  Y D  eft  la 
feconde  des  deux  moyennes  proportionnelles  ,  entre  les 

Mm  m 
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crèmes  YB  ou  V  A  ôc  VE  ;  ôc  de  même  fî  l'on  décrit  un 
dqmi  cercle  du  diamètre  î^G,  il  coupera  la  ligne  courbe 
y4F  en  un  point  F ,  tel  que  VF  dl  la  dernière  des 
quatre  moyennes  proportionnelles  entre  VA  &  IG  &c. 
Sur  quoi  il  cft  à  propos  de  remarquer  que  la  ligne 
courbe  AD  eft  du  quatrième  degré  ;  la  ligne  courbe 
yi  F  du  huitième  ;  la  courbe  A  H  du  fei^ieme  &c  ;  ce 
.que  je  prouve  ainfi. 

Soient  i*^.  les  inconnues  &  indéterminées  yC=x, 
CD=y,  YD  =  i,  Ôc  la  connue  VA  ou  VB  =  a  ,  on 
aura  à  caufe  des  triangles  rectangles  ferablables  VCD  , 

VBC,  cette  équation  VB  (fl}  =  -,  &  à  caufe  du 
triangle  redbangle  VCD  cette  autre  jj -h xx  =  ;[^  , 
dans  laquelle  mettant  à  la  place  de  {  fa  valeur  ^trou- 
vée par  le  moyen  de  la  première  équation  ,  il  vient 
nay-y^^^x"^  —  aaxx  ^  ce  qui  fait  voir  que  la  courbe 
A  D  cik  un  lieu  du  quatrième  degré.  Soient  i°.  les 
inconnues  &  indéterminées  VE=:X  ,  EF=y  ,  y  F=^, 
&  la  connue  VA  ouVB=:aj  on  aura  à  caufe  des 
triangles   reélangles  femblables   VFE ,  VED  y  VDC  y 

VCB  f   cette  équation  VB  (a)=s=~,  &  à  caufe  du 

triangle  redangle  VEF  cette  autre  yy-\-xx  =  :^^y 
dans  laquelle  faifant  évanouir  l'inconnue  ;{  par  le 
moyen  de  la  première  équation  ,  &  ôtant  les  incom- 
menfurables  ,  on  trouve  aay*^ -^  ^aaxxy'^ -^r'^aax'^  yy 
^aax^  =  x^  i  d'où  Ton  voit  que  la  courbe  A  F  eft  un 
lieu  du  huitième  degré.  On  prouvera  de  même  que 
la  courbe  -^  H  eft  un  lieu  du  feizieme  degré  &c. 

Maintenant  puifque  félon  l'exemple  on  peut  trou- 
ver deux  moyennes  proportionnelles  ,  eri  n'employant 
que  deux  lignes  du  fçcond  degré  ;  quatre  moyennes 
proportionnelles  ,  en  fe  fervant  d'un  lieu  du  fécond 
degré ,  &  d'un  autre  du  troiliem.e  ;  au  lieu  qu'ici  il 
faut  dans   le  premier  cas  un  lieu  du  quatrième ,  qui 
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et  det  VI  /^/'i? .  p  qg  e . 
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^^  ^t'i^"g  ^Z)  ,  &  un  lieu  du  fécond  qui  eft  le  cer- 
cle r  UE  i    &   dans   le  fécond  un  lieu  du  huitième 
fçavoir;  la  ligne  courbe  ^  F,  &  un  lieu  du  fécond,  fca- 

Tn  7ë^  T^^/  ''  '''"^"''  ^""  "^  '^Snes  courbes 
r  j  ^^  >^^'  io"C  beaucoup  trop  compofées  pour 
reloudrc  ce  Problême.  Cependant  la  facilité  de  la 
con  iru6tion  ,  &  de  la  dcmonftration  ,  récompenfe  en 
quelque  forte  ce  défaut. 


I"    I    N, 
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APPROBATION. 

J-Ai  lu  par  ordre  de  Monfeigueur  le  Garde  des  Sceaux-,  /<r  Tm/^' 
anahticJ  des  Seclions  Coniques  ,  de  M.  le  Marquis  de  i  Hopual.  C  eft 
un  ouviage  fi  généralement  eftimé  .  que  l'on  ne  peut  qu  applaudir  au 
zèle  de  ceux  qui  vont  en  donner  une  nouveUe  cdinon.  A  Fans  ,  le 
Zi  Janvier  ijtG.  Marie. 


PRIVILEGE    D  U   KO  I.      - 

T.  OUI  S,    PAR    LA    GRACE    DE   DiEU.   Roï    DeFrANCE 

7^DENAVARRE:Anos  amés  &  féaux  Confeillers ,  les  Gens  tenans 
nos  Cours  de  Parlement  ,  Maîtres  des  Requêtes  ordinaires  de  notre 
Hôtel  Grand-Confeil ,  Prévôt  de  Paris ,  Baillis  ,  Sénéchaux  ,  leurs 
Lieutenans  Civils  &  autres  nos  Jufticiers  qu'il  appartiendra:  i>ALUT. 
Notre  a  mêle  fieurMo  UT  A  RD,  Libraire,  nous  a  fait  expoferqu  il  deh- 

reroit  faire  imprimer  &  donner  auPublic .  un  Ouvrage  qui  a  pour  titre  : 
Traité  analytique  dee  Seclions  Comqucs    par  M.  le  Marquis  de  l  Hopial 
s'il    nous    plaifoit    lui  accorder    nos    Lettres    de   Privilège  pour    ce 
nécelTaires.    A    CES   c  Aus  e  s  ,  voulant    favorablement  traiter   1  t-x- 
pofant.   Nous  lui   avons   permis   &  permettons   par    céS   Frelentes , 
de  faire  imprimer  ledit  Ouvrage  autant  d«  fois  que  bon  Im  femblera  .  &. 
de  le  vendre  ,  faire  vendre  &  débiter  par  tout  notre  Royaurne  pen- 
dant le  tems  de  fix  années  confécutives,  à  compter  du  ]our  de  la   date 
des  Préfentes.  Faifons  défenfes  à  tous  Imprimeurs  ,  Libraires,  &  autres 
perfonnes  de  quelque  qualité  &  condition  qu'elles  foient     d  en  mtro- 
Suire  d'impreffionétranjrere  dans  aucun  heu  de  notre  obeifTance:  com- 
me auffi  d'imprimer  ou  faire  imprimer  ,  vendre  ,  faire  vendre  ,  débiter , 
ni  contrefaire  ledit  ouvrage,  ni  d'en  faire  aucuns  Extraits  ,  fous  quel- 
que prétexte  que  ce  puifTe  être  ,  fans  la  permilT.on  expreffe  &  par  ecrit^ 
dudit  Expofant,  ou  de  ceux  qui  auront  droit  de  lui ,  a  peine  de  con- 
fifcation  des  Exemplaires   contrefaits,  de  trois  mille   livres  d  amende 
contre  chacun  des  contrevenans,  dont  un  tiers  a  Nous,  un  tiers  al  Hô- 
tel Dieu  de  Paris  ,  &  l'autre  tiers  audit  Expofant ,  ou  a  celui  qui  auEa 
droit  de  lui ,  &  de  tous  dépens  .  dommages  &  intérêts.  A  la  charge 
que  ces  Préfentes   feront   enregiftrées  tout   au   long   fur    le   Regiltre 
de  la  Communauté  des  Imprimeurs  &  Libraires  de  Pans    dans  trois  mois 
de  la  date  d'icelle  ;  que  l'impreffion  dudit  Ouvrage  fera  faite  dans  notre 
Royaume  ,  &  non  ailleurs ,  en  bon  papier  &  beaux  caraderes  i  con- 
formément aux  Reglemens  de  la  Librairie     &  notamment  a  celui  du 
dix  Avril  172J  ;  à  peine   de  déchéance  du  prefent  Privilège.  Qua- 


Tant  de  l'expofer  en  vente ,  le  Manufcrit  qui  aura  fervi  de  copie  à  l'im- 
preffion  uudit  Ouvrage,  fera  remis  dans  le  même  érat  où  TApprobation  y 
aura  été  donnée  ,  ès-mains  de  notre  très-clier  &  féal  Chevalier  Garde 
des  Sceaux  de  France,  le  Sieur  Hue  deMiromesml;  qu'il  en 
fera enfuite  remis  deux  Exemplaires  dans  notre  Bibliothèque  publique; 
un  dans  celle  de  notre  Château  du  Louvre,  un  dans  celle  de  notre 
trer-cher  &  féal  Chevalier, Chancelier  deFrance  le  Sieurde  Maupeou, 
&  un  dans  celle  dudit  Sieur  Hue  de  MiromesniL;  le  tout  à  peine 
de  nullité  des  Préfentes.  Du  contenu  defquelles  vous  mandons  &  enjoi- 
gnons de  faire  jouir  ledit  Expofant  ou  fes  ayans  caufes ,  pleinement  & 
paifiblement ,  fans  fouffrir  qu'il  leur  loit  fait  aucun  trouble  ou  empêche- 
ment. Voulons  qu'à  la  Copie  des  Préfentes,  qui  fera  imprimée  tout  au 
long  j  au  commencement  ou'  à  la  fin  dudit  Ouvrage,  foit  tenue  pour 
duement  fi^nifiée,  &  qu'aux  copies  collationnées  par  l'un  de  nos  amés 
&  féaux  Cunfeillers  ,  Secrétaires  ,  foi  foit  ajoutée  comme  à  l'Ori- 
ginal. Commandons  au  premier  notre  Huiflîer  ou  Sergent ,  fur  ce  requis, 
de  faire  pour  l'exécution  d'icelles  tous  aéles  requis  &  néceflTaires ,  fans 
demander  autre  permiffion  j  &  nonobftant  clameur  de  Haro  ,  Charte 
Normande  ,  &  Lettres  à  ce  contraires  :  C  A  r  tel  eft  notre  plaifir.  Donné 
à  Paris ,  le  quatorzième  jour  du  mois  de  Février  ,  l'an  de  grâce  mil 
fept  cent  foixante-feize,  &  de  notre  Règne  le  deuxième. 

Par  le  Roi  en  fon  Confeil.  Signé ^  LE  BEGUE. 

Regitré  fur  le  Regure  XX  de  la  Chambre  Royale  &  Syndicale  des 
Libraires  &  Imprimeurs  de  Paris ^  N°.  }o6ç) ,  fol.  99.  conformément 
AU  Réglemmt  de  iJ2j.   A  Paris  ^  «  zj    Février  i-j-jG, 

LAMBERT,  Adjoint. 
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